Matematicka Statistika

Cvicenie 8 — Dvojrozmerné nahodné veli¢iny

Kovariancia
cov(X,Y) = E(X*Y) - E(X)*E(Y)

Korela¢ny koeficient
p(X,Y) = cov(X,Y) / (D(X)*D(Y))"*

Zatial’ to berme ako vzorce, do ktorych vieme mechanicky dosadit’. Coskoro sa na niektorej
z prednasok dozviete, na ¢o to sluzi a ako sa s tym pracuje — dovtedy bude dobré mat’ ti
mechanicku ¢ast’ zvladnuta.

Vel'mi povrchne povedané, kovariancia je polotovar na d’alSie vypocty a korelacny
koeficient je miera linearnej zavislosti (pre zaciatok) dvoch veli¢in.

Cim blizsie k 1, tym viac priama umernost’,

¢im blizsie k -1, tym viac nepriama Gmernost’,

¢im blizsie k 0, tym menej zavislé.



Riesené priklady

Priklad 1:

V krabici je 10 mysi, 7 samic a 3 samce. Nahodne vyberieme 5 jedincov. Pocet samcov vo
vybere oznac¢ime m, pocet samic f. Prislusné ndhodné veliiny nazveme M a F.

a) Aké hodnoty nadobudaju veli¢iny M a F?

b) Zostavte pravdepodobnostnti tabul’ku pre M a F osobitne.

¢) Zostavte pravdepodobnostnt tabul’ku pre jednotlivé dvojice hodndt [m,f].

Riesenie:

a) M nadobuda hodnoty m v rozsahu 0 az 3. Viac sa neda, lebo samce st iba tri.
F nadobuda hodnoty f v rozsahu 2 az 5. Viac ako 5 sa ned4, lebo vyberame len 5 kusov. Menej ako 2
sa neda, lebo ak je samcov najviac 3, do poctu 5 sa to aspon dvoma samicami musi doplnit’.

b) Pravdepodobnosti budi mat’ v menovateli C(10,5) = 252.

0 samcov vo vybere = 5 samic, vieme ich vybrat’ C(7,5) =21 sp6sobmi

1 samec vo vybere = aj 4 samice, vieme ich vybrat' C(3,1)*C(7,4) = 105 sposobmi
2 samce vo vybere = aj 3 samice, vieme ich vybrat’ C(3,2)*C(7,3) = 105 spdsobmi
3 samce vo vybere = aj 2 samice, vieme ich vybrat’ C(3,3)*C(7,2) = 21 sp6sobmi

M |0 1 2 3 spolu

21 _ 1 105 _ 5 105 _ 5 21 _ 1
PM /252_ /12 /252_ /12 /252_ /12 /252_ /12 1

Hodnoty v druhej tabul’ke uz mame vypocitané, ale v zaujme istoty porozumenia tu tie vypocty
zopakujeme, len s drobnym prehodenim poradia konstatovani:

2 samice vo vybere = aj 3 samce, vieme ich vybrat’ C(7,2)*C(3,3) =21 spésobmi
3 samice vo vybere = aj 2 samce, vieme ich vybrat’ C(7,3)*C(3,2) = 105 spdsobmi
4 samice vo vybere = aj 1 samec, vieme ich vybrat’ C(7,4)*C(3,1) = 105 spésobmi
5 samic vo vybere = 0 samcov, vieme ich vybrat’ C(7,5) =21 spdsobmi

F |2 3 4 5 spolu

21 _ 1 105 _ 5 105 _ 5 21 _ 1
PF /252_ /12 /252_ /12 /252_ /12 /252_ /12 1

Preco vychadzaju obe tabul’ky rovnako? Za nieCo mdze symetria, ale nebyt’ tej, hodnoty v druhej
tabulky by stale zodpovedali hodnotam v prvej Citanym odzadu. Je to pre to, ze javy M a F st v tomto
priklade totalne navzajom zavislé. Ak pozndme hodnotu m, vieme presne urcit’ f a naopak.

To sa prejavi aj na nasledujucej tabul’ke.

c)

F\M[0o [1 [2 3
2 0 [0 [0 |
3 0 [0 |°]0
4 0 |20 |0
5 10 0 0




Priklad 2:

V krabici je 8 mysi, 4 ¢ierne, 3 biele a 1 strakata. Nahodne vyberieme 4 jedince. Pocet
¢iernych vo vybere oznadime &, pocet bielych b a pocet strakatych s. Prislusné nahodné
veli¢iny nazveme C, B a S.

a) Aké hodnoty nadobudaj veli¢iny C, B a S?

b) Zostavte pravdepodobnostni tabul’ku pre C, B a S osobitne.

c) Zostavte pravdepodobnostné tabul’ky pre jednotlivé dvojice hodnoét [€,b], [E,s], [b,s].

RiesSenie:
a) C: ¢=0,1,2,3,4
B: b=0,1,2,3
S: s=0,1
b) Vsetkych moznosti je spolu C(8,4) = 70.

0 ¢iernych vo vybere = 4 iné, vieme ich vybrat’ jedinym sposobom (vSetky necierne)
1 ¢ierna vo vybere = aj 3 iné, vieme ich vybrat’ C(4,1)*C(4,3) = 16 sposobmi

2 ¢ierne vo vybere = aj 2 iné, vieme ich vybrat’ C(4,2)*C(4,2) = 36 sp6sobmi

3 ¢ierne vo vybere = aj 1 ina, vieme ich vybrat C(4,3)*C(4,1) = 16 sposobmi

4 ¢ierne vo vybere = Ziadne iné, vieme ich vybrat’ C(4,4)= jedinym sposobom

0 bielych vo vybere = 4 iné, vieme ich vybrat’ C(5,4) =5 sp6sobmi

1 biela vo vybere = aj 3 iné, vieme ich vybrat’ C(3,1)*C(5,3) = 30 spdsobmi
2 biele vo vybere = aj 2 iné, vieme ich vybrat’ C(3,2)*C(5,2) = 30 sp6sobmi
3 biele vo vybere = aj 1 in4, vieme ich vybrat’ C(3,3)*C(5,1) = 5 spdsobmi

0 strakatych vo vybere = 4 iné, vieme ich vybrat’ C(7,4)= 35 spdsobmi
1 strakata vo vybere = aj 3 iné, vieme ich vybrat’ 1*C(7,3)= 35 spdsobmi

Cc |0 1 2 3 4 spolu
Pe | Yo | ho | *lo |l | o 1
B|O 1 2 3 spolu

Pe | *lo | Fho | ®ho [ Yo | 1

S 10 1 spolu

O
O

Cho | Pho | 1




C) Vztah C a B:

Potrebujeme vyplnit tabul’ku 5x4. Za¢nime polickami, kde bude nula, teda nemozné kombinacie.
Predovsetkym, ak tahame 4 mysi, nie je mozné aby pocet bielych a ¢iernych vo vybere

presiahol v suéte hodnotu 4. Do takych poli¢ok vpiseme nulu.
Podobne, ak je strakata iba 1, vo vybere 4 ks musia byt aspon tri biele alebo ¢ierne. Sucet ¢+b

musi byt preto nutne aspon 3.

B\C 0 1 2 3 4 spolu
0 0 0 0

1 0 0 0

2 0 0 0

3 0 0 0

spolu

Ostalo nam vyplnit’ 8 policok. Vieme, Ze v menovateli bude stale 70. Vycislime citatele:

4 ¢ierne a 0 bielych: C@44)=1

3 ¢ierne a 0 bielych, doplnené 1 strakatou C4,3)=4

3 &ierne a 1 biela: C(4,3)*C(3,1) =12

2 ¢ierne a 1 biela, doplnené 1 strakatou C(4,2)*C(3,1) =18

2 Cierne a 2 biele: C(4,2)*C(3,2) = 18

1 ¢ierna a 2 biele, doplnené 1 strakatou C(4,1)*C(3,2) =12

1 ierna a 3 biele: C(4,1)*C(3,3) =4

0 ¢iernych a 3 biele, doplnené 1 strakatou C(4,00*C(3,3) =1

B\C 0 1 2 3 4 spolu
0 0 0 0 “I10 T

1 0 0 %2 Pl 0

2 0 P2 P2 0 0

3 " *I70 0 0 0

spolu

Nakoniec urobime kontrolné stiéty po riadkoch a stipcoch.

B\C 0 1 2 3 4 spolu
0 0 0 0 "0 "o 10

1 0 0 P2 Pl 0 0
2 0 P2 P2 0 0 Pz
3 "1 *I70 0 0 0 *l70
spolu Y 70 ol 70 */ 70 o 70 Y 70 1

Vysledné (tzv.

skusenosti mézeme do tabul’ky vopred vyplnit’ marginalne sucty a uSetrit’ si po€itanie.
Ukazeme si to na d’al$ej tabul’ke.

marginalne) sucty su presne tie hodnoty, ktoré sme mali v tabulkach v ¢asti b). To
samozrejme neprekvapuje. Ide zaroven o dobru rychlu kontrolu spravnosti vypoctu. Pri troche




Vztah Sa C:

Doplnime to tabul’ky nuly — stcet ¢+s nesmie byt viac ako 4, ale zaroven nesmie byt 0 (lebo st len 3
biele na doplnenie do 4). Ostava 8 policok na pocitanie.

S\C 0 1 2 3 4 spolu
0 0

1 0

spolu

Doplnime marginalne hodnoty.

Zaroven bez osobitného pocitania vieme doplnit’ do tabul’ky dve hodnoty.

S\C 0 1 2 3 4 spolu
0 0 " 1

1 l/ 70 0 35/ 70
spolu Y10 Tl *l0 Pl 1o 1
0 strakatych a 1 ¢ierna, doplnime 3 biele: C(4,1)*C(3,3) =4

Napiseme do tabul’ky a hned’ vieme doplnit’ aj hodnotu pod tym.

S\C 0 1 2 3 4 spolu
0 0 *lo o *Io

1 Y 70 Y 70 0 */ 70
spolu 1o Tl *l0 Pl 10 1

0 strakatych a 2 ¢ierne, doplnime 2 biele:
Napiseme do tabul’ky a hned’ vieme doplnit’ aj hodnotu pod tym. Zaroven vsak uz vieme vyplnit’ aj

stipec vpravo.

C(4,2)*C(3,2) = 18

S\C 0 1 2 3 4 spolu
0 0 4/ 70 18/ 70 12/ 70 l/ 70 35/ 70

1 l/ 70 12/ 70 18/ 70 4/ 70 0 35/ 70
spolu Y 70 b 70 */ 70 ° 70 Y 70 1

Stailo teda vyrétat’ 2 hodnoty z 8 a ostatné sa uz len podopifali.




Vztah B aS:

Radi by sme doplnili do tabulky nuly, ale také poli¢ka tu aktualne nie sa. Tak aspoii nahodime
marginalne sucty.

B\S 0 1 spolu
0 *10

1 30 Io

2 30 /70

3 *10
spolu T S 1

Budeme musiet’ vyratat’ 3 hodnoty, ostatné sa budu dat’ doplnit’.

Biele Strakaté Cierne Moznosti:

0 0 4 C(3,00*C(44) =1
1 0 3 C(3,1)*C(4,3) =12
2 0 2 C(3,2)*C(4,2) = 18
B\S 0 1 spolu

0 zo 1o

1 12/70 30/70

2 .0 L

3 >0

Spo lu 35/70 35/70 1

Zvysnych 5 uz vieme doplnit’:

B\S 0 1 spolu
0 10 “I1o */10

1 12/70 18/70 30/70

2 "l P2 *ho

3 *I10 "0 *I10
SPO lu 35/7[) 35/70 1




Priklad 3
Pre veli¢iny C a B najdite zakladné charakteritiky, ich kovarianciu a korelaény koeficient.

RieSenie:
Iba dosadime do zndmych vzorcov.

7

cCl|0 |1 2 3 4 | spolu

Pé 1/70 16/70 36/70 16/70 1/70 1

E(C) = (0*1 + 1¥16 + 236 + 3¥16 + 4*1) /70 = 2
D(C) = (0*1 + 1*16 + 4%¥36 + 9*16 + 16%1) /70 - 4 = 32/7 - 4 = 4/7

B|0O |1 2 3 | spolu

Pé 5/70 30/70 30/70 5/70 1

E(B) = (0*5 + 1*30 + 2*30 + 3*5) /70 =1.5
D(B) = (0*5 + 1*30 + 4*30 + 9*5) /70 - 2.25 = 32/7 - 4 = 0.53571

Kovariancia:

B\C 0 1 2 3 4 spolu
0 0 0 0 *I20 2 g

1 0 0 %20 Yl 0 e

2 0 Y20 %20 0 0 e

3 U 170 0 0 0 %20
spolu Yo /20 ®a0 ®a "0 1

Prejdeme sa po vietkych polickach s nenulovou pravdepodobnost'ou (mohli by sme z toho vynechat’
prvy riadok a prvy stlpec, ale formalne ich tam na zaciatok nechame)

E(B*C) = (0%3*4 + 0*4*1 + 1*%2*18 + 1*3*12 + 2*1*12 + 2*2*18 + 3*0*1 + 3*1*4) / 70 =
2.5714

cov(B,C) = E(B*C) - E(B)*E(C) = -0.42857
Korela¢ny koeficient

p(B,C) = cov(B,C) / (D(B)*D(C))M? = -0.42857 / sqrt(0.53571*4/7) = -0.77460




Neriesené priklady

1. Vo vrecku st (na hmat zhodné) kocky — 5 bielych, 3 zelené a 2 modré. Naslepo tahame 4
kocky. Sledovanymi veli¢inami st

B — pocet bielych kociek,

Z — pocet zelenych kociek

M — pocet modrych kociek vo vybere.

a) Aké hodnoty nadobudaju B, Z, M ? Napiste ich pravdepodobnostné tabulky.

b) Zostavte tabul’ky pravdepodobnosti pre B x Z, B x M, Z x M.

b*) Kto sa prili§ nudi, m6ze aj 3D-tabulku pre BxZ xM :)

¢) Vypocitajte charakteristiky veli¢in B, Z, M a po dvojiciach ich vzdjomnu kovaranciu /
korela¢ny koeficient.

2. Hadzeme dvojicou hracich kociek (zelend a modrd). Sledujeme ndhodné veli¢iny M =
maximum z oboch Cisel a S = sti¢et oboch cisel.

a) Aké hodnoty nadobtudaju M a S ? Napiste ich pravdepodobnostné tabul’ky.

b) Zostavte tabul’ku pravdepodobnosti pre M x S.

¢) Vypocitajte charakteristiky veli¢in B, S a ich vzdjomnu kovaranciu / korelaény koeficient.



