Matematicka Statistika

Cvicenie 7 — Zakladné spracovanie dat, opisna statistika

Pojmy a ukazky:

— Dadtovy vektor

Datovy vektor ziskané udaje (stibor dat) uloZené v tvare vektora

x= [157456841127]

Usporiadany datovy vektor data zoradené vo vektore podla vel'kosti

xs= [111244556778]

Tabul’ka pocetnosti hodnoty v datovom vektore a ich pocetnosti

X [1]2]4]5]6]7]8
n|3]1(2|2[1]2]1

Tabul’ka relativnych pocetnosti  pocetnosti hodnot delené celkovym poctom dat

X | 1 2 4 5 6 7 8
pe | 3/12 | 1/12 | 2/12 | 2/12 | 1/12 | 2/12 | 1/12




Kolacovy diagram slizi najma na grafické vyjadrenie relativnej pocetnosti
(zobrazuje hmatatel'ne tzv. podiel na celku)

p=[3122121)/12

pie(p, {1''2''4''5''6' '7' '8'})

E

Stipcovy diagram sliZi najma na grafické vyjadrenie pocetnosti

Hodnota 3 sa medzi ziskanymi datami nenachadza. Je na naSom postdeni situdcie, ¢i ju chceme /
mame spominat’ a zobrazovat’ v diagrame.



Priemer

Vypocet z vektora: x= [157456841127]

:r =

mean(x) = (L+5+7+4+5+6+8+4+1+142+7) / 12 = 4.25

Vypocet z tabul’ky realtivnych pocetnosti:

Xi | 1 2 4 5 6 / 8
Pk | 3/12 | 1/12 | 2/12 | 2/12 | 1/12 | 2/12 | 1/12

mean(v) = 1*3/12+2*1/12+4*2/12+5*2/12+6*1/12+7*2/12+8*1/12

Rozptyl

Vypocet z vektora x

5 (zi—z)°

i=1
§? = n = ((1-4.25)° + (5-4.25)° + ... + (7-4.25)° ) = 5.8542

Na tomto mieste treba rozlisit’ niekol'’ko zdkladnych situécii:

— Nahodna veli¢ina/premenna ako ,,zivel“, Seda eminencia v pozadi, ktora ma svoje
charakteristiky a v sulade s nimi je schopna v experimente/pozorovani/ankete a pod. sa
prejavovat’ a generovat’ ndhodné vysledky. Toto sme preberali do minulého tyzdna.

— Vektor dat, ktoré predstavuju ,,celt realitu (napr. vSetky vysledky z pretekov, znamky
vSetkych ziakov). Tento vektor vieme opisat’ podobnymi charakteristikami ako
nahodnu veli¢inu. O tom je dnesné cviko.

— Vyberovy ndhodny vektor predstavuje vysledok experimentu, v ktorom sa ndhodna
veli¢ina prejavila v ur€itom pocte dat, avsak tieto data nevycerpavaju celu realitu, iba
ju lepsie €1 slabsie reprezentuju (napr. preferencie niekol’kych milionov spotrebitelov
zistené na ndhodnej tisicke respondentov). O tomto bude re¢ v nasledujticich
tyzdioch.



Kvantily

Kvantil je pozicia prvku/hodnoty v kontexte vSetkych hodnét usporiadanych podla velkosti,
merana na Skale od 0 po 1. Definicii kvantilu je viacero a vedt k nie vzdy celkom zhodnym
vysledkom (pri malom pocte dat), ale tie rozdiely st zanedbateI'né.

Datovy vektor
Pri datovom vektore ddvame prednost’ takej definicii kvantilu, ktora v ramci moznosti

nevyraba nové hodnoty, nez su tie, ktoré uz mame k dispozicii. Ak teda nejaky kvantil
vychddza medzi dvoma hodnotami datového vektora, priklonime sa k tej, ktora je blizsie. Iba
v pripade, ze by to bolo naozaj nerozhodne (presny stred), siahneme za aritmetickym
priemerom tych hodnot.

Definicia
Je dany datovy vektor x s n idajmi. Pre ¢islo p z intervalu [0, 1] je p-kvantil (qp) taka
hodnota, o ktorej plati:
— aspoil p*n hodnot z vektora x je menSich alebo rovnych ako qp
— aspon (1-p)*n hodnoét z vektora x je vacsich alebo rovnych ako qp
— ak uvedenym podmienkam vyhovuje cely interval hodnét, za kvantil q, budeme
povazovat jeho stred

Slovo ,,asponi* prakticky znamené zaokruhlenie nahor na najblizsie celé Eislo.

llustracia:
Xxs= [111244556778]

Usporiadany datovy vektor ma 12 prvkov. Hladajme 0.7-kvantil. Vypoc&itame a zaokrihlime
nahor:

0.7*%12=8.4=9

03*12=3.6~4

Vidime, ze 9+4 = 13, o 1 viac ako je dizka vektora. Tak to ma byt’. Stvrta hodnota sprava a
deviata zl'ava, to sa stretne akurat na ¢isle 6. Hladany kvantil je teda qo7 = 6. Ak teda pdjdete
po rade od najmensich hodnot, pri Cisle 6 si mozete povedat’, ze aspont 70 percent udajov ste
presli.

Hr'adajme teraz 0.25-kvantil:

0.25*12=3=3
0.75*12=9=9

Vyhovuju vSetky ¢isla medzi 1 (tretie zl'ava) az 2 (deviate sprava). Aplikujeme teda tretie
pravidlo a za hl'adany kvantil vyhldsime stred najdeného intervalu, teda (o25=1.5.

Specidlne kavntily:

Medzi vSetkymi kvantilmi st najzaujimavejsie a najcastejSie sa hl'adaju:
QL = qo.25— dolny (prvy) kvartil
Med = qo.5s — median (druhy kvartil)
Qu = (o.75— horny (treti) kvartil



Boxplot
Boxplot je spdsob znazornenia suboru dat, ktory sugestivne a prvoplanovo naznacuje
rozlozenie jednotlivych udajov a ich vzt'ah k celku.

Pravidlé kreslenia:

— Obrazok sa orientuje zl'ava doprava (alebo zdola hore).

—  Obdiznikom sa vymedzi ,,mainstream®, teda udaje medzi Q_ a Qu. Vyznadi sa tiez
median, pripadne aj priemer.

—  Vypoéitame R = Qu - Q. . Obdizniku nakreslime ,,fazy* (whiskers) s dizkou
1.5*%R. V tomto rozmedzi, od Q_-1.5R po Qu+1.5R, sa nachadzaju vsetky
,hormalne* udaje, teda aj tie, ktoré sice nie st mainstream, ale prirodzene a
ocakavatel'ne sa vyskytuju v realite a su stéastou celku.

— Udaje mimo uvedeného rozsahu sa povazuji za extrémy (outlier), z hl'adiska
Statistiky ide o pripady, ktoré sa bert ako vynimky alebo je pri nich podozrenie na
chybu. Pri vypocte charakteristik sa extrémne udaje spravidla nebera do tvahy.

— Ak najmensi alebo najvacsi z idajov (tieZ treba vyznacit) lezi v zone urcene;j
fizmi, moze sa fuz skratit’.

Ukazka:
xs= [1,4,4,4,5]5,6,7,8,13]
Priemer E =5.7
Med =5 (stred medzi 5 a 5),
QL=4,
Qu=17, R=3, 15R =45.

Obdiznik (box) bude od 4 po 7.

Fazy by mali byt od 4-4.5=- 0.5 po 7+4.5 = 11.5.

Ked’Zze minimum medzi Gdajmi je 1, lavy fuz staci tahat len po 1.
Hodnota 13 je outlier a zdroveil maximum.
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— Triedené data

Triedy pri vel'kom pocte rozli¢nych dat moze byt prili§ podrobny pohl'ad prekdzkou
Kk rozpoznaniu Struktary ich rozlozenia. V zaujme zvyraznenia Struktary je
vhodné data roztriedit’ a d’alej pracovat’ len s triedami a ich pocetnostami. Niekedy uz pri
samotnom zbere dat sa vysledky priamo zatried’uju bez uchovavania presnejsej informacie
(napr. ked’ v ankete neudavate svoj presny vek, ale len odkliknete vekovu kategoriu, kam

patrite).

Vek 1-15 16-25 26-40 41-60 61-100
Pocet 15 8 9 20 16
Histogram $pecialny typ stipcového diagramu na zobrazenie triedenych dat.

Zohl'adiuje sa tu §irka tried — trieda 61-100 s po¢tom 22 'udi je sice bohatSia
nez trieda 16-25 s 8 'ud'mi, ale v skuto¢nosti 8 I'udi na rozsah 10 je lepsia ,,aroda” ako 16
l'udi na rozsah 40, pretoze 8/10 > 16/40 .
V histograme je preto po&etnost’ vyjadrena nie vyskou stipca, ale jeho plosnym
obsahom. Vy3ka stipca je podiel pocetnosti a irky triedy.

Vek 1-15 16-25 26-40 41-60 61-100
Sirka triedy 15 10 15 20 40

Pocet 15 8 9 20 16

Vyska stlpca 15/15=1 8/10=0.8 9/15=0.6 20/20=1 16/40=0.4
1-15 16-25 41-60 61-100




Kvantily pri triedenych datach

Pocitanie kvantilov pri triedenych datach je stazené tym, ze nemame k dispozicii samotné
data, iba triedy a pocetnosti. Najjednoduchsim vychodiskom je pracovat’ s hypotézou
rovnomerného rozlozenia dat v ramci kazdej triedy. Vysvetlime to na jednoduchom priklade:

Prekro¢enie MPR o x km/h (10,20] | (20,40] | (40,100]
Pocet zaznamenanych priestupkov | 50 30 20
Relativna pocetnost’ 0.5 0.3 0.2
Kumulativna rel. poc. 0.5 0.8 1

Rovnomerné rozlozenie dat v triede znamena, zZe kumulativna RP v prvej triede porastie
rovnomerne (linearne) od 0 po 0.5, v druhej triede od 0.5 po 0.8 a v tretej od 0.8 po 1.
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Poznamka: obrazok sme vykreslili pomocou nasledujice;j ,,vetvickovej* funkcie, ktora
vyjadruje presne to, ¢o sme slovne opisali:

F(x) = (10<x)*(x<=20)*(x-10)*0.05
+(20<X)*(x<=40)*(0.5+(x-20)*0.3/20)
+(40<x)*(x<=100)*(0.8+(x-40)*0.2/60)

Oznacenie funkcie ako F naznacuje, Ze ide o analogiu distribu¢nej funkcie. Hl'adanie
kvantilov znamena hl'adat’ také x, aby platilo F(x) = p. Idealne je najst’ inverzntl funkciu k F —
ak to raz urobime, uzZ ndm bude sypat’ kvantily na Zelanie. Ak v§ak mame zistit’ len zopar
kvantilov, moze byt’ rychlejsie ich najst’ skusmo.

Z obrazku (a zo zadania) vidime, ze median je 20. Dolny kvartil je 15 (to vidno
vol'nym okom) a horny kvartil 36.6666666... (trochu posktiSame).

Avsak najst’ inverznt funkciu ku F nie je az tak t'azké, aby sme na to rezignovali:
F(x) = (0<p)*(p<=0.5)*(20*p+10)
+(0.5<p)*(p<=0.8)*(20*(p-0.5)/0.3+20)
+(0.8<p)*(p<=1)*(60*(p-0.8)/0.2+40)

A uz staci dosadzovat’ Zelané hodnoty p.



Riesené priklady

Priklad 1:
Je dany subor dat, zapisany vo vektore:

[145723486241853]
a) Najdite priemer, rozptyl, median, kvartily a 0.15, 0.6 a 0.9-kvantily.
b) Zostavte tabul’ku poc¢etnosti.

¢) Nakreslite stipcovy diagram a boxplot.

Riesenie:

a) Vektor ma dizku 15. Priemer a rozptyl vieme vypogitat' s pomocou softvérov. Napr. takto:

mean(x)
ans = 4.2000

var(x,1)
ans = 4.9600
Na dal$ie kroky si musime vektor usporiadat’
X = [11223344455¢6 78 8]
Med = 4

Kvartily: 0.25*%15=3.75=4
0.75*15=11.25= 12

QL= 2 (4-ta hodnota zl'ava, 12-ta sprava)
Qu =6 (4-ta hodnota sprava, 12-ta zl'ava)

Kvantily:
x= [1122334445567F8 s8]
0.15*%15=225~=3 0.6¥*15=9~=9,04*15=6~6 09*15=13.5~ 14
Co1s = 2 Cos = (4+5)/2=4.5 Qoo = I
b)
X 1 2 3 4 5 6 7 8
poc. 2 2 2 3 2 1 1 2
rel.poc. 2/15 2/15 2/15 3/15 2/15 1/15 1/15 2/15




R=6-2=4,15*R=6

I I

Poznamka — skuste si najst’ online nastroje na kreslenie boxplotu.
Jeden z tych primitivnejSich:
https://www.meta-chart.com/box-and-whisker#/data



https://www.meta-chart.com/box-and-whisker#/data

Priklad 2:
100 studentov hrdinsky bojovalo na sktske z Pivovarnicke;j $tatistiky. Po prvom termine boli
vysledky v AIS nasledovné:

body [0,50) [50,64) [64,76) [76,86) [86,94) [94,100)
znamka fx e d C b a
pocet 40 21 15 12 8 4

Poznamka: Bodové hodnotenie nemuselo byt’ celo¢iselné, intervaly chapeme ako podmnoziny R.

a) Nakreslite histogram.
b) Vypocitajte median, kvartily a zopar kvantilov.

RieSenie:

a) Doplnime d’alSie uzito¢né ¢isla do tabul’ky:

znamka X e d c b a
Sirka triedy | 50 14 12 10 8 6
vyika stipca | 0.8 15 12 12 1 0.66666
Histogram:

FX E D C B A



b)

body [0,50) [50,64) | [64,76) |[76,86) | [86,94) [94,100)
znamka X e d c b a

pocet 40 21 15 12 8 4

rel. pocC. 0.4 0.21 0.15 0.12 0.08 0.04
kumul. rp 0.4 0.61 0.76 0.88 0.96 1

Aproximativna distribu¢na funkcia (po intervaloch):

F(x) = x*0.4/50 na [0,50)
0.4+(x-50)/14*0.21 na [50,64)
0.61+(x-64)/12*0.15 na [64,76)
0.76+(x-76)/10*0.12 na [76,86)
0.88+(x-86)/8*0.08 na [86,94)

0.96+(x-94)/6*0.04
na [94,100)

Kvantilova funkcia:

p*50/0.4
50+(p-0.4)*14/0.21
64+(p-0.61)*12/0.15
76+(p-0.76)*10/0.12
86+(p-0.88)*8/0.08
94+(p-0.96)*6/0.04

na [0, 0.4)

na [0.4, 0.61)
na [0.61, 0.76)
na [0.76, 0.88)
na [0.88, 0.96)
na [0.96, 1]

F(p) =

A moOzeme dosadzovat’:

Medi4n F1(0.5) = 50+(0.5-0.4)*14/0.21 = 56.6666
Dolny kvartil F1(0.25) = 0.25*50/0.4 = 31.25

Horny kvartil F1(0.75) = 64+(0.75-0.61)*12/0.15 = 75.2
0.98-kvantil F1(0.98) = 94+(0.98-0.96)*6/0.04 = 97



Neriesené priklady

1. 7 studentov sa pytali, kol'kokrat za tyzden vyuzili MHD. Vysledok je zapisany
v podobe datového vektora:
Xx=[3973157]

a) Znazornite vysledok stipcovym diagramom.

b) Vypocitajte priemer a rozptyl. (5, 6.8571)
c¢) N4jdite median a oba kvartily. (5,3,7)
d) Najdite 0.2, 0.6 a 0.9- kvantily. (3,7,9

e) Nakreslite boxplot.

2. Toisté pre vektor x=[3 97 3 157 9 3 1]

3. Na pretekoch cross-country / bezec + pes (to sa realne kona napr. na trase Rac¢a-Kamzik)
vyzerali ¢asy na vysledkovej listine (v celych mintitach) nasledovne:

[76, 78, 87, 87, 89, 91, 97, 99, 105, 113, 114, 114, 144, 236]

a) Vypocitajte priemer a rozptyl. (109.3, 1530.1)
c¢) N4jdite median a oba kvartily. (98, 87, 114)
d) N4ajdite 0.2, 0.6 a 0.9- kvantily. (87, 105, 144)

e) Nakreslite boxplot.

4. Ankety sa zucastnilo 200 respondentov. Do vekovych tried sa zaclenili takto:

0-18 54
18-25 70
25-40 45
40-65 30
65-105 1

a) Znazornite uvedené hodnoty v histograme.
b) Najdite median, kvartily a 0.11, 0.24 a 0.72-kvantily. (22.6, 16.6666, 33.6666,
7.3333, 16, 31.6666 )

5. Medzi prvymi majiteI'mi aut znacky @#$ zistovali, po kol’kych rokoch sa rozhodli svoje
auto predat’ (alebo zosrotovat’). Vysledky su uvedené v tabul’ke.

Vek predané¢ho vozidla | [0,2) | [2,6) | [6,12) | [12,15) | [15,20) | [20,30)

Podet 27 84 277 61 19 3

a) Znazornite uvedené hodnoty v histograme.
b) Najdite median, kvartily a 0.15, 0.33 a 0.9-kvantily.



