Matematicka Statistika

Cvicenie 7 — Centralna limitna veta

Vsetky cesty vedu do ... napr. Bratislavy, staci len spravit’ dostato¢ny pocet krokov a spravne
sa nasmerovat’.

Podobne je to s rozliécnymi ndhodnymi veli¢inami. Nech st akékol'vek, s rastiicim poctom
pokusov veli¢ina uréena priemerom vysledkov sa (pri splneni urcitych podmienok) blizi vzdy

a neochvejne k normalnemu rozdeleniu. Preto sa to rozdelenie vold normalne.

Ciel'om cvicenia je overit’ si tuto skuto¢nost’ na prikladoch.



Priklad 1
Hracia kocka je Ciastone opotrebovana, takze padaju len hodnoty 1 (3 steny), 2 (1 stena), 3 (2
steny).

a) Napiste tabul’ku pravdepodobnostnej funkcie ndhodnej veli¢iny X vyjadrujicej hod takouto
kockou a nakreslite jej stipcovy diagram.

b) Napiste tabul’ku pravdepodobnostnej funkcie veli¢iny Mn vyjadrujucej aritmetickypriemer
z n-nasobného hodu kockou (n=2, 3, 4, ...). Kreslite postupne stipcové diagramy.

c) Vypocitajte strednt hodnotu a rozptyl pre jednotlivé Mn.

s
Riesenie:

Ideme skumat konvergenciu k normalnemu rozdeleniu, ktoré je spojité, a zaciname prikladom
s diskrétnym rozdelenim. To vobec nevadi...

a) Tabulka pre X

X 1 2 3
P 3/6 1/6 2/6

Diagram pre X

b) Nahodna veli¢ina M2 vznikne z X tak, Ze urobime dva pokusy a spriemerujeme ich. Mozné
vysledky a ich pravdepodobnosti su nasledujuce:

1 ak padne 1+1, pravdepodobnost’ 3/6*3/6

15  ak padne 1+2 alebo 2+1), pravdepodobnost’ 3/6*1/6 + 1/6*3/6

2 ak padne 1+3, 2+2, 3+1, pravdepodobnost’ 3/6*2/6 + 1/6*1/6 + 2/6*3/6
2.5 ak padne 2+3, 3+2, pravdepodobnost’ 1/6*2/6 + 2/6*1/6

3 ak padne 3+3, pravdepodobnost’ 2/6*2/6

Tabul'ka pre M2

M2 1 1.5 2 2.5 3
P 9/36 6/36 13/36 | 4/36 4/36




Diagram pre M2

Nahodna veli¢ina M3 vznikne z X tak, Ze urobime tri pokusy a spriemerujeme ich. Mozné
vysledky a ich pravdepodobnosti st uvedené rovno v tabulke:

Tabul'ka a graf pre M3

M2 3/3 4/3 5/3 6/3 713 8/3 9/3
P 1/8 1/8 7124 37/216 | 7/36 1/18 1/27
Podobne postupujeme d’ale;j.
M4
1 5/4 3/2 714 2 9/4 5/2 11/4 3
1/16  1/12  5/24 19/108 289/1296 19/162  5/54  2/81  1/81
M5
1 65 75 8/5 9/5 2 11/5 12/5 13/5 14/5 3
1/32  5/96  5/36 65/432 545/2592 1201/7776 545/3888 65/972 10/243  5/486  1/243

Stipcové diagramy:



M4 M5

o2k

o1

0.2 0.2
0.15 0.15
o1t 01
0.05 0.05
a s 1 15 2 2.5 3 3.5
0.5 1 1.5 z 2.5 3 3.5

Ako vidno z obrdzkov, konvergencia ku kontiiram normalneho rozdelenia je plne zretel'na.



Uloha: Naprogramuijte (v Fubovolnom prostredi) vypodet X, P pre Mn a vykreslenie
prislusnych stlpcovych diagramov pri postupne rasticom n. Inymi slovami , skuste sa
vlastnym postupom dopracovat’ k vysledkom, ktoré boli uvedené vyssie.

Ak si zvolite Matlab alebo Octave (to nie je reklama, iba priznanie, ze inak to neviem),
prikazy mozu vyzerat’ takto:

p=[312]; m=p;
for k=2:50, m=conv(m,p); mm=m/(6"K); x=(k:3*Kk)/k; [x; mm], bar(x, mm), end

(Vyhodou je prikaz conv, ktory bez blbych re¢i rovno rata hodnoty v ¢itateli pravdepodobnosti. Je to
prikaz uréeny pévodne na roznasobovanie polynomov, ale funguje rovnako dobre aj tu). Pokial’ chcete
sledovat’ postupné zmeny v diagrame, bude lepsie zrusit’ cyklus a postupne to odkrokovat’.

c) Pocitajme strednti hodnotu a rozptyl pre jednotlivé Mn. Vzorce pozname, staci len
dosadzovat’. Podstatné je sledovat’, ako sa budu tieto hodnoty vyvijat. A samozrejme,
nechceme sa prilis unavit’, takze na vypocet pouzijeme nejaku ti techniku.

Stredna hodnota vychadza 11/6 a drzi sa na tejto hladine aj s narastajucim n. To neprekvapuje,
priemerovanie vysledkov z viacerych pokusov nema dévod pohnut’ stredom.

Rozptyl: Dosadenie do vzorca nam da postupne hodnoty:

Dn

29/36

29/72

29/108
29/144
29/180
29/216
29/252
29/288
29/324
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Vidime, Ze rozptyl pomaly kles4 (menovatel’ narasta). V tvare zlomku st to prekvapivo pekné
hodnoty a blizsi pohl'ad ukazuje, ze plati

Dn = 29/(36*n)

Cim vysiie n, tym sme blizsie k nule.



NerieSené priklady

1. RieSeny priklad 1 prepocitajte (cely) s pomocou vypoctovej techniky. Zvol'te si také
programovacie prostredie, v akom sa citite ,,najbezpecnejsie®.

2. Je dana diskrétna ndhodna veli¢ina X s rovnomernym rozdelenim

na bodoch x = [1, 2, 3, 4, 5]. (Hodnoty p viete doratat’...)
a) Napiste tabul'ku pravdepodobnostnej funkcie nahodnej veli¢iny X a nakreslite stipcovy
diagram.
b) Napiste tabul’ku pravdepodobnostnej funkcie veli¢iny Mn vyjadrujucej aritmeticky priemer
n-krat realizovanej veli¢iny X (n=2, 3, 4, ...). Kreslite postupne stipcové diagramy.
c) Vypocitajte strednt hodnotu a rozptyl pre jednotlivé Mn.

3. Je dana diskrétna nahodna veli¢ina X s nasledujucim rozdelenim

X110 1 2 3
P 10.45]0.05]0.35]0.15

a) Nakreslite stipcovy diagram.

b) Napiste tabul’ku pravdepodobnostnej funkcie veli¢iny Mn vyjadrujtcej aritmeticky priemer
n-krat realizovanej veli¢iny X (n=2, 3, 4, ...). Kreslite postupne stipcové diagramy.

¢) Vypocitajte strednu hodnotu a rozptyl pre jednotlivé Mn.

4. Je dana diskrétna nahodna veli¢ina X s alternativnym rozdelenim na bodoch x = [0, 1],

p(0)=0.2, p(1)=0.8.
a) Napiste tabul'ku pravdepodobnostnej funkcie nahodnej veli¢iny X a nakreslite stipcovy
diagram.
b) Napiste tabul’ku pravdepodobnostnej funkcie veli¢iny Mn vyjadrujtcej aritmeticky priemer
n-krat realizovanej veli¢iny X (n=2, 3, 4, ...). Kreslite postupne stipcové diagramy.

(malo by vychadzat’ binomické rozdelenie)

¢) Vypocitajte strednu hodnotu a rozptyl pre jednotlivé Mn.

Poznamka: Ako rieSenie prikladu sa odovzdava ,skript” a vystupy v rozumnom
rozsahu (nie prilis vela, ale aby bolo vidno konvergenciu)
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