Matematicka Statistika

Cvicenie 6 — Specialne spojité rozdelenia
— Centrdlna limitna veta

Rovnomerné (uniform) R(a,b), Ro(a,b), U(a,b)

f(x) = 1/(b-a) na intervale (a,b)
0 inde .

F(x) = (x-a)/(b-a) na intervale (a,b)
0 na (-oo,a]
1 na [b,o)

Exponencialne Exp(X)

f(x) = A*e™ na (0,00)
0 na (-0070]

F(x)= 1—e™ na (0,00)
0 na (-o0,0]

Stredna hodnota je 1/A .

Vsimnime si, Ze F rastie od 0 po 1 na nekone¢nom intervale, teda nie je tu Ziaden bod ,,b*,
kde by sa dosiahla 1-ka a d’alej by uz F pokracovala konStantne na tejto hodnote.

https://en.wikipedia.org/wiki/Exponential distribution



https://en.wikipedia.org/wiki/Exponential_distribution

Normalne® (Gaussovo) rozdelenie N(0,1), N(u,c%)

Parametre Gaussovho rozdelenia su stredné hodnota a rozptyl.

Zakladny tvar pre stredntl hodnotu 0 a rozptyl 1 sa nazyva normované normdlne rozdelenie

N(0,1)
fo(X) = (2m) Y2 * exp(-x?/2) na (-o0,00)

Fn(X) = normcdf(x) na (-00,00)

Pre vSeobecné parametre

N(p,07)

(SN

T— [
[1 T erf( )}
F(x) = normcdf(x,m,s) = a2 na (-o0,00)
Plati (!!!) nasledujuci ,.konverzny* vztah:

F(X) = Fa( (x-p)/o)

Poznémky:

1. Distribu¢na funkcia F je integrdlom z f, avSak analyticky zdpis F si vyzaduje pouZitie
Specialnych funkcii nad ramec ,,klasického zoznamu* elementarnych funkcii. Na
jednoduchsich kalkulackach preto hodnoty F vy¢islit’ nedokazeme. Dnes nast’astie trochu
lepsi softvér uz ma distribu¢nt funkciu pre normalne rozdelenie priamo zabudovanu, mézeme
rovno dosadzovat’.

— V prostrediach Matlab, Octave je to funkcia normcdf(xu, mu, sigma), pripadne sa da zostavit
S pouzitim funkcie erf (error function).

Rovnako dnes uz je k dispozicii mnozstvo online kalkulaciek, staci poguglit’.

2.V pripade, ak tieto moderné moZnosti nemate k dispozicii (napr. na skuske), je rieSenim
pouzitie tabuliek. Tie sa daji ndjst’ na webe a aj na nasSich strankach by nieco malo visiet.
V nich ale najdete iba hodnoty pre normované N(0,1), takZe k hodnotdm N(p,oz) sa treba
dopracovat’ pomocou vyssie uvedeného konverzného vzorca.

https://en.wikipedia.org/wiki/Normal distribution

! Mbzete sa obcas stretnut’ s pojmom ,,normalové rozdelenie* (Zial’, aj v niektorych uéebniciach). Tento nazov je
nespravny a nezmyselny (doslova znamena ko/micové rozdelenie) — kto ho pouzije, neprejde cez skusku z tohto
predmetu.


https://en.wikipedia.org/wiki/Normal_distribution

Centralna limitna veta

https://en.wikipedia.org/wiki/Central limit theorem



https://en.wikipedia.org/wiki/Central_limit_theorem

Riesené priklady

Priklad 1:

Spojitd ndhodna veli¢ina ma rovnomerné rozdelenie R(4,9).

a) Najdite funkciu hustoty a distribu¢nu funkciu, nakreslite ich grafy.
Vypocitajte strednt hodnotu a rozptyl.

b) Vypocitajte pravdepodobnost’ P(5.7 <x <7.2) a P(7.7 <x < 10.1)

RieSenie:

a) Nahodna veli¢ina je podl'a zadania nenulova na intervale (4,9).

f(x)=1/(9-4)=1/5  na(4,9)

F(x) = (x-4)/5 na (4,9)

Stredna hodnotu a rozptyl vyratame podla dostupnych vzorcov pre rovnomerné rozdelenie.

E(X) = (4+9)/2=6.5, D(X) = (9-4)?/ 12 = 2.0833333

b) PG.7<x<7.2)=F7.2)-F(57)=(7.2-57)/5=0.3

P(7.7 <x < 10.1) = F(10.1) - F(7.7) = 1 — (7.7-4)/5= 0.26



Priklad 2:
Stredna zivotnost’ vysavaca modelu XYZ je 1000 hodin. Samotna Zivotnost’ ako nahodna
veli¢ina ma exponencialne rozdelenie.

a) Aka je pravdepodobnost’, Ze vysavac vydrzi najviac 800, 1000, 1200 hodin?

b) Aka je pravdepodobnost’, ze vysavac vydrzi aspon 800, 1000, 1200 hodin?

¢) Aka je pravdepodobnost’, Ze vysavac vydrzi najviac 800 az 1200 hodin?

d) Pravdepodobnost’, Ze vydrzi aspoii X hodin, je 0.5 (0.95, 0.99). Zistite hodnotu X.

RieSenie:
Zivotnost’ vysavaéa je veli¢ina s rozdelenim Exp(1/1000). Vieme totiz, ze EX) = = 1000, a plati p =
1/A, odkial’ A = 1/ p. Odpovede na prvé tri otazky v zadani ziskame jednoduchym dosadenim do vzorca
F(X) = 1- e-X/lOOO
a) P(najviac 800) = F(800) - F(0) = 0.55067 - 0 = 0.55067
P(najviac 1000) = F(1000) - F(0) = 0.63212 - 0 = 0.63212
P(najviac 1200) = F(1200) - F(0) = 0.63212 - 0 = 0.69881

Vsimnime si, Zze odpoved’ pri ,,najviac tisic* prekvapivo (?) nie je 0.5. Je to preto, lebo stredna hodnota
a median su dve rozne veci.

b) P(aspon x) =F(c0) - F(x) = 1 - (1 — e™/1000) = /2000
P(aspon 800) =0.44933
P(aspoii 1000) = 0.36788
P(aspoii 1200) = 0.30119
V akom vztahu st vysledky casti a), b) ?
C) P(800 az 1200) = F(1200) - F(800) = 0.14813
d) Hoci to nie je povedané rovno, ide tak trochu o hl'adanie kvantilov. Ked’ raz zaznie na

prednaskach tento pojem, uz budete vediet’, o Com to je.
Hodnota F(x) hovori, aka je pravdepodobnost’, Ze vysava¢ vydrzi najviac x hodin.

F(x)=1-¢™
My vsak chceme mat’ v tom vyroku aspoii x hodin. Musime teda vychadzat’ z takéhoto vzorca:
y=1-F(x) =e™

Teraz vyjadrime y (pozor, vysledok nie je klasicka kvantilova funkcia):

e—lx:y
-Ax = In(y)
x=-In(y) /X

Je teda 0.5 (50-percentna) pravdepodobnost’, ze vysavaé vydrzi aspoii
- In(0.5) / (1/2000) = In(2)*1000 = 693.15 hodin.

Je 0.95 (95-percentna) pravdepodobnost’, Ze vysavac vydrzi aspoi -In(0.95) *1000 = 51.293 hodin.

Je 0.99 (99-percentnd) pravdepodobnost’, ze vysavac vydrzi aspon -In(0.99) *1000 = 10.05 hodin.



Priklad 3:
Zivotnost’ poéitata (model XY) v hodinach je dana rozdelenim Exp(1/5000).

a) Aka je pravdepodobnost’, ze z 10 kupenych pocitacov aspon 8 sa dozije 2 rokov, ak
priemerne pracuju 5 hodin denne (aj cez vikendy a sviatky, iba 29.2. st vypnuté cely den).

b) Aka je pravdepodobnost’, Ze z 10 pocitacov sa aspon 1 dozije 7 rokov?

RiesSenie:
Zivotnost’ poéitaca je veli¢ina s rozdelenim Exp(1/5000).
Plati teda
F(x)= 1— e (dozije sa najviac x hodin)
1- F(x) = >0 (doZije sa asponi x hodin)
Rok ma 365 dni, ro¢ne teda pocita¢ pracuje 1825 hodin.
a) Pocita¢ jednotlivec sa dozije 2 rokov (tj. 2 a viac) s pravdepodobnost'ou

p=1-F(2*1825) = %% = (48191

Ak 2 rokov sa dozije aspon 8 pocitacov, to je 8, 9 alebo10.
Pravdepodobnost’ toho je

C(10,10)*p™10 + C(10,9)*p"9*(1-p) + C(10,8)*p"8*(1-p)"2 = 0.043074
b) Pocitac jednotlivec sa dozije 7 rokov (tj. 7 a viac) s pravdepodobnost'ou
p=1-F(7*1825) = 0.077692
Pre nas v8ak je zaujimava pravdepodobnost’, Ze sa nedoZije 7 rokov, a to je
1-p =0.92231
Z 10 sa dozije 7 rokov aspoii jeden znamena, Ze sa nestane, aby sa nedozil ani jeden.

1-(1-p)™0 = 0.55458



Priklad 4:

Pre dané Gaussovo rozdelenie zistite pravdepodobnost’ :
a)P(1<x<2)preN(,1)
b) P(-1<x<0.5) pre N(0, 1)
c)P(1<x<2)preN(1, 2.25)
d)P(1<x<2)preN(4,2.25)

Riesenie:

Ak mate k dispozicii dobry softvér, vysledky su len otazkou dosadenia. Tu si ukazeme postup
pomocou tabuliek.

Q) P(1<x<2)=Fy(2)-Fn(1) = 0.9772-0.8413 = 0.1359 .
b) P(-1<x<0.5)=F,0.5) - Fn(-1) = ...
Zla sprava: V tabulkach nemame k dispozicii hodnoty pre zaporné x.

Dobra sprava: Nepotrebujeme ich. Plati totiz F(-a) = 1 - F(a) . Dévod vidno z obrazku —
F(-a) je ZIta plocha vlavo, 1-F(a) je zIta plocha vpravo. (Maji byt rovnaké, obrazok je jemne nepresny)

a X

.. = Fn(0.5) - (1-F,(1) ) = 0.6915 - (1-0.8413) = 0.5328 .
¢) Tu musime pouzit’ ,.konverzny vzorec*.

P(1<x<2)=F2)-F(L)=Fa( (2-1)/15) - Fo( (1-1) / 1.5) = Fo(2/3) - F+(0) =
= 0.7454 - 0.5 = 0.2454

d) Tu musime pouzit’ ,,konverzny vzorec* a zarovei fintu z bodu b).

P(1<X<2)=F(2)-F(1)=Fa (2-4)/1.5) - Fo( (1-4) / 1.5) = Fo(-4/3) - Fo(-2) =
= Fo(2) - Fn(4/3) = 0.9772 - 0.9088 = 0.0684



Priklad 5:
Vyska muzov (v cm) na Slovensku ma (zhruba) normalne rozdelenie N(179, 64).
a) Aka je pravdepodobnost’, Ze nahodne vybraty muz bude mat’ vysku medzi 155-203?
b) Aka je pravdepodobnost’, ze z nahodne vybratych 5 muzov budi mat’ aspon dvaja
aspon 185 cm?
RiesSenie:

a) P( 155 < x < 203 ) = F(203) - F(155) = Fy( (203-179) / 8 - Fo( (155-179) / 8) =
= Fo(3) - Fo(-3) =2%0.9987 - 1 = 0.9974

b) Pravdepodobnost’, Ze aspoii jeden bude mat’ asponi 185:
p=1-F(185)=1-F,((185-179)/8)=1-F,(0.75)=1-0.7734 = 0.22663

Aspon dvaja z 5 znamena 2,3,4,alebo 5. Oto¢me to — ide tu o doplnok k situacii, ked’ najviac jeden (tj.
0 alebo 1) ma 185 +.
Pd =P(0 alebo 1 su 185+) = (1-p)"5 + 5*(1-p)*4*p = 0.68202

A teraz spit’, zaujima nas pravdepodobnost’ 1-Pd = 0.31798 .

Priklad 6:

Pokracujeme v zadani prikladu 5.

a) Aka je pravdepodobnost’, ze sucet vysok ndhodne vybratych 5 muzov bude aspoit 900 cm?
b) Aka je pravdepodobnost’, Ze priemer vySok nahodne vybratych 4 muzov bude najviac 178
cm?

Riesenie:

Na rieSenie tychto uloh pouzijeme teoériu z prednasok (z kapitoly o centralnej limitnej vete). Zaroven
pri rieSeni si uz ulah¢ime pracu a pouzijeme na vypocet softvér.

a) Ak vyska nahodného jednotlivca v populacii je nahodna veli¢ina s N(179, 64), potom sucet vySok
piatich nahodne vybratych §t'astlivcov ma rozdelenie N(179*5, 64*5).

Odpoved’ na otazku je potom P =1 - F(900) = 1-normcdf(900,179*5, 64*5) = 0.38993
b) Priemer vySok 4 nahodne vylosovanych vyhercov ma rozdelenie N(179, 64/4).

Odpoved’ na otazku je P =F(178) = normcdf(178,179, 64/4) = 0.40129



Neriesené priklady

1. Spojita nahodna veli¢ina ma rovnomerné rozdelenie X ~ R(7,12).
a) Najdite charakteristiky X, funkciu hustoty a distribu¢nu funkciu.
b) Vypocitajte pravdepodobnosti P(9 <x <10.5), P(6<x<13.5)

2. Bezporuchovost’ auta je veliCina s rozdelenim Exp(10'4) . Meria sa v hodinach,
predpokladdme 2 hodiny jazdy denne.
a) Aka je pravdepodobnost’, Ze auto vydrzi bez poruchy aspon 5 rokov? (0.69420 )
b) Aka je pravdepodobnost’, zZe sa prva porucha objavi poc¢as 7. roku? (0.045430)
¢) Aka je pravdepodobnost’, Ze auto nevydrzi bez poruchy viac ako 10 rokov?
(0.51809)

3. Pravdepodobnost’, Ze Student (nie na FEI) pride na cvi¢enie s meskanim x mint, je veli¢ina
s rozdelenim Exp(0.1). V kruzku je 10 Studentov.
a) Aka je pravdepodobnost’, Zze do 10 minlt po zaciatku budd pritomni vSetci?

(0.010186)

b) Aka je pravdepodobnost’, Ze aspon jeden z tych desiatich sa nedostavi vobec

(=meskanie 50 minut a viac) (0.065373)
¢)* Pravdepodobnost’, Ze v ¢ase t bude pritomna aspon polovica Studentov,

je 99%. Vypocitajte t (s presnostou v celych minttach). (16)

4. Normalne rozdelenie:

a) Zistite P(2<x < 7) pre N(-1, 4). (0.0668)
b) Zistite P(2 <x < 7) pre N(3, 9). (0.53750)
c) Zistite P(2 <x < 7) pre N(10, 6.25). (0.11438)

5. Uspesnost’ $tudenta na skiiske (pocet bodov zo 100) ma Gaussovo rozdelenie N(60, 25)
a) Aké je pravdepodobnost’, Ze Student spravi skasku (aspoii 56 bodov)?  (0.7881)
b) Aka je pravdepodobnost’, ze z vybranych 5 Studentov prejdu vsetci?

(0.30402)
c¢) Aké je pravdepodobnost’, Ze vybranych 5 Studentov dosiahne spolu aspon 320
bodov? (0.0368)

d) Aka je pravdepodobnost’, Ze 50 Studentov dosiahne v priemere aspon
61 bodov? (0.0787)



