Matematicka Statistika

Cvicenie 2 — Podmienena pravdepodobnost’

Pravdepodobnost’ udalosti A za predpokladu, Ze nastane udalost’ B:

Pe(A) = P(A|B) = P(A/B) = P(ANB)/ P(B) =|ANB|/ B|

viacero sposobov zapisu vzorcek s mohutnostami — len pre kone¢né mnoziny



Riesené priklady

Priklad 1:
Hadzeme naraz 2 kockami (Cervend a modrd). Budeme pozorovat’ nasledujuce udalosti:

na oboch kockéch padne rovnaké cCislo
na modrej dostaneme parne ¢islo

na Cervenej padne vysledok 5 alebo 6
sucet hodndt z oboch kociek je najviac 6

oow»

Vypocitajte pravdepodobnosti udalosti A, B, C, D. Pre kazdu dvojicu udalosti zistite prislusnu
podmienent pravdepodobnost’.

RieSenie:
Cisla, s ktorymi budeme pracovat’, su konecné. Pocitanie bude teda pohodIné.

Pri dvoch kockach mame spolu 36 moznych vysledkov. Kazdy z nich, teda kazda dvojica ¢isel, tu
predstavuje elementarnu udalost’ s rovnakou pravdepodobnost'ou 1/36.

Sledované udalosti A,B,C,D st komplexné. Kazda je zlozena z niekol’kych (ozna¢me ten pocet k)
elementarnych udalosti a jej pravdepodobnost’ je k/36.

Udalost’ A: nastane pri dvojiciach 11, 22, 33, 44, 55, 66.

P(A) = 6/36.
Udalost’ B: nastane pri dvojiciach x2, x4, x6, kde x je 'ubovolI'né ¢islo od 1 do 6.
To je spolu 18 moznych dvojic. P(B) = 18/36.
Udalost’ C: nastane pri dvojiciach 5x, 6x, x=1, .., 6.
P(C) = 12/36.
Udalost’ D: nastane pri dvojiciach 15,14,13,12,11,
24,23,22,21,
33,32,31,
42,41,
51
P(D) = 15/36.
Podmienené pravdepodobnosti:
P(X|X)=1, kde X=A,B,C,D.
P(BIA) = BNA|/|A| =|{22,44,66}|/ 6 =3/6
P(CIA) = ICNA|/ A = |{55,66}|/ 6 =216
P(DIA) = IDNA|/|A] =|{11,22,33}|/ 6 =3/6
P(AB) = |ANB| / |B| = =3/18
P(CIB) = |CNB|/|B| =|{52,54,56, 62,64,66} /18 =6/18
P(D|B) = |DNB|/ |B| =|{14,12,24,22,32,42}|/ 18  =6/18
P(AIC) = |ANC| /|C| = =2/12
P(BIC) = |IBNC|/|C| = =6/12
P(DIC) = IDNC|/|C| = |{15}|/12 =1/12
P(AID) = |AND|/ |D| = =3/15
P(B|D) = |BND|/ |D| = =6/15
P(C|D) = |CND|/ |D| = =1/15

* PreCo sme v polovici pripadov mohli vynechat jeden krok v postupe pocitania?



Priklad 2:
HéadZeme naraz 2 kockami (Cervend a modra). Budeme pozorovat’ nasledujuce udalosti:

A: ¢islo na cervenej je 1,2 alebo 3.
B: vicésie z oboch ¢isel (ak sa rovnaju, tak ktorékol'vek z nich) je 4,5 alebo 6
C: ¢islo na Cervenej je parne

1) Zistite, ktoré dvojice udalosti st navzajom nezavislé.
i) Zistite, ktoré dvojice udalosti st za predpokladu tej tretej navzajom nezavislé.

RieSenie:
Udalosti A, B, C si pre lep$iu ndzornost’ vyznacime graficky:

A B C
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i) P(A) = 1/2, P(B) = 3/4, P(C) = 1/2.

P(ANB) = 1/4 + P(A)*P(B) = 3/8
P(ANC) = 1/6 - P(A)*P(C) = 1/4
P(BNC) = 5/12 - P(B)*P(C) = 3/8

Ziadne dve udalosti z A,B,C nie s nezavislé.

i) P(ANBJ|C) = 1/6 + P(A|C)*P(B|C) = 1/3*5/6 = 5/18
P(ANC|B)=1/9 * P(A|B)*P(C|B) = 1/3*5/9
P(BNC|A)=1/6 = P(BJA)*P(C|A) = 1/2*1/3 = 1/6

Za predpokladu A st udalosti B a C nezavislé.



Priklad 3:

Méme dve nepriehl'adné vrecka. V prvom su 3 biele a 2 ¢ierne Zetony, v druhom 2 biele a 3
¢ierne. Vytiahneme z prvého vrecka zeton a hodime do druhého. ZamieSame, nechdme
vychladnuat, a potom vytiahneme jeden zeton z druhého vrecka.

3b 2b
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a) Aké je pravdepodobnost’, Ze druhy vytiahnuty Zeton bude biely?
b) Aké je pravdepodobnost’, Ze prvy aj druhy vytiahnuty Zetén budi mat’ rovnakt farbu?

RiesSenie:
Opisany experiment moze prebehnut’ niekol’kymi spdsobmi, ktoré si vypiSeme v prehl’'adnom
diagrame (mape udalosti):
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Pri prvom tahu mame 3/5 $ancu vytiahnut biely zeton. Po jeho vhodeni do druhého vrecka
dostaneme 3 biele a 3 Cierne Zetony, takze biela aj Cierna maju po 3/6 pravdepodobnost’. Podobne to
bude vyzerat’ v pripade, Ze najprv vytiahneme Cierny zeton (2/5 Sanca).

Mapa sa da zakreslit’ aj uspornejsie, ¢o ocenime zvIast’ pri va¢som pocte udalosti. Nevyhodou
vSak je mensia prehl'adnost’ (nemame ,,na tacke* vSetky mozné vystupy).
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a) Druhy zeton bude biely, ak v diagrame skon¢ime na pismenku b. Tam sa evidentne da dostat’
dvoma cestami, ich pravdepodobnosti st 9/30 a 4/30, teda spolu je to 13/30 pravdepodobnost’.

b) Oba zetdny rovnakej farby moézu byt biely+biely, ¢o je podl'a mapy 9/30 pravdepodobnost’, alebo
¢ierny+cierny, ¢o je 8/30. Celkova pavdepodobnost’, na ktort sa pytame, je 17/30.



Dodatok:
Pozrime sa na cely experiment odzadu, tj. spravime spatnt rekonstrukeiu.
Prvé vetvenie: v druhom (poslednom t'ahu) sme mohli vytiahnut' biely alebo Cierny zeton.
Pravdepodobnosti st (podla obrazkov vyssie):
(9+4)/30 pre bielu farbu
(9+8)/30 pre Ciernu farbu
Druhé vetvenie:
Ak sme ako druhy vytiahli biely Zeton, s akou pravdepodobnost’ou bol ten prvy biely alebo ¢ierny?
Vypocet podl'a vzorca podmienej pravdepodobnosti:
P(prvy aj druhy biely)/P(druhy biely) = (9/30) / (13/30) = 9/13
P(prvy Cierny a druhy biely)/P(druhy biely) = (4/30) / (13/30) = 4/13
Ak sme ako druhy vytiahli ¢ierny Zeton, s akou pravdepodobnost’'ou bol ten prvy biely alebo Cierny?
P(prvy biely a druhy ¢ierny)/P(druhy ¢ierny) = (9/30) / (17/30) = 9/17
P(prvy ierny a druhy ¢ierny)/P(druhy ¢ierny) = (8/30) / (17/30) = 8/17

Zakreslime vysledky do “inverznej mapy’:



Priklad 4:

Maéme tri nepriechl'adné vrecka. V prvom su 3 biele a 2 ¢ierne Zetony, v druhom 2 biele a 3
¢ierne, v tretom 2 biele a 2 Cierne. Vytiahneme z prvého vrecka zetén a hodime do druhého.
ZamieSame, nechame vychladnut, a potom vytiahneme jeden Zeton z druhého vrecka a
vhodime do treticho vrecka. Nakoniec tahdme Zeton z treticho vrecka.
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a) Aké je pravdepodobnost’, Ze treti vytiahnuty Zeton bude biely?
b) Aka je pravdepodobnost’, Ze vSetky 3 vytiahnuté Zetony budi mat’ rovnaku farbu?

Riesenie:
Mapa:
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a) (27+18+12+16) / 150 = 73/150

b)  (27+24)/150 = 51/150



Priklad 5:

Studenta istej nemenovanej univerzity ¢aka test, ktory pozostava z jedinej otazky a 7
moznych odpovedi (treba trafit’ spravnu). Napriek plnému usiliu u¢ivo ovlada na 70%. Ak mu
,sadne otazka, odpovie spravne (tj. omyly z nepozornosti a nedorozumenia vyluc¢ime). Ak
mu otazka nesadne (je mimo toho, ¢o sa ucil), bude naslepo tipovat.

a) Aké je pravdepodobnost’, Ze test ispesne zvladne?
b) Ak Student spravne odpovedal v teste, aka je pravdepodobnost’, Ze to naozaj aj vedel?

Riesenie:

a) Mapa (zhora dole):

otazka
/ \
0.7 0.3
vie nevie
/ \ / \
1 0 17 6/7
spravne odpovie zle odpovie spravne odpovie zle odpovie

spravnu odpoved’ dé s pravdepodobnost'ou 0.7*1, ak to vie, a 0.3*1/7, ak to nevie. Spolu
to je cca. 0.743 .

b) Skiasme si nakreslit’ ,,inverznii mapu‘. Na rieSenie tohto prikladu to sice nie je nutné, ale zide sa
nam to precvicit’.

odpoved
/ \
0.74286 0.25714 (=0.3*6/7=1-0.0.74286)
spravna nespravna
/ \ / \
0.7/0.74286 = 0.9423 0.3*1/7/0.74286 = 0.057692 0 1
vedel hadal vedel hadal

Ak student odpovedal spravne, sme v l'avej vetve. Vidime z mapy, Ze moznost’ ,,vedel* ma potom
pravdepodobnost’ 0.9423 .



Priklad 6:

Janko a Marienka byvaju vo svojich chalupkach na lazoch, vizuélne ich vSak oddel'uje kopec.
Ked'Ze v tych koncinach nie je signdl ani iné moderné moznosti komunikécie, dohovaraji sa
tradicnymi dymovymi signalmi s pouzitim morzeovky (kratky oblacik e, dlhy oblacik — ,
medzera ¥). Komunikaciu zial’ ¢asto narusa vietor (zdeformuje tvar oblaku alebo odfuikne
oblak skor, nez sa dostane nad kopec), horar na starom terenidku bez filtra pevnych castic
(falo$né signaly) ¢i stryko Fero, ktory do pece priklada vlhké listie.

Pozorovanie komunikécie dymovymi signalmi v smere od Marienky k Jankovi ukazuje, Ze
prevladaja kratke znaky (0.5 z odoslaného), nasleduju dlhé znaky (0.3 z odoslaného) a
najmenej je medzier (0.2). Kazdy odoslany znak v désledku spomenutych rusivych vplyvov
moze byt’ zachyteny spravne alebo aj ako iny znak. Pravdepodobnosti st nasledujuce:

Marienka
/ | \
0.5 0.3 0.2
odoslané ° — ﬂ
I\ I\ I\
06 02 0.2 02 07 0.1 02 0 0.8
prijaté . — ﬂ s — ﬂ ° — ﬂ

a) S akou pravdepodobnostou (podielom na celku) budu k Jankovi prichadzat’ jednotlivé
znaky?

b) Aké je pravdepodobnost’, ze Janko zachyti rovnaky znak, ako bol odoslany?

c) Ak Janko prijal dlhy znak, aka je pravdepodobnost’, Ze ten znak bol aj odoslany? To isté
rieSte pre ostatné znaky.

Riesenie:
a) Mapa uZ je nakreslend, treba len vypocitat’ prislusné pravdepodobnosti.

P(*) 0.5%0.6 + 0.3*0.2 + 0.2*0.2 = 0.4
P(—) = 0.5%0.2 + 0.3*0.7 + 0.2*0 = 0.31
P(Y) 0.5%0.2 + 0.3*0.1 + 0.2*0.8 = 0.29

b) P(odoslané = prijaté) 0.5*0.6+0.3*0.7+0.2*0.8 = 0.67



c) Inverzna mapa:

Janko
/ | \
0.4 0.31 0.29
prijaté * — ﬂ
I\ I\ I\
0.75 0.15 0.1 032 068 O 0.345 0.1 0.55
odoslané * — q e — 9 * — il

Odkial su tie ¢isla?

0.5*%0.6/0.4 =0.75 P(odoslany ¢, prijaty *) / P(prijaty *)
0.3*0.2/0.4=0.15 P(odoslany — , prijaty * ) / P(prijaty *)
0.2*0.2/0.4=0.1 P(odoslany ¥, prijaty ) / P(prijaty °)

0.5*0.2/0.31=0.32 P(odoslany e, prijaty —) / P(prijaty —)
0.3*0.7/0.31=0.68  P(odoslany —, prijaty —) / P(prijaty —)
0.2*0/0.31=0.0 P(odoslany ¥, prijaty —) / P(prijaty —)

0.5*0.2/0.29=0.34  P(odoslany *, prijaty ) / P(prijaty )
0.3*0.1/0.29=0.1 P(odoslany —, prijaty ¥]) / P(prijaty )
0.2*0.8/0.29=0.55  P(odoslany ¥, prijaty ) / P(prijaty )

Odpoved’ na otazky: Ak bol prijaty dlhy znak, je 0.68 pravdepodobnost’, Ze bol aj odoslany. Pri
kratkom je to 0.75 a pri medzere 0.55.



Priklad 7:
HéadZeme hracou kockou a s¢itujeme vysledky. Ak sa nam podari dostat’ presne sucet x,
vitazime, inak mdme smolu. Ak4 je pravdepodobnost’ vitazstva pre x= 3, 4, 5, 6 ?

Riesenie:

V zaujme prehladnosti budeme kreslit’ len ¢iasto¢ni mapu — obmedzime sa na tie vyvojové linie, ktoré
vedu k tspechu. Kazda z nakreslenych vetiev ma pravdepodobnost’ 1/6 (nebudeme zapisovat).

x=3:

~
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1.hod 3 2 1
| \
2.hod 1 2 1
|
3.hod 1

Pravdepodobnost’ uspechu je 1/6 + 1/6"2 + 1/6"2 + 1/6"3 = 0.227

xX=4:
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Pravdepodobnost’ uspechu je 1/6 + 3*1/6”"2 + 3*1/6"3 + 1/6°4 = 0.2646



Neriesené priklady

1. Mame 5 vrecusok s nasledujicim obsahom:

1., 3., 5. vrecko = 2 biele + 1 ierny zeton

2., 4. vrecko = 1 biely + 2 Cierne zetony
Postupne pre i=1,2,3,4 budeme t'ahat’ z i-teho vrecka Zetén a hadzat’ ho do (i+1)-¢ého vrecka.
Nakoniec z posledného vrecka vytiahneme zeton.
a) Nakreslite pravdepodobnostny diagram moznych priebehov experimentu. (Optimalizujte, alebo
si zoberte vel’ky papier. )
b) Aka je pravdepodobnost’, Ze posledny vytiahnuty zeton bude ¢ierny? (307 / 768)
c¢) Aka je pravdepodobnost’, ze farby t'ahanych zetonov sa budu dosledne striedat'? (11 /256 )
d) Posledny vytiahnuty Zeton vhodime spat’ do prvého vrecka. Aka je pravdepodobnost’, ze
obsah VSETKYCH vrectsok bude nakoniec rovnaky, aky bol na zaciatku? (9/64)

2.* V rieSenom priklade 4. nakreslite ,,inverzni mapu* a vypocitajte pravdepodobnosti na
jednotlivych vetvach.

3. Dokoncite priklad 7 (rieSeny) pre x=5, 6, a skuste pokracovat’ aj s vy$§imi hodnotami.
Dalo by sa k vysledkom dopracovat’ aj bez kreslenia mapy? Da sa vyuzit’ (do akej miery?)
Pascalov trojuholnik? ( 0.30877 pre x=5, 0.36 pre x=6, 0.253 pre x=7)

4. Podla prognézy Statistického tradu v krajine xyz sa zo 100 000 deti narodenych v roku
abcd dozije veku 45 rokov 96 123 a veku 65 rokov sa dozije 82 951. Urcte pravdepodobnost’,
ze Clovek, ktory sa dozije veku 45 rokov, sa doZzije aj veku 65 rokov. ( 0.863)

5. Pravdepodobnost’ narodenia chlapca alebo dievcat’a v rodine XY nech je 48:52.

a) V rodine su dve deti a vieme, Ze prvé z nich je chlapec. Aké je pravdepodobnost’, Ze obe
deti su chlapci? ( trivialne )

b) V rodine st dve deti a vieme, Ze jedno z nich je chlapec. Ak4 je pravdepodobnost’, Ze obe
deti st chlapci? (0.3156)

¢) V rodine su dve deti a vieme, ze prvé z nich / jedno z nich je dievca. Aka je
pravdepodobnost’, Ze druhé z deti je dievca? (analogické ako vyssie )

6. Globalny vyrobca gumovych medvedikov ma vyrobné prevadzky v 5 krajinach. V prvej sa
vyprodukuje 30%, v druhej 25%, v tretej 20%, vo Stvrtej 15% a v piatej 10%.
Pravdepodobnost’, Ze v sacku s medvedikmi sa vyskytne omylom kysl4 ZiZala je v zavislosti
od krajiny (v danom poradi) 4%, 5%, 3%, 2%, 3%.

Aké je pravdepodobnost’, Ze v jednom ndhodne vybranom baleni z celoro¢nej produkcie bude
zizala? ( 0.0365)

7.* V televiznej Sou sut'aziaceho postavia pred tri rovnaké Skatule. Dve st prazdne, v jednej je
hodnotny darcek. Sutaziaci ukaZe na jednu z krabic a o¢akava, ze moderator ju otvori a

v pripade $tastnej vol'by bude darcek jeho. Avsak moderator zdramatizuje situaciu a otvori
inu Skatul'u, ktord je prazdna — toto spravi bez ohl'adu na to, aka bola vol'ba sitaziaceho, a
oznami mu toto pravidlo. Ostali tak dve Skatule a stitaziaci mé opat’ hadat’, kde sa nachadza
daréek. Co by ste mu poradili v zaujme zvySenia $ance na vyhru — ma ostat’ pri povodne;
vol'be alebo zmenit’ svoju vol'bu? (Névod: Na riesenie prikladu staci ta vybava, ktori sme vyuzivali na
aktualnom cviceni. Pripadne skuste pogtglit’ heslo Monty-Hall problem).
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