Matematicka Statistika

Cvicenie 1 — pravdepodobnost’

Riesené priklady
Zékladna definicia pravdepodobnosti:

Pomer poctu priaznivych (z hl'adiska sledovanej polozky) pripadov ku poctu vsetkych
pripadov.

Tato definicia plati, ak pracujeme s konecnymi cislami. Ak ¢isla nie su konecné, o tom bude re¢
neskor.

Treba si pripomenut’ pojmy (a vzorce):
permutacie,
permutacie s opakovanim
kombinacie,
variacie

Kombinaéné &islo
n
(«)
= C(n,k) = n!/ (n-k)! / k!

Z praktickych dévodov sa v tychto textoch uprednostituje zapis C(n.k) .



Priklad 1:
V kosiku sa nachadza 5 Cervenych a 3 zelené jablka. Naslepo (ndhodne) vyberiem 1 jablko.
Aké je pravdepodobnost’, Ze bude Cervené / zelené?

Riesenie:

V kosiku je spolu 8 jabik. Pre kazdé jablko je teda 1/8 $anca, Ze ho vytiahneme.

Cervenych jablk je 5. Pravdepodobnost’ vytiahnutia Eerveného jablka je pomer poétu priaznivych (5)
ku poétu vietkych (8) moznosti. Ciselne je to 5/8 = 0.625 = 62.5 %.

Analogicky Sanca na zelenu vol'bu je 3/8§ =0.375=37.5% .

Zapis v percentdach je uréeny pre komunikaciu s verejnostou, zapis v zlomku alebo desatinnom tvare je
na pouZzitie v0 vypoctoch a na internu komunikdciu.

Priklad 2:

Mame tri kocky z hry ,,Clovege, nestvi ma®, &erventi, modrii a zelenu. (Farebné rozlisenie je
z matematického hladiska nepodstatné, sluzi len ako pomocka na prehl’adnejsie Citanie
vysledkov pokusu). Kocky su poctivé, tj. kazdé z ¢isel 1 az 6 pada s rovnakou
pravdepodobnost'ou 1/6. Hodime naraz vSetky tri kocky a precitame si ,,padnuté* hodnoty na
kockach v tomto poradi (!) — ¢ervena, modra, zelena.

Otazky a rieSenie:

a) Aka je pravdepodobnost’, ze padnu tri jednotky? (Tento vysledok zapiseme 111)

Na kazdej kocke je 6 moznosti, kocky su tri. VSetkych moznych kombinacii je preto
216 (= 6°). Tri jednotky st prave jednou z tychto moznosti. Pravdepodobnost je preto 1/216.

b) Aka je pravdepodobnost’, Ze vSetky tri ¢isla z pokusu budu rovnaké?

Tri rovnaké ¢isla sa daju ziskat' 6 spésobmi: 111, 222, 333, 444, 555, 666. Hladana
pravdepodobnost’ je 6/216.

6/216 sa da vykratit na 1/36, ale v kontexte jedného prikladu s viacerymi otazkami md svoj
vyznam nekratit' zlomky, aby sa dali vysledky medzi sebou rychlo a pohodine porovnavat.

) Aka je pravdepodobnost’, ze vo vysledku aspon dve ¢isla budi rovnaké?

Opét si mézeme vSetky moznosti vypisat,, ale ked’ze je toho viac, spravime to uspornejsie.
Aspon dve rovnakeé ¢isla znamena, ze s bud’ tri rovnaké, alebo dve rovnaké a jedna ina.

— Dve jednotky na Cervenej a modrej, iné Cislo na zelenej: 112, 113, 114, 115, 116
Mame 5 moznosti. Presne rovnako dostaneme po 5 moznosti, ak bude ,,iné ¢islo* na
modrej alebo Cervenej:
121, 131, 141, 151, 161, 211,311, 411, 511, 611
Spolu teda mame 15 moznosti pre konfiguraciu ,,dve jednotky a jedno iné ¢islo®.

— Dve dvojky a jedno iné ¢islo — analogicky ako vyssie je to 15 moZnosti.
Podobne pre dve trojky, dve stvorky, ....
Spolu to vychadza na 6*15 = 90 moznosti.

Mame teda 90 moznosti pre ,,dve rovnaké ¢isla a jedno iné*“ a 6 moznosti pre tri rovnaké.
Hladana pravdepodobnost’ je preto 96 / 216.



d) Aka je pravdepodobnost’, Ze vSetky tri ¢isla budu navzéjom rozne?

Na ¢ervenej kocke je 6 moznosti. Na modrej musi padntit’ iné ¢islo ako na Cervenej, to je 5
moznosti. Na zelenej musi padntt’ iné ¢islo nez na cervenej aj modrej, to stt 4 moznosti. Spolu je to
6*5*4 = 120 moznosti. Pravdepodobnost’ je teda 120/ 216.

Vsimnime si, Ze vysledky v c) a d) davaju v sucte 1, tj. 96/216 + 120/216 = 216/216 =1 .
Dévod je zrejmy, vyrok (predikat) urcujuci (svojou pravdivostou) mnoZinu priaznivych vysledkov v d)
Jje negaciou vyroku v c). KedZe postup riesenia v d) bol jednoduchsi a rychlejsi, bolo by rychlejsie
pocitat ulohu c) nepriamo — ako ,,jedna minus vysledok z d) “.

e) Aké je pravdepodobnost’, Ze vSetky tri Cisla budu parne?

Na kazdej z kociek méze mat’ neparny vysledok hodnotu 1, 3 alebo 5, teda tri moznosti. Tri
kocky a na kazdej tri priaznivé moznosti, to je spolu 3*3*3 =27 moznych kombindcii. Hl'adana
pravdepodobnost’ je 27 / 216.

f) Aké je pravdepodobnost’, Ze asponl dve Cisla budi parne?

Otdzku moézeme vyriesit’ rozumnym vypisom vsetkych moznosti, podobne ako v Casti c) .
Pouzijeme vysledok z e) a pripocitame k nemu pocet vSetkych moznosti ,,dve parne a jedno neparne*.

— na zelenej neparne, na modrej a Cervenej parne. Spolu je to 3*3*3 = 27 moznosti, lebo na
kazdej kocke st tri neparne a tri parne cisla.

—na modrej neparne, na zelenej a Cervenej parne. Spolu je to 3*3*3 = 27 moznosti.

— na Cervenej neparne, na zelenej a modrej parne. Spolu je to 3*3*3 = 27 moznosti.

Dokoopy je to 3*27 moznosti, k tomu eSte 27 z Casti e), a dostdvame 4*27 = 108 moznosti. Hl'adana
pravdepodobnost je 108 / 216.

Vysledok, ktory nam vysiel, je po vykrateni 1/2 a dava tusit’, ze sme azda mohli postupovat’
Sikovnejsie. Predstavme si, Ze sme vypisali v§etky moznosti ,,aspon dve parne ¢isla“ — ozna¢ime ich
ako mnozina A.

Ktoré moznosti medzi vypisanymi nie si? Strucne sa daju charakterizovat’ (cez negéciu
predikatu) ako ,,najviac jedno parne Cislo“, teda bud’ vSetky neparne, alebo jedno parne a dve neparne.
Bude to mnozina A, komplement ku A.

Zoberme teraz vsetky trojice ¢isel z A a urobme s nimi nasledovn operaciu: y = 7-x. Teda 1
sazmenina 6,2 naj, ..., 6 na 1. Potom napr. trojica 123 sa zmeni na 654, 246 na 531. atd’.

Touto operaciou (je bijektivna!) z mnoziny A vyrobime presne mnoZzinu A°. Z toho plynie, ze A a A°
musia byt’ rovnako vel'ké, teda kazda musi obsahovat’ polovicu zo vsetkych 216 moznosti.
Pravdepodobnost’, Ze vysledok bude z A, je teda 1/2.

g) Aka je pravdepodobnost’, Ze sucet ,,padnutych* troch ¢isel bude prave 10?
Moznosti, ako ziskat’ sucet 10, nie je vel'a, takze miesto Spekulacii si ich rychlo vypiseme.

10 = 6+3+1 (6 permutacii: 631, 613, 316, 361, 136, 163)

10 = 6+2+2 (permutacie s opakovanim, 3 moZnosti: 622, 262, 226)
10 = 5+4+1 (6 permutacii)

10 = 5+34+2 (6 permutacii)

10 = 4+4+2 (3 permutacie s opak.)

10 = 4+3+3 (3 permutacie s opak.)

WWoHo Wwo

Spolu je to 27 moznosti, hl'adana pravdepodobnost’ je 27/216.



h) Aka je pravdepodobnost’, ze sucet ,,padnutych troch ¢isel bude aspon 10?

Vsetkym nadSencom mozno len odporudit’, aby si spravili podrobny rozbor a prehl'ad
priaznivych moznosti. Po skiisenostiach z predoslych bodov vSak na tomto mieste uvedieme uz len
stru¢nejsi sposob vypoctu.

Najprv si skisme uvedomit’ nasledujucu symetriu:

Sucet 3 ziskame ako 1+1+1 (jedna moznost), presne rovnako ziskame jedinym sposobom sucet 18
(6+6+6).

Sucet 4 ziskame ako 2+1+1 (tri permutécie), presne rovnako ziskame tromi sposobmi stcet 17.

Podobne uvidime rovnaky poc¢et moznosti, ako ziskat’ stéty
5a16,6a15,7a14,8a13,9a12,10a11.

Z toho vyplyva, Ze presne polovica vSetkych 216 trojic ma sucet najviac 10 a presne polovica ma stucet
aspont 11.

Vratme sa k zadaniu. Priaznivé moznosti pre sucet ,,aspont 10 sa daji vyskladat’ ako
moznosti, kde je ,,sucet presne 10 + moznosti, kde je ,,scet aspon 11, VSetky tieto poty uz
pozname, je to 27 (z Casti f) ) a 108 z poslednej tvahy. Dokopy je to (27+108) = 135, hl'adana
pravdepodobnost’ je teda 135/216.

Priklad 3:

Mame 2 jednoeurové mince, ktoré hadzeme na stol. Ak na minci padne 1€, vysledok je 1, ak
padne zadna strana, vysledok je 0. Oba vysledky povazujeme za rovnako pravdepodobné.
Pri hadzani dvoch minci je vysledkom sucet hodnét z oboch minci.

Otazky a rieSenie:

a) Aké je pravdepodobnost’, Ze padne vysledok 2?

Mozné vysledky su nasledovné:

Minca A Minca B Sucet
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 2

Vysledok 2 ziskame v jednej priaznivej (zo 4 vSetkych) moznosti, pravdepodobnost’ je teda 1/4.

b) Ak budeme hadzanie dvojicou minci opakovat, aka je pravdepodobnost’, Ze vysledok 2
padne presne pri piatom pokuse (ani skor ani neskor)?

Pri kazdom hode dvojicou minci mame $ancu 1/4 na vysledok 2 a 3/4 na vysledok iny nez 2.
Dostat’ vysledok 2 zrovna na piaty pokus znamena, ze najprv Styrikrat musime dostat’ vysledok ,,nie
dva‘“ a nasledne vysledok 2. Ide o 5 udalosti, ktoré st navzajom nezavislé (ak hadzeme bez
podvadzania), pravdepodobnost’ Ze vSetky nastanu podla planu, je su¢inom ich pravdepodobnosti,
tyeda odpoved’ na otazku je (3/4)*4 * (1/4) = 0.0791



c¢) Hodime dvojicou minci presne 5-krat. Aké je pravdepodobnost’, Ze aspoil raz padne
hodnota 2?

Vypisat’ vsetky priaznivé vysledky chvil'u potrva a bude to nepochybne krasna, vzruSujica a poucna
skusenost’. K matematickému umeniu vsak patri aj ista cnostna lenivost’, ktora hl'ada skratky a usporu
vSade, kde sa len dé. Tuto cnost’ si dovolime aplikovat’ aj v tomto priklade.

Skusme si uvedomit’, ze opakom udalosti ,,aspoii raz padne 2%, je udalost’ ,,ani raz nepadne 2.
Pravdepodobnost’, Ze v 5 pokusoch hodnotu 2 nedostanem ani raz, je (3/4)*5. To znamena, ze
pravdepodobnost’, o ktort v tejto ulohe ide, je 1- (3/4)"5 .

Priklad 4:
V triede je 21 ziakov, z toho 16 chlapcov a 5 dievcat. Zo Ziakov treba zostavit’ 4-¢lenny tim
na sut’az v jedeni palaciniek.

Otazky a rieSenie:
a) Kol’ko rozliénych 4-¢lennych timov je mozné zostavit™?

Otazka sa da preformulovat’ : ,,kol’kymi spdsobmi vieme vybrat’ Styri kusy z 21, pricom
poradie nas nezaujima?‘ Je zrejmé, Ze ide o tzv. kombinacie. Odpoved’ou je kombina¢né ¢islo

C(21,4) = 211 / (21-4)! / 41 = 5985

b) Pri triednej porade prevaha chlapcov viedla k tvaham, Ze vraj dievcata prili§ dbaja o liniu a
nebudi mat’ preto dostatok ochoty pchat’ sa palacinkami do prasknutia. Padlo preto
rozhodnutie zostavit’ ¢isto chlapcensky tim. Kol'ko moznosti maju?

Odpoved’ je jednoducha — C(16,4) = 16!/ (16-4)! / 4! = 1820

c¢) Vyssie uvedené triedne ivahy neostali v utajeni a vedenie Skoly sa rozhodlo v zdujme
rovnosti Sanci stanovit’ kvotu ,,povinne aspoii jedno dievcéa v time*. Ak to teda musi byt’,
trieda sa uzniesla, Ze teda jedno dievc¢a zaradia - prave jedno, ani menej ani viac. Kol’ko je
moznosti na zostavenie timu?

Vyberame 1 diev¢a z 5 a 3 chlapcov zo 16. Su to dva nezavislé vybery, vysledky sa teda buda
nasobit’;
C(5,1) * C(16,3) =5 * 560 = 2800

d) Pocas pripravného sustredenia ostali mnohi Gi€astnici v Soku pri zisteni, Ze niektoré devy
svojou schopnost’ou Srotovat’ (osobitne nutelové) palacinky priam hanebne prekonali aj tych
najvicsich jeddkov spomedzi chlapcov. Vysledkom bola zmena taktiky a akceptovanie kvot

Vv pévodnom zneni ,,aspon dievca v time*, teda 1 az 4. Kol’kymi sposobmi sa da takto zostavit’
tim?

Budeme tsporni. ,,Aspon jedno dievéa v time* je negaciou predikatu ,,¢isto chlapéensky tim*®.
Potrebné ¢isla uz mame. Od vsetkych moznosti odratame pocet Cisto chlapcenskych Stvoric,

5985 - 1820 = 4165.

Vraj pribeh pokracoval Ziadost'ou chlapcov o stanovenie kvoty ,,aspon 1 chlapec v time*.



Priklad 5
V nepriehl'adnom vrecku je 11 gumenych medvedikov. 5 je modrych, 4 st zelené a 2
cervené. Hmatom sa farby odlisit’ nedaji. Nahodne z vrecka vyberieme 3 medvedikov.

5m
4z

Otdzky a rieSenie:
a) Aka je pravdepodobnost’, Ze vyberiem medvedikov s 3 navzajom réznymi farbami?

Kolkymi sposobmi (bez ohl'adu na farby) sa d4 vybrat’ trojica gumkacov z poctu 11?
Odpoved’ neprekvapi, je to C(11,3) = 165.

Kol'kymi spésobmi vieme vybrat’ trojfarebnua partiu? Modrého ide vybrat' 5 sposobmi,
zeleného 4 a cerveného 2, odpoved’ je teda 5*4*2 =40

Hrladana pravdepodobnost’ je teda 40/165.

b) Aké je pravdepodobnost’, ze vyberiem 3 medvedikov s 2 r6znymi farbami?

Dvojfarebna partia moze vyzerat’ nasledovne:

2m+1z: Dvoch modrych viem vybrat’ z patice modrych C(5,2) = 10 spdsobmi
1 zeleny zo Styroch sa da vybrat’ 4 spdsobmi.
Partia 2m+1z sa teda da zostavit’ 10*4 = 40 sp6sobmi

2m+18 C(5,2) * C(2,1) = 10*2= 20
2z+1m C(4,2) * C(5,1) = 6*5= 30
27+1& C(4,2) * C(2,1) = 6%2= 12
2&+1m C(2,2) * C(5,1) = 1*5= 5
2641z C(2,2) * C(4,1) = 1*4=4

Spolu je to 40+20+30+12+5+4 = 111 moznosti.
Pravdepodobnost’ dvojfarebného vyberu je teda 111/165.

c¢) Aka je pravdepodobnost’, Ze vyberiem troch medvedikov s rovnakej farby?
Jednofarebna partia nemoze byt Cervend. (Preco?)
Modra partia sa da zostavit' C(5,3) = 10 sposobmi .
Zelena trojica podobne C(4,3) = 4 spdsobmi.
Spolu je to 14. Hl'adana pravdepodobnost’ je 14/165.

Ak sme pocitali spravne, sucet pravdepodobnosti ziskanych v Castiach a, b, ¢ by mal byt 1 (preco?).
Overme sito:  40/165 + 111/165 + 14/165 = 1



Priklad 6
V nepriehl'adnom vrecku je 11 gumenych medvedikov. 5 je modrych, 4 st zelené a 2
cervené. Hmatom sa farby odlisit’ nedaji. Nahodne z vrecka vyberieme 5 medvedikov.

5m
4z
2¢

Otazky a riesenie:

a) Aké je pravdepodobnost’, Ze vyberiem medvedikov s 3 navzajom roznymi farbami?
Kolkymi sposobmi (bez ohl'adu na farby) sa da vybrat’ pitica gumkacov z poétu 11? Odpoved’

neprekvapi, je to C(11,5) = 462.

Trojfarebny vyber sa da urobit’ mnohymi sposobmi, aby sme sa v tom nestratili, urobime si
podrobny prehl’ad moznosti:

P

C(5,3)*C(4,1)*C(2,1) = 80

C(5,2)*C(4,1)*C(2,2) = 40

C(5,2)*C(4,2)*C(2,1) = 120

C(5,1)*C(4,2)*C(2,2) = 30
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C(5,1)*C(4,3)*C(2,1) = 40

310

Hrladana pravdepodobnost’ je 310/462 .
b) Aké je pravdepodobnost’, ze vyberiem medvedikov s 2 navzajom réznymi farbami?

Dvojfarebny vyber sa da urobit’ nasledovnymi spésobmi:

P

C(5,4*C(4,1) = 20

C(5,4)*C(2,1) = 10

C(5,3)*C(4,2) = 60

C(5,3)*C(2,2) = 10

C(5,2)*C(4,3) = 40

C(5,1)*C(4,4) =5

C(4,4)*C(2,1) = 2
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C(4,3)*C(2,2) = 4

151

Hrladana pravdepodobnost’ je 151/462 .
c¢) Aké je pravdepodobnost’, Ze vyberiem 5 medvedikov rovnakej farby?

Jednofarebna partia nemdze byt’ Cervena ani zelena. (Preco?)
Modra pitica sa da zostavit’ jedinym sposobom. Odpoved’ je 1/462.

Kontrola spravnosti: (310+151+1) /462 =1



Neriesené priklady
0. Rieste ulohy z prikladu 2, ak mate 4 kocky (Cervena, modra, zelena, z1ta)

a) Aka je pravdepodobnost, Ze padnt Styri jednotky? (1/674)

b) Aka je pravdepodobnost’, ze vSetky Styri Cisla z pokusu budu rovnaké? (6/6"4)

¢) Aka je pravdepodobnost, ze vo vysledku aspon dve Cisla budu rovnaké? (936/1296)
d) Aka je pravdepodobnost, Ze vSetky Styri ¢isla budu navzajom rdézne? (360/1296)
e) Aka je pravdepodobnost’, Ze vSetky Styri ¢isla budu parne? (3™ 1 6M4)
f) Aka je pravdepodobnost’, ze aspoil dve ¢isla budu parne? (11*37M/6M4)
g) Aka je pravdepodobnost’, Ze sucet ,,padnutych® ¢isel bude prave 10? (80/6M4)

h) Aka je pravdepodobnost, Ze sucet ,,padnutych ¢isel bude aspon 10? (1170/1296)

1. V medzinarodnej $tudijnej skupine sa nachadza 5 odbornikov z CR, 3 zo SR, 6 z Ukrajiny,
5 z Rumunska, 2 z Mad’arska a 3 z Rakuska.

a) Nahodne vyberieme 6 z nich. Aka je pravdepodobnost’, ze budu zastupené vsetky
spomenuté krajiny? (2700/C(24,6) =0.02)

b)* Nahodne vyberieme 8 z nich. Aka je pravdepodobnost’, ze budu zastupené vsetky
spomenuté krajiny? ( 108675/735471 = 0.1478)

¢)* Nahodne vyberieme 8 z nich. Aka je pravdepodobnost’, Ze tam budi zastipené CR, SR a
Ukrajina? (631116/735471 = 0.85811 )

d) Nahodne vyberieme 6 z nich. Ak4 je pravdepodobnost’, Ze vo vybere nebudu zastiipené
CR a SR? (8008/134596 )

e) Nahodne vyberieme 6 z nich. Aka je pravdepodobnost’, ze vo vybere budu asponl dvaja

z Rumunska? (49324/134596 )

2. V nepriehl'adnom vreci je 25 Zeténov ocislovanych postupne od 1 do 25.
— Nahodne vyberieme 7 Zetonov. Aka je pravdepodobnost’, ze vo vybere sa bude/u nachadzat’
a) ¢islo 1 ? b) ¢islalaj 2? c) cislo 1 alebo 2 d)* aspon 2 ¢isla obsahujtce cifru 1?
e)* Nahodne vyberieme 3 kocky. Aka je pravdepodobnost’, Ze stiéet ich ¢isel bude najviac 30?
(0.0926 )

3. Zo sady 32 kariet nahodne vyberieme

a) jednu kartu. Aka je pravdepodobnost’, ze vytiahneme eso alebo zelen? ( 11/32)

b) dve karty. Aka je pravdepodobnost’, Ze obidve budu eso alebo zelen? ( 55/496 )

c) dve karty. Aka je pravdepodobnost’, Ze aspon jedna z nich bude eso alebo zelen? (1-210/496)

4. Hadzem kockou n-krat. Ako méam zvolit’ n, aby pravdepodobnost’, ze padne aspoii raz
Sestka, bola aspon 50% (75%, 90%, 99%) ? (4,8, 13, 26)

5. V skupine su Siesti utocnici. Prvy streli do brany s pravdepodobnostou 49%, d’alsi so 75%,
41%, 20%, 34%, 63%. Kazdy raz vystreli. Vypocitajte pravdepodobnost’, Ze pocas tejto
zabavy padne aspon 1 gol / aspon dva goly. (0.985304044 /0.880616611)

6. Vo firme pracuje 40 zamestnancov. Aka je pravdepodobnost’, Ze prave / aspon dvaja z nich

maju narodeniny v rovnaky deii? (29.2. nemd narodeniny nikto)
(0.0003364 ; 0.89123)

Vseobecne: https://en.m.wikipedia.org/wiki/Birthday_problem
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