KAPITOLA 3

Konec¢né automaty

1. Definicia koneéného automatu

PRIKLAD 3.1. Uvazujme o obvode z obr. 1. Predpokladajme, Ze v tomto obvode je
zaradeny zdroj elektrického prudu, Ziarovka a tlac¢idlovy kIaé X, ktory pri stlaceni ob-
vod otvori, ak bol predtym uzavrety, a naopak, pri stlaceni obvod uzavrie, ak bol pred
stlacenim otvoreny.
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OBR. 1. Ilustracia prikladu 3.1

Tento obvod ovlddame teda prostrednictvom tlac¢idlového kluca, ktory mozeme po-
vazovat za vstup do zariadenia, pritom tymto vstupom je davany jediny riadiaci povel
t — stlac¢ tlacidlovy kIuc.

Reakcia tohto obvodu na riadiaci povel sa prejavi na ziarovke, ktora bud svieti, alebo
nesvieti. Teda tito ziarovku mozeme pokladat za vystup uvedeného obvodu, pritom hod-
noty tohto vystupu st s — ziarovka svieti, n — ziarovka nesvieti. Je zrejmé, ze vystup
tohto zariadenia pri kazdom vstupnom povele t nebude rovnaky. Zavisi to od toho, ¢i bol
obvod pred stlacenim kltica otvoreny, alebo uzavrety. Teda mé zmysel uvazovat o dvoch
stavoch tohto zariadenia. Stav o — obvod je otvoreny (ziarovka nesvieti), stav u — obvod
je uzavrety (ziarovka svieti).

Je zrejmé, ze po kazdom vstupe t sa meni stav. Ak bol obvod v stave o, po vstupe ¢
sa stav zmeni na u. Ak bol v stave u, po vstupe t sa stav zmeni na o. Celt tato situaciu
vidime prehladne v tabulke 1, ¢ast a).

t t t |t

u ols oluls o|n
ulo uln ulo|n uls
a) b) c) d)

TABULKA 1. Prechodova a vystupna funkcia z prikladu 3.1

O vystupe mozeme uvazovat dvoma spdsobmi. Bud uvazujeme o vystupe ako reakeii
na vstup, a potom v zavislosti od stavu pri kazdom vstupe moZzeme priradit nasledujtci
vystup. Ak bol obvod uzavrety a stlac¢ime kIu¢, obvod otvorime a ziarovka nesvieti. Ak bol
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80 3. KONECNE AUTOMATY

obvod otvoreny a stla¢ime kIuc¢, obvod uzavrieme a ziarovka bude svietit. Tato celkovi
situéciu sme opisali pomocou tabulky 1, ¢ast b). Tabulky z casti a) a b) v tabulke 1
zvykneme zapisovat spolu, tak ako sme to urobili v tabulke 1, ¢ast c).

V tomto priklade méZeme vSak o vystupe uvazovat aj ako o funkcii, ktora zavisi len od
stavu zariadenia. Ak je obvod otvoreny, ziarovka nesvieti a ak je obvod uzavrety, ziarovka
svieti. Tato situdciu zapisujeme v tabulke 1, ¢ast d). [ |

PRIKLAD 3.2. Uvazujme o situécii, ked mame k dispozicii generator signalov a, b,
ktory nadhodnym spoésobom v urcenych casovych okamihoch generuje jeden z uvedenych
signalov. Teraz chceme opisat zariadenie, ktoré tieto signaly Cita a na tieto signaly reaguje
takto:

Ak v Case t je vyslany ten isty signal ako v case t — 2, vysle signal 1, v opa¢nom pripade
vysle signal 0.

Riesenie. Tato situdciu mozeme ilustrovat takto:
Vstup citacieho zariadenia: ...aabbababbbbaaaaababbab...
Vystup citacieho zariadenia: .....00011101100111011001...
Je zrejmé, Ze pri zariadeni, ktoré chceme opisat, ma zmysel uvazovat o vstupe X, ktory
prijima signély a,b a o vystupe Z, ktorym sa vysielaji signély 0 a 1 (pozri obr. 2).

Aby sme vedeli opisat ¢innost ¢itacieho zariadenia v ¢ase t, potrebujeme poznat jeho
histériu v ¢ase t — 2. Za tychto okolnosti budeme vediet, ako reaguje zariadenie v ¢ase t — 2

a, b 0,1
—> —
X Z

OBR. 2. Ilustracia prikladu 3.2

at. V ¢ase t+1 vSak budeme musiet poznaft, akd bola situicia v ¢ase t — 1. Potom budeme
vediet opisat ¢innost ¢itacieho zariadenia v Case t—2, t—1, ¢, t+1. Ale je zrejmé, Ze teraz uz
budeme vediet povedat, aky je vystup aj v ¢ase t+2, a teda aj v ¢ase t+3 atd. Slovom, aby
sme vedeli opisat ¢innost tohto zariadenia od istého ¢asového okamihu, musime poznat
jeho histériu v predoslych dvoch taktoch. V dvoch taktoch, ktoré nasledujui za sebou,
je na vstupe citacieho zariadenia mozny len vyskyt tychto dvojic: aa,ab, ba,bb. Tymto
dvojiciam moZeme priradit Styri stavy Citacieho zariadenia. Stav s,, bude zodpovedat
situécii, ked v ¢ase t — 2 bol na vstupe signal a a v ¢ase t — 1 signal b. Podobny vyznam
budt maft aj stavy Suq, Swe, @ Spp. Teda napriklad, ked v ¢ase t je zariadenie v stave s, a

TABULKA 2. Ilustracia prikladu 1.2

a b |a b
Saa | Saa  Sab 10
Sab | Sba Sep |1 0
Sba | Saa  Sab 01
Spb | Sba Sep |0 1

na vstupe sa objavi signal a, zariadenie na vystupe generuje signal 1 a prechadza do stavu
Spa- Ak v stave sy, vstipi signal b, tak na vystupe sa objavi 0 a zariadenie prejde do stavu
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spy,. Celt tuto situdciu opisujeme v tabulke 2, kde v prvej ¢asti opisujeme zmenu stavov a
v druhej casti ukazujeme reakciu vystupu na jednotlivé vstupy pri danych stavoch. [ |

V predoslych dvoch prikladoch sme sa zaoberali zariadeniami, ktorych opis je mozné
zhrnat do jedného modelu, ktory budeme nazyvat koneény automat.

DEeFINiCIA 3.1. Nech X = {xy,...,2x}, S = {s1,...,s.} a Z = {z1,...,2n} st
kone¢né mnoziny. Nech 6 : S x X — S a A: 5§ x X — Z st dané funkcie. Potom péticu
A= (S,X,Z 6, budeme nazyvat koneény automat.

Mnozinu X nazyvame vstupna abeceda a jej prvky nazyvame pismena vstupnej
abecedy (vstupy). Mnozinu S nazyvame mnoZina stavov automatu A a jej prvky na-
zyvame stavy automatu A. Mnozinu Z nazyvame vystupna abeceda a jej prvky su
pismend vystupnej abecedy (vystupy). Funkciu § : S x X — S, pomocou ktorej je
kazdému stavu S a vstupnému pismenu priradeny (novy) stav, nazyvame prechodovad
funkcia automatu A. Funkciu \ : S x X — Z, pomocou ktorej je kazdému stavu a vstup-
nému pismenu priradené vystupné pismeno, sa nazyva vystupnd funkcia automatu A.

V priklade 3.1 je prechodova a vystupna funkcia dand pomocou tabulky 1, ¢ast c).
Prechodové a vystupné funkcia z prikladu 3.2 st dané v tabulke 2.

PozNAMKA 3.1. V tejto ucebnici sa budeme zaoberat iba koneénymi automatmi.
Preto slovo ,koneény“ budeme v nizve automatu vynechavat.

Ako sme videli v priklade 3.1, méZeme uvazovat o dvoch druhoch vystupnych funkcii.
V prvom pripade sme uvazovali o vystupnej funkcii, ktorej hodnoty zavisia od stavu a
vstupu. V druhom pripade sme uvazovali o funkcii, ktorej hodnoty zavisia iba od stavu.
To je aj dovod, preco sa robia rozdiely v definicii automatu. Automat z definicie 3.1 sa
presnejsie nazyva Mealyho automat. Okrem Mealyho automatov sa budeme zaoberat
aj tzv. Moorovymi automatmi.

DEFINICIA 3.2. Moorov automat je pitica A = (S, X, Z,0,u), kde S, X, Z a § st
zhodné s im zodpovedajucimi objektami v definicii Mealyho automatu. Vystupna funkcia
1 priraduje stavu vystup, teda p: S — Z.

Pri automatoch predpokladéame ¢innost v diskrétnom case. Teda uvazujeme o ¢asovych
okamihoch (taktoch) t1, %, ..., v ktorych sa vzhladom na vstup a stav v danom okamihu
generuje vystup (patriaci eSte k danému ¢asovému okamihu) a nastavuje sa novy stav pre
nasledujtci casovy takt. Pretoze pri praci automatu nie su dolezité hodnoty ¢;, ale iba ich
poradie, budeme v budicnosti uvazovat iba o ¢islach taktov 1, 2, 3, ... Pritom intervaly
medzi jednotlivymi taktami nemusia byt rovnaké. Pri tejto ¢asovej interpretacii mozeme
pisat:

A(s(t),z(t)) = 2(t) pri Mealyho automate,

wu(s(t)) = z(t) pri Moorovom automate.

Pritom predpokladame, Ze priradenie vystupu sa uskutocnuje pocas jedného taktu
(nie v jedinom ¢asovom okamihu).

7 definicie automatu vyplyva, Ze automat je tuplne Specifikovany pomocou tabuliek
prechodovej a vystupnej funkcie. V tychto tabulkéich sa totiz nachadzaji aj mnoziny X,
S, Z. Ku kazdému (konefnému) automatu je zvykom priradif aj graf.
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DEFINICIA 3.3. Nech je dany automat A = (S, X, Z,4,\). Grafom automatu A
budeme nazyvat orientovany graf G = (V, H, f), ktory je definovany takto: Mnozina
vrcholov V' = S. Mnozina hran H je zhodna s mnozinou ,prechodov® medzi stavmi,
pri¢om prechod medzi stavmi s a ¢ je definovany prave vtedy, ked existuje pismeno z € X
také, ze d(s, x) = q. Potom vztah incidencie je funkcia f : H — S x S, ktoré je definovana
takto: f(h) = (s, q) prave vtedy, ked h je prechod medzi stavmi s a ¢ (t.j. existuje z € X
také, ze d(s,x) = q).

Graf automatu budeme kreslit ako ohodnoteny graf. Ak h je hrana (prechod) spajajica
vrcholy s a ¢, na zéklade podmienky §(s, ) = ¢ budeme k tejto hrane pripisovat oznacenie
z a k tomuto oznaceniu este aj hodnotu vystupu z = A(s,z) (pozri obr. 3).

X/z= A(s, X)

q=0(s, x)

OBR. 3. Ilustracia definicie grafu automatu

V pripade Moorovho automatu definujeme graf automatu rovnako ako v pripade Me-
alyho automatu. Pri ohodnocovani hran vsak k hrane pripisujeme len hodnotu vstupu,
ktory spdsobuje prislusny prechod z jedného stavu do druhého. Vystup zapisujeme k jed-
notlivym stavom (vrcholom). Teda ak d(s,z) = ¢, potom dvojica vrcholov s, ¢ bude spo-
jena hranou tak, ako to vidno na obr. 4.

X

OBR. 4. Ilustracia definicie grafu Moorovho automatu

PrIKLAD 3.3. Nakreslime graf automatu A, ktory je dany pomocou tabulky 3.

TABULKA 3. Tabulka automatu z prikladu 3.3

) A
1 T2 |1 To
S1|1S1 S9 0 1
So | S9 So 1 1
S3|S1 Sa 1 1
S4 | S1 S3 0 1

Riedenie. Je zrejmé, ze ide o automat A = (S, X,7Z,0,)), kde S = {s1, $2, 53, S4},
X ={z1, 22}, Z ={0,1}. Funkcie 6 a A st dané pomocou tabulky 3.

Graf tohto automatu ma Styri vrcholy sq, sg, 3, S4, priCom z kazdého vrchola musia
vychadzat prave dve hrany, ktoré si ohodnotené vstupmi 1, a xo. Graf tohto automatu
je na obr. 5. [ |
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X2/
OBR. 5. Graf automatu z prikladu 3.3

TABULKA 4. Tabulka automatu z prikladu 3.4

J

a b ¢

92|42 43 Qg2
43|91 42 Q2

o
q |41 42 43| P
r
T

PRIKLAD 3.4. Nech Moorov automat A je dany pomocou tabulky 4. Nakreslime graf
tohto automatu.

Riesenie. Graf bude mat tri vrcholy ¢1, ¢, g3, pritom z kazdého vrchola budi vychadzat
prave tri hrany, ktoré budi ohodnotené vstupnymi pismenami a, b, ¢ (pozri obr. 6). H

Uvazujme teraz o vstupnej abecede X = {r1,...,x;} automatu A a o tom, ze dany
automat pracuje v taktoch, ktoré su priradené ¢asovym okamihom ocislovanym v poradi

OBR. 6. Graf automatu z prikladu 3.4
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1,2,3,.... Predpokladajme, Ze v case t = 1 bude na vstupe automatu napriklad pismeno
x7. Mozeme pisat (1) = 7. Nech v ¢ase t = 2 je na vstupe pismeno x4 a v ¢ase t = 3 je to
opét x4. Potom moZzeme pisat z(2) = x4 a x(3) = x4. Teda pocas taktovt =1,t =2t =3
bola na vstupe automatu postupnost z(1)x(2)z(3) = xrz4z4. Je zrejmé, ze ma zmysel
uvazovat o tom, ze pocas tychto troch taktov sa na vstupe mohla objavit lubovolné trojica
prvkov mnoZiny X (pri¢om je mozné aj opakovanie prvkov v tejto trojici). Dalej je zrejmé,

ze mozeme uvazovat o lubovolnej konecnej postupnosti taktov t = 1,t = 2,..., ¢t = n,
pocas ktorej sa na vstupe objavi kone¢na postupnost vstupnych pismen x(1)z(2)...z(n).
Tieto postupnosti budeme v budticnosti zapisovat v tvare x(1)z(2)...x(n) = 222 ... 2"

Napriklad postupnost z'z?z32z*2® moze mat tvar x324247172. Je to postupnost vytvorens

z piatich vstupnych pismen.

Uvazujme o automate A = (S,X,Z,0,)), ktory v fase t = 1 je v stave s' a na
vstup je privedené vstupné pismeno z'. Uvazujme o tom, Ze v nasledujicich okamihoch
postupne privedieme na vstup pismena 2, 23, ..., 2". Teda automat je na zaciatku v stave
s' a v nasledujucich n taktoch privedieme na vstup vstupné slovo x!, 22 ... 2" (pozri
obr. 7, na ktorom sme dané hodnoty zakrizkovali). Potom ako odozvu na stav s' a
vstupné pismeno z!' dostdvame vystupné pismeno z! = A\(s', z') a pomocou prechodovej
funkcie nasledujici stav s> = d(s!, z!). Teraz pomocou stavu s* a vstupného pismena z?
dostdvame vystupné pismeno z? a novy stav s3. Takto pokra¢ujeme aZ po n-ty takt, ked
dostdvame 2" = A(s",z") a s"T! = §(s",2"). Ako reakciu automatu na vstupné slovo

xt, 22, ... 2" pri zac¢iato¢nom stave s! dostdvame:

1. Postupnost s!,s?,...,s"l. Z tychto stavov nas zaujima iba s"*!, ktory nam ur-

¢uje, v akom stave za¢ne automat pracovat, ak sa rozhodneme pokracovat so vstupnymi
povelmi.

2. Vystupné slovo 2!, 22, ..., 2" vo vystupnej abecede Z. Toto slovo nds zaujima celé,
lebo je to vonkajsia reakcia automatu na vstupné slovo. Vystupné slovo nam predsta-
vuje postupnost riadiacich prikazov automatu, ktoré vyda ako reakciu na vstupné slovo

b a?,

M4 teda zmysel uvazovat o rozsireni definicie prechodovej a vystupnej funkcie aj pre
pripad, ked vstupné pismeno nahradime celym slovom zloZenym zo vstupnych pismen.

ol L] [ I
O (O] |&
l l l l

OBR. 7. Tlustracia definicie rozsirenej prechodovej a vystupnej funkcie
Mealyho automatu

DEFINICIA 3.4. Nech A = (5, X, Z,6,\) je Mealyho automat. Rozsirenou precho-
dovou funkciou budeme nazyvat funkciu § : S x X — S| ktord je definovana takto:

-~

a) d(s,z) = d(s,x) pre kazdé s € S a kazdé = € X.
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b) g(s,wx) = (5(;5\(5,10),1’) pre kazdé s € S, we Xt az e X.
Rozsirenou vistupnou funkciou budeme nazjvat funkciu A : S x X+ — Z+,
ktora je definovana takto:
a) é(s z) = A(s,x) pre kazdé s € S a kazdé v € X.
b) A(s,wz) = )\(s w))\(é(s w),x) pre kazdé s € S, we Xt ax e X.

Rozsirent prechodovii a vystupnii funkciu sme definovali induktivnym spésobom. V pr-
vom kroku sme tieto funkcie definovali pre vstupné slova dlzky 1. Potom za predpokladu,
7e tieto hodnoty pozname pre slova dlzky n, sme ich definovali pre slova dizky n + 1.
Napriklad

3(s, a'a?) = o

(st z'2?) = A(sh, z)AG(s",
(pozri obr. 7).

3(s,at), @) = 6(5(s" ), 2%) = 8(s%, 2?) = 5%,
L), 2?) = (st aHA(6(sh, 2h), 2%) = 2"\ (5%, 2%) = 2122

Z definicie rozsirenych funkcii tiez dostavame:

(s, ata? . am) = 0(5(s, at ... amh), a") = 5(5(3(5\ L), ) ) = =
=0(0((...0(0 (3 xl),2?) . ), a2 ), am) = 6(6(s, at), 2% .. a") =
((5(5,9& Nt =....

Cize pre kazdé s € S,z € X, w € X7, je g(s,xw) = g(&(s,x),w). Takymto sposobom sa
dé dokézaf, ze dokonca pre kazdé u,v € X a kazdé s € S je §(s,uv) = §(d(s,u),v).

Podobne pre rozsirent vystupni funkciu dostavame:

s, 222 a") = A(s, 2t ... 2" YAG(s, 2t ... 2", 2) =
= A(s, 2t a NG (s, 2t 2 2), B )AG (s, 2t ), e = =
:A@@UM&&ﬁLﬁMQQx%%xﬂ”A@@wP”ﬂ*Lﬂ)
Z toho uz vyplyva, ze pre kazdé x € X a kazdé w € X7 je
(s, zw) = A(s, 2)A(8(s, z), w).
Pri hladani hodnét rozsirenej prechodovej a vystupnej funkcie s vyhodou vyuzijeme graf
automatu.

PRrIKLAD 3.5. Nech automat A je dany pomocou grafu na obr. 8. Uvazujme o vstup-
nom slove w = abba. Najdeme d(s, abba) a )\(5 abba).

OBR. 8. Graf automatu z prikladu 3.5
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~

Riesenie. 0(s, abba) je stav daného automatu, v ktorom sa bude nachadzat, ked v stave
s postupne na vstup privedieme pismend a,b, b, a. Tato postupnost, zacnic od stavu s,
sledujeme na hranach grafu daného automatu. Zo stavu s pri vstupe a prechadzame do
stavu r (t.j. d(s,a) = r), zo stavu r pri vstupe b do stavu ¢ (t. j. 6(r,b) = t), zo stavu ¢ pri
vstupe b do stavu ¢ (t.j. 6(¢,b) = t) a zo stavu t pri vstupe a do stavu s (t.j. 4(¢,a) = s).
Preto 5(5, abba) = s.
Priamy vypocet vyzera takto:

~ ~ ~ ~

d(s,abba) = §(d(s,a),bba) = §(r,bba) = §(6(r,b),ba) =
= 5(t,ba) = 8(5(t,b),a) = 6(t,a) = s.

Zodpovedajice vystupné signaly sa nachadzali na hranach, po ktorych sme prechadzali
zo stavu s do stavu r, zo stavu r do stavu t, zo stavu t do stavu ¢ a zo stavu t do stavu

s. Preto X(s, abba) = 0010. |

Rozsirenie prechodovej funkcie pri Moorovom automate definujeme tak isto ako pri
Mealyho automate. S rozsirenim vystupnej funkcie je to pri Moorovom automate trochu
zlozitejsie. Uvazujme podobne ako v pripade Mealyho automatu o situdcii, ked v stave s
na vstup automatu privedieme vstupné slovo z'z?...z" (obr. 9). V tomto pripade prvy
vystup 2 = p(s') nezavisi od vstupného pismena x!. Reakcia vystupu na vstup z' sa
prejavi az pri vystupnom pismene z! = u(s?) = u(d(st, z)). Dalej 22 je reakciou na a2
lebo 2% = u(s®) = u(6(s?, 2?)) atd. Z tychto tivah sa ndm poniika tato definicia rozsirene;
vystupnej funkcie Moorovho automatu.

2 n +1
@ TN /S3 N //'S ™ BRI

OO O ©}
’ 21 22 -1 o

OBR. 9. llustracia definicie rozsirenej vystupnej funkcie Moorovho automatu

DEFINICIA 3.5. Nech A = (S, X, Z, 4, 1) je Moorov automat. Rozsirenou vystup-
nou funkciou Moorovho automatu budeme nazyvaf funkciu g : S x X* — ZF,

ktora je definovana takto:
a) u(s,x) = pu(d(s,x)) pre kazdé s € S a kazdé z € X.

x
b) fi(s,wz) = (s, w)u(d(s, wzx)) pre kazdé s € S, kazdé v € X a kazdé w € X+,

7 definicie rozsirenej vystupnej funkcie Moorovho automatu vyplyva, ze tato funkcia
kazdému slovu z'z? ... 2" dlzky n opét priradi slovo 2'22 ... 2" dlzky n. Neberieme totiz
do tvahy prvé vystupné pismeno 2°, ktoré zavisi od stavu, a nie od prvého pismena v slove

xla? . o™

Pre lubovolny stav s € S a Iubovolné slovo x'z?...2" € X dostdvame:
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(s, xtx?. . a") = (s, 2ta? .o u(
1

= fi(s, 22?2 D) u(d(s, 2ta?

= pu(8(s, ) u(d(s, 222)) ... u(d(s, x'x® . .. z™)).
Opiit je vyhodné hodnoty rozsirenej vystupnej funkcie Moorovho automatu ziskavat
pomocou grafu automatu.

PrIkKLAD 3.6. Uvazujme o Moorovom automate, ktory je dany grafom na obr. 10.
Pocitajme napriklad zi(r, zzyz).

OBR. 10. Graf automatu z prikladu 3.6

Riesenie.
1i(r, xryw) = p(6(r, ©))p(6(r, xx)) u(d(r, xzy))u(6(r, zzayw)) = p(s)u(s)u(t)u(s) = 1101.
Vidime, Ze tento vysledok ziskame, ked v grafe automatu zacneme v stave r sledovat
hrany, ktoré su postupne ohodnotené vstupnymi pismenami z, x, y, z a tak isto postupne

vypisujeme vystupné pismend, ktoré si priradené stavom, do ktorych jednotlivé hrany na
nasom postupe vstupuju. |

Vrafme sa eSte k prikladu 3.1. Teraz vidime, Ze na zariadenie z tohto prikladu sme
mohli nazerat bud ako na Mealyho automat, ktory je dany pomocou tabulky 1, cast
c), alebo ako na Moorov automat, ktorého prechodova funkcia je v tabulke 1, ¢ast a) a
vystupné funkcia je dand pomocou tabulky 1, ¢ast d). Graf uvedeného Mealyho automatu
je na obr. 11, ¢ast a), graf Moorovho automatu je na obr. 11, ¢ast b). Vidime, Ze tieto

/s ¢

a) b)
OBR. 11. Grafy automatov z prikladu 3.1

grafy a aj samotné automaty st do istej miery vysoko viazané tym, Ze maju spolo¢nu
prechodovu funkciu.

Teraz budeme medzi Moorovymi a Mealyho automatmi, ktoré maja podobné vlast-
nosti, definovat ekvivalenciu.
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DEFINICIA 3.6. Nech je dany Mealyho automat A = (S, X, Z, , \) a Moorov automat
A= (S, X, Z,6, 1) (tieto automaty maji rovnaké mnoziny vstupov, stavov, vystupov a
prechodovil funkciu). Nech pre kazdé = € X a kazdé s € S je (s, x) = [i(s,z). Potom
budeme hovorit, Ze tieto automaty st silno ekvivalentné.

Nech A = (S, X, Z,4,\) je Mealyho a A= (S, X, Z,9, 1) je Moorov automat a tieto
automaty su silno ekvivalentné. Nech w = z'2? ... 2" je lubovoIné vstupné slovo a s € S

je lubovolny stav. Potom

To znamena, ak AAa A st silno ekvivalentné automaty, pre kazdé w € X' a pre kazdé
s € Sje (s, w) = A(s,w).

Dalej je zrejmé, ak A = (S, X, 7,9, 1) je Moorov automat, potom k nemu existuje
silno ekvivalentny Mealyho automat A = (S, X, Z,§,\). Staci totiz definovat funkciu
A: S x X — S pomocou podmienky \(s,z) = [i(s,z) pre kazdé s € S a kazdé x € X.
Teda vidime, Ze podmienka existencie silno ekvivalentného Mealyho automatu k danému
Moorovmu automatu nekladie na tento Moorov automat Ziadne ohranicenie.

Naopak, pre Mealyho automat je to dost silnd podmienka. V pripade, Ze A a A st silno
ekvivalentné automaty, z podmienky 6(s,z) = 6(¢,y) vyplyva u(d(s,z)) = u(o(t,y)), a
teda aj fi(s,x) = ju(t, y). Z toho uz dostavame (s, z) = A(t,y). To znamen4, ze v Mealyho
automate podmienka 0(s,x) = (¢, y) implikuje A(s,z) = A(t,y) (pozri obr. 12). Z toho
vyplyva: Ak k Mealyho automatu A existuje silno ekvivalentny Moorov automat g, v grafe
Mealyho automatu vSetky hrany vstupujtce do toho istého stavu si1 ohodnotené tym istym

vystupnym pismenom.

x//l(s, X)

o(s, x) = 0(t, y)

t/(t, y)

OBR. 12. Ilustracia silnej ekvivalencie automatov

Ak, naopak, Mealyho automat A = (S, X, 7,0, ) ma ta ista vlastnost, ze vSetky
hrany vstupujice do toho istého stavu st ohodnotené tym istym vystupnym pismenom,
t.j. podmienka 0(s,x) = d(t,y) implikuje A(s,z) = A(t,y), mdzeme vystupni funkciu
i : S — Z silno ekvivalentného Moorovho automatu definovat takto:

a) Ak pre s’ € S existuje s € S ax € X také, ze d(s,x) = ¢, definujeme u(s’) =
w(0(s,x)) = A(s,x). Z podmienky (s, z) = (t,y) implikuje A(s,x) = A(¢,y)

vyplyva, Ze funkcia i je v bode s’ dobre definovana.
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b) Ak pre s’ € S neexistuje s € S a také x € X, ze 0(s,z) = &, (do stavu s
nevstupuje Ziadna hrana grafu automatu), definujeme p(s’) lubovolne.

Z prvej podmienky vyplyva, ze automaty A = (5, X, Z,d,\) a A= (S, X, Z,0, ) st
silno ekvivalentné, lebo pre kazdé s € S a kazdé x € X je u(d(s,x)) = A(s,z) a to
znamena, ze (s, ) = A(s, ).

PRIKLAD 3.7. Nech Moorov automat je dany pomocou tabulky 5, cast a). V casti
b) tejto tabulky je dany jediny mozny silno ekvivalentny Mealyho automat k danému
Moorovmu automatu. Tato tabulku casto piSeme tak, ako je to v tabulke 5, Casti c).
Z tohto zépisu lepsie vidiet, ze d(s,x) = d(t,y) implikuje A(s,x) = A(t,y), lebo kazdy
stav vnutri tabulky je lomeny tym istym vystupnym pismenom, nech sa nachadza na
ktoromkolvek mieste tabulky. Tento priznak ndm umoznuje aj rozhodnit, kedy naopak
k Mealyho automatu méZeme zostrojit silno ekvivalentny Moorov automat. |

TABULKA 5. Tabulky automatov z prikladu 3.7

) ) A d/A
a b |p a bla b a b

s1|81 s2]0 s1|81 s2/0 1 s1(81/0 so/1
So|s3 841 So|s3 s4|1 0 So | s3/1 $4/0
s3 s s41 s30s1 s4/0 O s3 | 81/0 s4/0
S4|83 8910 S4 |83 s9|1 1 Sq | s3/1 so/1

a) b) c)

2. Konec¢né akceptory
Nech X = {z1,,...,2,} je lubovolna koneénd mnozina. V tedrii formalnych jazykov

definujeme jazyk (v abecede X) ako Tubovolni podmnozinu volnej pologrupy X ™.

Napriklad nech X = {a,b}. Potom jazykmi v abecede X st napriklad tieto mnoziny.
Ly =0, Ly = {a,ab,aba}, Lz = {wa;w € X} = mnozina vSetkych slov v abecede X,
ktoré konédia pismenom a a maju dlzku aspoii dva, Ly = {a"b";n = 1,2,...}. Vidime,
7e mdZeme vymenovat nekonecne vela takychto jazykov, Jednym zo sposobov, ako sa
vo volnej pologrupe daju jazyky Specifikovat, je ich akceptovanie pomocou koneéného
akceptora.

Konec¢ny akceptor je mozné definovat ako Moorov automat, ktory oproti vSeobecne
definovanym Moorovym automatom sa vyznacuje istymi Specifickymi ¢rtami.

(1) V kone¢nom akceptore je vyznaceny jeden stav - zaciatoény stav, v ktorom auto-
mat vzdy za¢ina svoju ¢innost (kazdy automat s vyznacenym zaciato¢nym stavom
sa nazyva inicidlny automat).

(2) Vystupna abeceda Z = {0,1}. Pritom sa dohodneme, 7e 1 pouzijeme ako indi-
kator akceptovania a 0 ako indikdtor neakceptovania slova w € X akceptorom.
To znamena, ze ak v zaciato¢nom stave privedieme na vstup akceptora slovo
w € X1, potom v pripade, Ze automat skonéi svoju ¢innost v stave s, pre ktory
je p(s) = 1, akceptor slovo w akceptuje, ak p(s) = 0, akceptor slovo w neakcep-
tuje.

Teraz uz mozeme vyslovit definiciu kone¢ného akceptora.
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DEFINICIA 3.7. Koneény akceptor je Moorov automat A = (S, X, Z,0, i, so), kde
sp € S je zaciatoény stav a Z = {0, 1}.
Budeme hovorit, ze akceptor A akceptuje slovo w € X7, ak slovo (s, w) konéi

~

jednotkou. To znamend, ze 1(d(sg, w)) = 1. Akceptor A slovo w € Xt neakceptuje prave

~

vtedy, ked p(d(so, w)) = 0.
Jazyk L(A) akceptovany akceptorom A je mnozina vsetkych slov z pologrupy

~

X7, ktoré dany akceptor akceptuje. Teda L(A) = {w € Xt; u(d(sp,w)) = 1}.

PrIKLAD 3.8. Pokusime sa opisat jazyk, ktory akceptuje akceptor na obr. 13.

zaciatok

OBR. 13. Konec¢ny akceptor z prikladu 3.8

Riesenie. Z grafu je zrejmé, ze X = {a, b, c}. Ak chceme rozhodnut o akceptovani ho-
ciktorého slova w € X+, musime rozhodnit o hodnote (8 (r, w)). Vidime, e u(d(r,w)) = 1
prave vtedy, ked 3(7”, w) = t. Jedine v stave t je totiz p(t) = 1. Vidime, Ze do stavu ¢ vstu-
puja len tie hrany, ktoré st ohodnotené vstupnym pismenom c. A pretoze hrany ohod-
notené vstupnym pismenom ¢ nevstupuju do iného vrchola, je zrejmé, ze ,u(g(r, w)) =1
prave vtedy, ked slovo w konéi pismenom c. Preto L(A) = {wc; w € X+}U{c}. |

PozNAMKA 3.2. Pri $tadiu kone¢nych akceptorov je zvykom stav s, v ktorom je p(s) =
1, vyhlasit za findlny stav. Preto méa zmysel uvazovat o mnozine F' C S, kde F' = {s €
S; u(s) = 1}. Stavy z mnoziny F' sa v grafe kone¢ného akceptora vyznacuji dvojitym
kruhom. V takomto pripade uZz nemusime definovat vystupni funkciu p : S — Z a
pripisovat hodnoty vystupnej funkcie k stavu.

Pri takomto pristupe je konecny akceptor pitica A = (S, X, so, F'), kde vyznam
prvych Styroch zloZiek zostava nezmeneny z povodnej definicie a F© C S. Mnozinu F
nazyvame mnozina finalnych stavow.

Potom jazyk akceptovany akceptorom A je mnozina L(A) = {w € XT; 3\(50, w) € F}.

PRIKLAD 3.9. OpiSeme jazyk L(A), ktory akceptuje akceptor dany grafom na obr. 14.
Riedenie. Z grafu vyplyva, ze X = {a,b} a F = {s1}. Teda w € X' bude akceptované

~

prave vtedy, ked §(sg, w) = s1. Z grafu je zrejmé, Ze (sg, w) = s1, prave vtedy, ked slovo
w konéi pismenom a. Preto L(A) = {a} U {wa; z € X}, |
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zaciatok

OBR. 14. Graf akceptora z prikladu 3.9

PRIKLAD 3.10. Uvazujme o abecede X = {0,1,...,9}. Slova zapisané v tejto abecede
budeme pokladaf za ¢isla vyjadrené v desiatkovej ststave. V. X sa budu vyskytovat aj
slova, ktoré zac¢inaju 0. Napriklad 008 je iné slovo ako 08, a to je iné slovo, ako je 8. Ale
v desiatkovej ststave budt tieto slovéa reprezentovat to isté ¢islo.

Teraz zostrojime akceptor, ktory bude akceptovat préave tie slova (&isla), ktoré st delitelné
troma.

Riesenie. Vieme, Ze ¢islo je delitelné troma prave vtedy, ked stcet jeho cifier je delitelny
troma, resp. sucet cifier po deleni troma dava zvysok 0. Preto méa zmysel uvazovat o troch
stavoch:

e 5y zodpoveda situacii, ked stcet cifier po deleni troma déva zvySok 0.
e s, zodpoveda situécii, ked stcet cifier po deleni troma dava zvysok 1.
e s, zodpoveda situécii, ked stcet cifier po deleni troma dava zvysok 2.

Pretoze na zac¢iatku mozeme pokladat sucet cifier za nulovy, bude sy zaciatoény stav.
Slovo w bude akceptované iba vtedy, ked zvySok po deleni stuétu cifier ¢islom tri je nulovy.
Preto sg bude aj jediny findlny stav. Teda I’ = sy. Graf hladaného akceptora je na obr. 15.
V tomto grafe sme pre prehladnost kreslili vzdy iba jednu hranu, ktora spaja dva vrcholy,
pritom sme k nej pripisali v8etky vstupné pismend (éislice), ku ktorym patria prislusné
hrany. |

zaciatok

OBR. 15. Graf akceptora z prikladu 3.10
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PRIKLAD 3.11. V tomto priklade dokdZeme, Ze neexistuje konecény akceptor, ktory
v abecede Z = {a, b} akceptuje jazyk L = {a"b"; n=1,2,...} = {ab, aabb, aaabbb, . .. }.

Riesenie. Predpokladame, Ze existuje akceptor A = (S, X, 4, so, F), ktory akceptuje
jazyk L. To znamend, Ze 0(sg,w) € F prave vtedy, ked existuje prirodzené ¢islo n také,
ze w = a™b". Vo zvySnych pripadoch (sg, w) ¢ F.

Nech mnozina stavov akceptora ma m prvkoAv. Uvaiujmfz\ oslove w = a' = aa...a,
kde i > m. Potom §(sg,a) = 6(sg,a') = s, d(sg,aa) = 6(sp,a?) = d(sW,a) = 5P,
5(s0,aaa) = 8(so,a3) = 6(s@,a) = s®, ..., §(so,a’) = 5. Pretoze roznych stavov
je iba m a i > m, medzi stavmi s, s® .. 5% musia existovat aspoinn dva rovnaké
stavy. Teda existuju prirodzené cisla q,r, take 7e 59 = s(M a ¢ # r. Pre jednoduchost
predpokladajme, Ze r < . Potom plati d(so,a”b") € F a 0(sq, a?b™) ¢ F. Ale

6(50,arbr) = 5(5(30,a ),b0") = 6(5 )b = 6(5 )b = 6(5(so,aq),br) = 5(30,aqbr).

To uz dava pozadovany spor. To znamend, ze akceptor, ktory by akceptoval jazyk L,
neexistuje. |

3. Zakladné pojmy v tedrii koneé¢nych automatov

V nasledujucich castiach sa budeme v prevaznej miere zaoberat iba Mealyho auto-
matmi. Pretoze ku kazdému Moorovmu automatu existuje silno ekvivalentny Mealyho
automat, mozeme prostrednictvom tejto ekvivalencie preniest znalosti z oblasti Mealyho
automatov do oblasti Moorovych automatov.

DEFINicIA 3.8. Nech A = (S, X, Z,§,\) je automat. Nech A" = (5", X', Z", 0", \)
je taky automat, ze S’ C S, X' € X, Z/ C Z a pre funkcie &' : ' x X' — S a
NS x X' — 7' plati: pre kazdé © € X' a kazdé s € S je §'(s,z) = 0(s,x) € 5" a
N(s,x) = A(s,z) € Z'. Potom automat A’ nazgvame podautomat automatu A.

PRIKLAD 3.12. Uvazujme o automate, ktory je dany grafom na obr. 16, cast a). Je
zrejmé, ze jeden z jeho podautomatov je aj dany automat. Kazdy podautomat, rozny od
daného automatu, budeme nazyvat vlastny podautomat. Ak vstupna abeceda obsahuje
viac ako jedno pismeno, vlastny podautomat mdZzeme ziskat tak, Ze asporn jedno pismeno
zo vstupnej abecedy vynechame. V nasom priklade mézeme ziskat dva vlastné podauto-
maty tym, Ze vynechdme bud vstupné pismeno a, alebo vstupné pismeno b. Na grafe sa
to prejavi vynechanim hran, ktoré st ohodnotené prislusnym vynechanym pismenom.

Ak v tomto priklade chceme ziskat podautomat, ktory mé menej stavov ako povodny
automat, mozeme uvazovat len o vynechani stavu, do ktorého nevchadzaju hrany ohod-
notené vsetkymi vstupnymi pismenami. V nasom priklade z toho dévodu nemozeme vy-
nechat stav T'. V pripade, Ze vynechame stav R, musime vynechat aj vstupné pismeno b,
lebo do stavu R vchadzaju hrany ohodnotené tymto pismenom. Graf tohto podautomatu
je na obr. 16, ¢ast ¢). Podobne ak chceme vynechat stav S, musime vynechat vstupné
pismeno a. Graf prislusného podautomatu je na obr. 16, ¢ast b). Je zrejmé, ze automat,
ktory je na obr. 16, ¢ast c¢), ma vlastny podautomat, ktory ziskame vynechanim stavu S.
Graf tohto podautomatu (ktory je podautomatom aj pévodného automatu) je na obr. 16,
Cast d). |

Teraz ukazeme priklad automatu, ktory nemé vlastny podautomat. Z predoslého pri-

kladu je zrejmé, Ze vstupné abeceda takéhoto automatu musi obsahovat jediné pismeno.

PrIKLAD 3.13. Na obr. 17 je graf automatu, ktory neobsahuje vlastny podautomat.
Tento vysledok je dost zrejmy, lebo vstupné pismeno je jediné, preto ho vynechat nemo-
zeme. Podobne je to aj s vystupnym pismenom. Ziadny zo stavov vynechat nemozeme,
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alq

a/q
alo

c) d)
OBR. 16. Graf automatu z prikladu 3.12

lebo do kazdého stavu vstupuje hrana ohodnotend (jedinym) vstupnym pismenom, ktoré
|

nemozeme vynechat.

X/a

OBR. 17. Graf automatu z prikladu 3.13

Ako sme si uz mohli v8imnuf, pojem podautomat, tzko suvisi s pojmom podgraf
grafu. Teraz sa budeme zaoberat pojmami, ktoré stvisia s pojmom suvisly i silno stuvisly
orientovany graf.

DEFINICIA 3.9. Nech A = (S, X, Z,0, ) je automat. Budeme hovorit, ze stav s € S
je dosiahnutelny zo stavu t € S, ak bud s = t, alebo existuje w € X' také, ze

s = g(t, w).
Automat A sa nazyva suvisly automat ak existuje stav s € S, z ktorého je kazdy

stav automatu dosiahnutelny.
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Automat A sa nazyva silno suwisly, ak z kazdého stavu tohto automatu je kazdy iny
stav dosiahnutelny.

PRIKLAD 3.14. Na obr. 18 je graf suvislého automatu, ktory nie je silno stvisly (stav
1 nie je dosiahnutelny zo stavu rézneho od stavu 1).

X/a x/b
X/a

OBR. 18. Graf stivislého automatu

Na obr. 19, ¢ast a), b) uvddzame grafy automatov, ktoré nie st stvislé. VSimnime
si, Ze automat, ktorého graf je v Casti b), nie je suvisly aj napriek tomu, ze jeho graf sa
sklada iba z jednej casti.

@

“ly b,

oM O
a) b)

OBR. 19. Priklady grafov, ktoré nie st suvislé

Na obr. 20 uvadzame graf silno suvislého automatu (silnejsie st vyznacené hrany, ktoré
ukazuji moznost dosiahnut kazdy stav z hociktorého iného stavu). [ |

OBR. 20. Graf silno stvislého automatu

VETA 3.1. Nech je automat A = (S, X, Z, §, \), ktorého mnozina stavov ma n prvkov.
Ak stav s je dosiahnutelny zo stavu ¢, pricom s # t, potom existuje slovo w € X+t dlzky

o~

mensej ako n (|w| < n — 1), ktoré toto dosiahnutie sprostredkuje (6(¢,w) = s).
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~

Dokaz. Nech s € S, s # t. Nech existuje w € X+ také, Ze §(t,w) = s. To znamena,

%e mnozina M = {w € XT:5(t,w) = s} nie je prézdna. Nech K = min{|w|; w € M}
(je to dizka najkratsieho slova, ktoré sprostredkuje dosiahnutelnost stavu s zo stavu t).
Predpokladajme, ze K > n. Nech wg € M je také, ze |wo| = K (wyp je najkratsie mozné
slovo, ktoré sprostredkuje dosiahnutelnost stavu s zo stavu t). Nech wy = 2! ... z%. Tuato
situdciu znazornujeme na obr. 21.

OBR. 21. Ilustracia dokazu vety 3.1

V tejto schéme sa nachddza K + 1 stavov, pricom K > n. KedZze pocet roznych stavov
je m, musia sa v postupnosti t = 5%, s, 52, ..., %71 s = 5 nachadzat aspon dva stavy,
ktoré sa navzajom rovnaju. Preto musia existovat dve prirodzené ¢isla p, g také, ze s? = s4.
Pritom bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze p < ¢. Teda v grafe daného

automatu musia existovat hrany spajajuce stavy t a s tak, ako je to znédzornené na obr. 22.

(6, 2tz? . aP), a0 2 = (¢ 2t a2 R,

Z toho vidime, ze na dosiahnutie stavu s zo stavu ¢ staci slovo z'2? ... zP2?t ... ¥ ktoré
ma dlzku K — (¢ — p) < K. To je spor s predpokladom, Zze K je najmensia mozna dlzka
slova, pomocou ktorého je mozné dosiahnuf stav s zo stavu t. Preto musi byt K <n. O

Na nasledujticom (velmi jednoduchom) priklade ukazeme, Ze odhad urobeny v predos-
lej vete sa uz nedé zlepsit.

PrIkKLAD 3.15. Uvazujme o automate, ktory je dany pomocou grafu na obr. 23. Tento
automat je silno suvisly a obsahuje 3 stavy, teda n = 3. Vidime, Ze na dosiahnutie stavu
s3, zo stavu sy, treba slovo zz (6(sy, 7x) = s3). Toto slovo m4 dizku 2 = n — 1. |
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X/O
X/ */1

OBR. 23. Graf automatu z prikladu 3.15

4. Neuplne Specifikované (nedeterministické) automaty

Problematiku netplne $pecifikovanych automatov uvedieme na priklade.

PRIKLAD 3.16. v informa¢nom kandli prendSame dva symboly A a B, ktoré su za-
kédované znakmi 1 a 0. Aby sme zvysili bezpecnost dekédovania, pridavame k tymto
kédovacim znakom esSte dva znaky 0 a 1 tak, aby 1 znacila zaciatok prenasanej trojice a
0 koniec prenasanej trojice. Potom A je zakédované trojicou 110 a B trojicou 100.

Na vystupe tieto trojice dekédujeme pomocou blokového dekddera a jedine trojici 110
pri dekédovani priradime znak A a jedine trojici 100 priradime znak B. Vo zvys$nych
pripadoch ide o chybny prenos.

Teraz opiseme toto dekédovacie zariadenie ako inicidlny automat.

Riesenie. Trojicu zacneme dekédovat v zaciatonom stave sg. Ak sa v tomto stave na
vstupe dekédera objavi 0, vieme, Ze ide o chybny prenos. Vtedy mozeme bud dekédovanie
trojice prerusit tak, Ze v stave sq pri vstupe 0 nebudeme definovat dalsiu ¢innost, alebo
hned na zaciatku definujeme stav P = pasca, do ktorého budi viest hrany ohodnotené
vstupnym pismenom, ked budeme vediet, Ze ide o chybny prenos. V takom pripade sa uz
zo stavu P pri nijakom vstupnom pismene nedostaneme.

Ak v stave sg sa na vstupe dekddera objavi pismeno 1, je mozny bezchybny prenos, ¢o
vyznacime prechodom do nového stavu s;. Vystup nas v tomto pripade eSte nezaujima.
Preto ho nemusime definovat. V stave s; pri vstupe 1 je predpoklad, Ze bol vyslany signal
A. To zachytime definovanim nového stavu s,. Ak v stave s, je na vstupe 0, je predpoklad,
ze bol vyslany signal B. To bude zaznamenané stavom s3. V oboch pripadoch vystup este
nie je zaujimavy. Prenos signalu A alebo B bude potvrdeny, ak v stave s, alebo s3 na
vstupe objavi 0. V opa¢nom pripade pojde o chybny prenos. Na obr. 24, ¢ast a) graficky
znazornujeme proces dekddovania v pripade, Ze pri chybnom prenose zastavime ¢innost
dekédera. V obr. 24, ¢ast b) sme graf z obr. 24, ¢asti a) doplnili na graf automatu tym,
ze v pripade chybného prenosu budt hrany smerovat do pomocného stavu P, z ktorého
sa uz nedostaneme.

Okrem pripadu, ked treti znak v trojici na vstupe dekddera sa rovna 0, vystup nés
v tomto priklade nezaujima. Pri prvom pristupe ho nespecifikujeme. Pri druhom pristupe
priddme pomocné vystupné pismeno z.

Aj pri prvom pristupe sme ¢innost dekédera opisali podobne ako v pripade automatu,
len prechodové a vystupna funkcia neboli definované v kazdom bode. V tomto pripade to
boli iba parcialne funkcie. [ |

DEFINICIA 3.10. Nedplne Specifikovangm (nedeterministickym) automatom na-
zyvame piticu A = (5, X,7Z,0,)), kde S, X, Z st konetné mnoziny stavov, vstupov,
vystupova d : S x X — Sa): S x X — Z st parcidlne funkcie (nie st definované
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a)

OBR. 24. Graf dekddera z prikladu 3.16

b)
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pre kazdu dvojicu (s,z) € S x X). Funkcie 0 a A nazyvame prechodovd a vystupnd
funkcia neuplne specifikovaného automatu.

Pri prvom pristupe sme na opis dekddera z prikladu 3.16 uz vlastne pouzili netiplne
Specifikovany automat. Jeho tabulku uvadzame v tabulke 6, ¢ast a).

TABULKA 6. Tabulky automatu z prikladu 3.16

A

o

0 1

S0
S1
S2

53

S3
S0

S0

S1

59

S0
S1
52

S3

P S1

S3 S

[\

50
S0

P

el ilae!

S 3 ww I U SN =)

a)

) A
0 1|0 1
So |- s1|- -
S1|83 So|- -
Solsg - |A -
s3|sy - | B -
b)

@]
~

V netplne specifikovanych automatoch pri nedefinovanych stavoch a vystupoch sa
prakticky vyskytuji len dve moznosti. Bud je prechod zakizany pomocou technickych
prostriedkov pri fyzikalnej realizacii, alebo v tychto pripadoch stav alebo vystup nie st

zaujimavé a mozeme ich lubovolne dodefinovat.

V kazdom pripade moéZeme o neuplne $pecifikovanych automatoch uvazovat ako o
konecénom automate, ked znak ,-“ prijmeme za novy stav a aj novy vystupovy symbol.
V takom pripade hovorime o rozsirenom automate. Opis dekédera z prikladu 3.16
ako rozsireného automatu uvadzame v tabulke 6, ¢ast b). VSimnime si, Ze tento pristup
zodpoveda nasmu druhému pristupu k opisu dekddera v priklade 3.16 ako ku konec¢nému
automatu, ktory vznikol z nekompletne Specifikovaného automatu pomocou doplnenia
mnoziny stavov stavom P a mnoziny vystupnych pismen pomocnym znakom z. Tento
opis dekédera uvadzame v tabulke 6, ¢ast c).
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Ak uvazujeme o netplne $pecifikovanom automate ako o automate, v ktorom moézeme
nespecifikované stavy a vystupy Iubovolne doplnit, potom sa vela problémov z tedrie
automatov d4 pomocou neuplne Specifikovanych automatov znacne zjednodusit. Tento
pristup k netplne $pecifikovanym automatom budeme dosledne zachovavat. Netplne Spe-
cifikovany automat bude iba kostra kone¢ného automatu, ktorej konstrukcia vyplynie zo
zadania tlohy. Tuto kostru vzdy doplnime na kone¢ény automat. Preto ak budeme pouzi-
vat pojmy, ktoré definujeme pre konec¢né automaty, pri praci s netplne $pecifikovanymi
automatmi budeme maft vzdy na mysli vysledny automat, na ktory tento netplne Speci-
fikovany automat doplnime.

Sme si vedomi toho, Ze tento pristup je znaénym (a nie vzdy vhodnym) zjednodusenim
problematiky neuplne $pecifikovanych automatov. Pri netuplne Specifikovanych automa-
toch je zlozity postup pri redukcii automatu.

5. Ekvivalencia automatov

V tejto Casti sa budeme zaoberat automatmi, ktoré ako reakciu na rovnaké vstupné
slovo st schopné generovat rovnakt vystupni postupnost. Preto budeme uvazovat o au-
tomatoch, ktoré maju spolo¢né vstupné a aj vystupné abecedy.

DEeFINicCIA 3.11. Nech A = (S, X, 7,04, 4) a B= (T, X, Z,0p, A\g). Budeme hovorit,
ze stavy s € SateT st ekvivalentné, ak pre kazdé vstupné slovo w € X7 je
Aa(s,w) = Ap(t,w).

V pripade, Ze s a t st ekvivalentné stavy, budeme pisat s ~ t.

PRIKLAD 3.17. Nech A = {{R,T'},{a,b},{0,1},04,Aa} a B = {{r,s,t},{a,b},{0,1},
dp, Ap} st automaty, ktorych grafy uvadzame na obr. 25.

Cl/l

OBR. 25. Grafy automatov z prikladu 3.17

Uvazujme o stavoch R a t. Z grafov automatov vidime, ze A4 (R,a) =1 # 0 = A\g(t, a).
Preto je zrejmé, ze R a t nie st ekvivalentné stavy (piSeme R o t).
Teraz sa pokusime dokézaf, ze R a r st ekvivalentné.

Riesenie. Uvazujme o vystupnych postupnostiach XA(R, w) a /):B(T, w) pri lubovol-
nom w € X . Ak vstupné slovo w zaéina postupnostou vstupnych znakov a, potom obe
vystupné postupnosti zac¢inaju postupnostou jednotiek a oba automaty zostavaju v po-
vodnych stavoch. Po prvom vstupnom pismene b zmenia oba automaty stav a vystup sa
este stale rovna jednej. Pri dalSich znakoch b oba automaty menia stav z T' na R, resp.
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z t na r a vystup z 1 na 0. Pri nasledujicom a, ak st v stave R, resp. r, sa situacia
opakuje. Ak st v stave T', resp. t, prvy ostane v stave T a druhy automat strieda stavy ¢
a s. V oboch pripadoch st vsak vystupy stale rovnaké a rovnaju sa 0. Nasledujtci znak
b sposobi prechod do stavu R v prvom automate a do stavu r v druhom automate. Pri
tomto prechode sa vystup v oboch pripadoch rovna 0. Potom sa uz situacia opakuje.
R Tak sme dost zlozitym a neprehladnym spdsobom dokéazali, Ze pre kazdé w € X je
A(R,w)=Ap(r,w) a teda r ~ R.

Uvedeny dokaz ekvivalencie stavov bol dost neprehladny a bol zaloZeny na nahode.
V nasledujtcej Casti opiSeme algoritmus, pomocou ktorého sa daju systematicky vyhla-
davat ekvivalentné stavy. [

PozNAMKA 3.3. O ekvivalencii dvoch stavov mé zmysel hovorit aj v tom pripade, ked
automat A je zhodny s automatom B. V pripade, Ze s a t su stavy toho istého automatu
a s ~ t, budeme pisat sEt.

Vsimnime si, ze takto definovana relacia £’ na mnozine stavov .S automatu A je naozaj
relacia ekvivalencie (je zrejmé, Ze je reflexivna, symetrickd a tranzitivna). Tato ekviva-
lencia indukuje rozklad na mnoZine stavov S. Tento rozklad budeme znacit rovnako ako
ekvivalenciu, ktora ho indukuje, teda znakom F.

Pri fyzikélnej realizécii automatov uvidime, Ze zlozitost (a teda aj cena) fyzikdlnej re-
alizacie automatu zavisi od poctu jeho stavov. Pretoze dva ekvivalentné stavy na vstupné
slovo reaguju rovnakou vystupnou postupnostou riadiacich signalov, nie je ekonomické
pracovat s automatmi, ktoré maju vela ekvivalentnych stavov.

DEFINiCIA 3.12. Automat A nazyvame redukovany automat, ak Tubovolné dva jeho
rozne stavy nie su ekvivalentné.

PRIKLAD 3.18. Ukézeme, ze automat dany grafom na obr. 26 je redukovany.

X/O

OBR. 26. Graf automatu z prikladu 3.18

Riesenie. V danom automate existuje jediné vstupné slovo dizky 1. Je to w = x. Pre
toto slovo dostdvame A(s1, 2) = A(s2,2) = A(s3, @) = 0 # 1 = A(s4,2), teda sq 7 51, 53, 53.
Pre slovo dlzky dva dostavame: )\(31,3:1’) = )\(32,9:3:) =00 # 01 = )\(33,3333) Cize s3 o
s1, 59. Dalej )\(31, zxz) = 000 a )\(52, zxx) = 001. Preto aj s; +¢ se. Z toho uz vyplyva, Ze
automat je redukovany. [ |

DEFINICIA 3.13. Nech A = (S, X, 7,04, 4) a B = (T, X,Z,0p,\g) s automaty.
Nech ku kazdému stavu s € S existuje stav ¢t € T, ktory je s nim ekvivalentny. Nech
aj naopak pre kazdé t € T existuje s € S také, 7e t ~ s. Potom budeme hovorit, Ze
automaty A a B st ekvivalentné.
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7 definicie ekvivalencie automatov A a B vyplyva, Ze tieto automaty st ekvivalentné
prave vtedy, ked existuja funkcie f; : S — T a fo : T — S také, Ze pre kazdé s € S a
kazdé t € T je s ~ fi(s) at ~ fo(t).

Teraz chceme ku kazdému automatu A priradit redukovany automat Agr, ktory bude
ekvivalentny s automatom A. Pri plneni tohto ciela ndm v znacnej miere pomoze tato
uvaha.

Nech A = (S, X, 7,04, \a) = B=(T,X, Z,p, A\p) st ekvivalentné automaty (budeme
pisat A ~ B). Na mnozZine S je definovana ekvivalencie 4 pomocou podmienky rFE s
prave vtedy, ked pre kazdé w € X je /):A(T, w) = /):A(S, w). Podobne na mnozine stavov T’
je definovana ekvivalencia Eg. Tieto ekvivalencie indukuji na mnozinach S a T rozklady
na triedy ekvivalencie F4 = {A;,..., A} a Ep ={By,...,B,}.

Pretoze A ~ B, musi ku kazdému s € S existovat t € T' s vlastnostou s ~ t. Predpo-
kladajme, Ze pre dva prvky r,s € Sjer ~ta s ~t (t € T). Potom pre kazdé w € X+
plati: /)\\A(r,w) = XB(t, w) = /):A(S, w). Z toho uz vyplyva, Ze rFEy4s, a teda r, s lezia v tej
istej triede ekvivalencie F 4. R R R

Naopak. nech rEss a r ~ t. Potom z podmienky A4(s,w) = A(r,w) = Ap(t,w)
vyplyva, ze s ~ t.

Tym sme dokazali, ze pre kazdé t € T existuje taka trieda A; ekvivalencie F,, ze
pre kazdé s € A; je s ~ t, teda A; = {s € S;s ~ t} Ale k prvku t existuje aj trieda
Bj ekvivalencie Eg, v ktorej sa tento prvok nachadza. Potom pre kazdé v € B; a kazdé
s € A; dostavame uEpgt a t ~ s. Z toho dostédvame u ~ s.

To znamend, Ze pre kazdu triedu A; ekvivalencie F4 existuje (prave) jedna trieda
B;j ekvivalencie Ep, takd ze pre kazdé s € A; a kazdé t € B; je s ~ t. Je zrejmé, Ze
plati aj opacné tvrdenie. To znamend, ze medzi rozkladmi 4 = {Ay,..., A} a Eg =
{By,...,B,} existuje bijekcia f : E4 — FEp. Preto m = n a bez ujmy na vSeobecnosti
mozeme oznacit f(A;) = B;. (Precislujeme triedy ekvivalencie Ep tak, aby f(A;) = By,
f(Ay) = Bs, ..., f(A,) = By,.) Toto oznacenie budeme pouzivat aj neskorsie.

Pri definicii redukovaného automatu patriaceho k danému automatu vyuzijeme vetu
tykajtcu sa postupnosti vystupnych pismen, t.j. slov vo volnej pologrupe Z*. Tu chceme
poznamenat, ze slova v kazdej volnej pologrupe st konecéné postupnosti pismen a pre
takéto dve postupnosti plati rovnost prave vtedy, ked tieto postupnosti maji rovnaky
pocet prvkov a prvky na prvych, druhych, tretich, ... miestach uvedenych postupnosti sa
navzajom rovnajui. Z toho vyplyva, ak X+t je Iubovolna volné pologrupa a u = z* ... 2™,
v = yb...y™ st dve slova z tejto pologrupy, potom u = v prave vtedy, ked m = n a
=y prei=1,2,...,m.

V nasledujtcich ¢astiach budeme pre Tubovolny automat A = (S, X, Z, §, \) oznacovat
znakom F (ak bude treba odlisif od iného automatu F4) ekvivalenciu na mnozine stavov

S, ktord je dand podmienkou: aE't prave vtedy, ked pre kazdé w € X7 je X(s, w) = X(t, w).

VETA 3.2. Nech A = (5, X, Z, 4, \) je automat a sEt. Potom d(s,z)Ed(t, z) pre kazdé
reX.

Dokaz. Nech w € X je Iubovolné slovo. Nech sEt. Chceme dokdzaf, Ze pre kazdé
z € X je M6(s,z), w) = A(8(t, z), w).

Nech x € X je Iubovolné vstupné pismeno. Potom zw je slovo z X*. Pretoze sEt,
musi byt X(s, Tw) = X(t, zw). Z toho dostavame A(s, x)X((S(s, x),w) = At, x)X((S(t, x),w).
Pretoze ide o rovnost dvoch slov zo Z*+, musi byt A(s,z) = A(t,z) a A(8(s,z),w) =
X(é(t,x),w). Pretoze w € X bolo Iubovolné slovo, z poslednej rovnosti vyplyva, Ze
d(s,z)Ed(t, z) pre Tubovolné w € X+, O
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Z vety 3.2 dostavame takyto vysledok. Nech A = (S, X,Z,0,)) je automat a F =
{A;,..., A} je rozklad na mnozine jeho stavov, ktory je indukovany ekvivalenciou E.
Ak s,t € A;, pre kazdé x € X existuje j € {1,...,n} také, ze §(s,x),d(¢t,x) € A;. Ak
oznacime §(A;, x) = {0(s,z);s € A;}, z predoslej vety vyplyva, ze pre kazdé A; a kazdé
x € X existuje také A;, ze §(A;, x) C A;.

DEFINICIA 3.14. Nech A = (S, X, Z, 4, \) je automat. Nech Ag = (Sg, X, Z,0r, Ar) je
taky automat, ze Sp = F = {A1,..., A, } a funkcie g : Sp x X — Sg, Ag: Sk x X — Z
st definované takto:

o 0p(A;,x) = A; prave vtedy, ked §(A;, x) C Aj,
e \r(A;,x) = A(s,x) pre lubovolné s € A;.
Potom automat Ag nazyvame redukovany automat (z) automatu A.

Napriek tomu, Ze v nédzve automatu Ag sa nachadza slovo ,redukovany*, redukovanost
tohto automatu budeme musief este len dokazaf.

Je zrejmé, ze vystupné funkcie A g automatu Ap je dobre definovana, lebo pre kazdé
s,t € A; podmienka sEt implikuje A(s,w) = A(t,w) a tato rovnost musi platif aj pre
w=ux¢€cX.

Dalej nech w = z'...2" € X* je Tubovolné slovo. Potom

Nr(Asw) = Ap(4;, 2t ... 2") =
= )\R(AZ',ZLJ))\R((SR AZ $1
= A5, zHA(d(s, 2

~— ~— —~

pre kazdé s € A;.

Z toho vyplyva, 7Ze pre kazdé s € S existuje A; € Sg (prave to A;, pre ktoré je s € A;)
také ze, s ~ A;. Je zrejmé, ze aj pre kazdé A; € Sy existuje s € S také, ze A; ~ s (tito
vlastnost mé kazdé s € A;). Preto A a Ag st ekvivalentné automaty.

Teraz ukdzeme, ze automat Ap je naozaj redukovany automat. Ak ¢ # jas € A;t € A;
potom sKt. Preto existuje w € X+ také, ze A(s,w) # A(t,w). Ale A(s,w) = Ag(A;,w) a
X(t,w) = XR(Aj,w). Preto XR(Ai,w) # XR(Aj,w). Podmienka i # j implikuje A; %4 A;,
¢ize AR je redukovany automat.

Tieto vysledky zhrnieme v tejto vete.
VETA 3.3. Nech A je automat. Automat Ag je redukovany a plati A ~ Ag. OJ

PRIKLAD 3.19. Nech automat A je dany pomocou grafu na obr. 27. Najdeme reduko-
vany automat Apr tohto automatu.

Riesenie. Aby sme tito tlohu rozriesili, potrebujeme najst triedy ekvivalencie. Priamo
z grafu daného automatu dostdvame A(r,z) = A(t,z) = 0 # 1 = A(s, ). Preto r¥s.
V jednej triede ekvivalencie E eSte mozu byt stavy r,t. Pre tieto stavy dostavame:

Ar,x) =0, AMt,z) =0, A(r,y) =0, A(t,y) =0
(r,z)=r,8(t,z) =1, d(r,y) =s, 0(t,y) = s

Z toho vyplyva, Ze pre kazdé w = x'a? ... 2" € X plati:
Ak 2! = z, tak A(r,w) = OA(r, 2% ... 2") = A(, w).
Ak 2! =y, tak X(r, w) = O:\\(S, 2. 2" = X(t7 w).
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X/O
x ' /1
0 Y

OBR. 27. Graf automatu z prikladu 3.19

PretoZe uz inej moznosti niet, je r ~ t. Preto E = {{r,t},{s}} = {r, 1,5} = {A1, A2}.
Preto Ap = ({A1, A2}, {z,y},{0,1},6r, Ar) je automat, ktory je dany pomocou tab. 7.
Jeho graf vidime na obr. 28. [ |

TABUTLKA 7. Tabulka redukovaného automatu z prikladu 3.19

vy
Ay | A /0 Ay/0
Ay | A1 A1

Teraz uz vidime, Ze k danému automatu A vieme néjst redukovany automat Apg,
ak dokazeme najst triedy ekvivalencie E. Zatial sa ukazuje, Ze proces hladania tried
ekvivalencie F nie je finitny. Musime totiz dokdzat, Ze pre nekonecne vela slov w € X+

/0 '@

y/O /l
Yh

OBR. 28. Graf redukovaného automatu z prikladu 3.19
plati ista rovnost. Nie je to, pravdaze, az také komplikované, ako to vyzera. Aby sme sa
o tom presvedd¢ili, budeme definovat nasledujtce oznacenie.

DEFINICIA 3.15. Nech je dany automat A = (S, X, Z,§, \). Budeme hovorit, ze dva
stavy s,t € S st k-ekvivalentné, ak pre kazdé slovo w = 2! ... 2% € X+, dlzky k plati:

s, z' .2 = Azt ).

V takomto pripade budeme pisat sFjt.
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Pomocou definicie 3.15 sme na mnozine stavov S pre kazdé k = 1,2, ... definovali re-
laciu Ej. Je dost zrejmé, ze kazda z tychto relécii je reflexivna, symetrickd a tranzitivna.
Preto je to ekvivalencia. Teda na mnozine S mame postupnost ekvivalencii E1, Fs, ... a
eSte aj ekvivalenciu E. Aky je medzi tymito ekvivalenciami vztah, to ukdZeme v nasledu-
jucich vetach.

VETA 3.4. Nech A = (S, X,Z,6,)\) je automat. Potom Ej,; C Ej. To znamend, Ze
podmienka sFEj it implikuje sEyt pre k =1,2,....

Ek Ek—H

A PATA

OBR. 29. llustracia dokazu vety 3.4

Dékaz. Predpokladajme, ze sKjt. Teda existuje slovo w € X7T dlzky k také, ze
X(s,w) + /):(t, w). Nech z € X je lubovolné vstupné pismeno. Potom wz je slovo dizky
kE+1a

s, wz) = A(s, w)A(S(s,w), z) £ A(t, w)AG(t,w), 2) = N(t, wz).
Z toho vyplyva, 7ze sKjit, takze sE.t je nutnou podmienkou sE; t. Tym je veta 3.4
dokéazana. 0

7 vety 3.4 vyplyva, ze kazda trieda ekvivalencie Ej; lezi v nejakej triede ekvivalencie
Ej.. V takomto pripade hovorime, ze prislusny rozklad FEj.; je zjemnenim rozkladu FEj
(pozri obr. 29).

Pre postupnost Ey, Es, ... sme dostali nekone¢ny pocet inkluzii, ktoré mozeme vyjad-
rit takto: Fy D Fy D FE3 D .... Je myslitelné, Ze v tejto postupnosti sa dve ekvivalencie
rovnaju, teda ze tieto inkltzie maju nasledujuci tvar: £y D Ey D --- D Ep_ 1 = Ey D
Eiy1 D .... Dokdzeme vetu, z ktorej vyplyva, ze v takomto pripade uz vsetky dalSie
inkltzie, po¢nic prvou rovnostou, mdézeme nahradit rovnostami.

VETA 3.5. Nech A = (S,X,7Z,0,)) je automat sEyt. Potom pre kazdé x € X je
d(s,x)Ex_10(t, ).

Dokaz. Nech w € X je slovo dizky k—laxelXje Tubovolné pismeno. Potom zw
je slovo dlzky k. Nech sEjt. Potom A(s, zw) = A(t, 7w). Z toho uz dostavame

~ ~

A(s, 2)N(0(s,x),w) = Nt, 2)A(d(t, z), w).

Pretoze ide o rovnost dvoch slov vo vystupnej abecede, musi byt A(s,z) = A(t,x) a
AO(s,z),w) = AN0(t,x),w). Z poslednej rovnosti uz dostavame (s, z)Ey_16(t,x) pre
kazdé z € X. |

Teraz uz mozeme vyslovit a dokdzat vopred ohlasent vetu.

VETA 3.6. Nech A = (S,X,Z,0,\) je automat. Nech k& > 2 a F,_; = Ej, potom
Ey = Epqa.
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Dokaz. 7 vety 3.4 vyplyva, Ze za predpokladu Ey_; = E) sta¢i dokdzat Ey C Eyiq.
Potom z inkltzie F; D Fj1, ktort nam dava veta 3.4, uz dostavame pozadovani rovnost.

Nech k > 2 a Ey_; = Ejx. Nech sEjt. Potom z vety 3.5 vyplyva, ze §(s, z) Ex_10(t, z)
pre kazdé = € X. Z rovnosti Ey,_; = Ej, teraz dostavame, ze (s, x)Ed(t,z) pre kazdé
z € X. Nech w € X1 je lubovolné slovo dizky k + 1. Toto slovo si mézeme napisaf v tvare
w = zv, kde € X a v je slovo dlzky k. Potom

(s, w) = A(s, 2v) = A(s, 2)A(8(s, z), ).

Pretoze je sEyt, je aj sEqt. Z toho vyplyva, ze A(s,x) = (¢, z). Z podmienky d(s, z) Exo(t, x)
dostavame A(d(s, z),v) = \(0(t, x),v). Preto

s, w) = A(s, 2)A(0(s, ), v) = A, 2)MS(L, 2),v) = A(t, 2v) = (£, w).
Teda sEy1t. Tym je veta 3.6 dokazana. [

Ak Ej_, = Ej, potom Ej = Ey,1. Z tejto rovnosti dalej vyplyva, ze Ey 1 = Ej,o atd.
Nech Ej_, = E}, potom

ElDEQD"'DEkflek:Ek+1:Ek+22....

Ak je teraz sEj,_it, stavy s, t davaji rovnaké vystupné postupnosti na slova dizky 1,2, .. .,
k— 1,k k+1,k+2,.... Tieto dva stavy davaji rovnaké vystupné slovo pre fubovolné
slovo w € X ™. Preto v tomto pripade je Ej_; = E = E41 = F.

Teraz sa nam nukaju dve otazky:

1. Musi existovat také k, aby Ey_1 = E}7
2. Ak také k existuje, pre ako velké k plati E_; = E,?

Pokusime sa dat odpoved na tieto otazky. Nech A = (S, X, Z, d, \) je automat, ktorého
mnozina stavov S = {sy,...,$,} ma n prvkov. Vieme, ze plati £y D Ey D E3 D --- D
D FE, D ....Nech E; # F,. Nech rozklad E; pozostava z najhrubsieho mozného delenia
mnoziny stavov, ktoré pozostava z jedinej triedy. Potom rozklad Ey musi pozostavat aspor
z dvoch tried. Ak by vsetky rozklady az po rozklad E, boli navzajom rézne, rozklad E,
musi pozostavat aspon z n tried, ¢o uz musia byt jednoprvkové triedy. Pretoze rozklad
E, uZ nie je mozné zjemiiovat, nutne musi platit £, = F,,1 = E, 12 = .... UkdZeme, Ze
eSte aj tento odhad ide o trochu zlepsit.

Predpokladajme, ze F, pozostava len z jednej triedy. Teda pre kazdé s,t € S a kazdé
r € X je M(s,x) = A(t, ). Uvazujme teraz o fubovolnom slove xy, ktoré ma dizku 2. Pre
kazdé s,t € S je

s, 2y) = (s, )AB(s, 2),y) = AL, 2)A6S(t, ), y) = A(t, ).

To znamena, Ze aj rozklad Fs ma iba jednu triedu, a tak, £y = Fy = E. Z toho dostavame:
Bud E; pozostava iba z jednej triedy, a £y = E, alebo F; méa aspon dve triedy. Pre
ekvivalenciu F, teraz dostdvame: Bud Ey = Eq, alebo Ey mé asporn tri triedy. Podobne
pre ekvivalenciu F3 dostavame: Bud FE3 = Fj, alebo F3 ma aspon Styri triedy. Tak
postupujeme az po ekvivalenciu E,,, pre ktort méame: Bud E,, = E,,_;, alebo E,, mé aspon
n + 1 tried. Pretoze S ma iba n stavov, nie je poslednd moznost realna. Preto v kazdom
automate, ktory ma n stavov, musi byt E,_; = E,. Tym sme dokazali nasledujtcu vetu.

VETA 3.7. Nech A = (S, X, Z,0, \) je automat, ktorého mnozina stavov ma n prvkov.
Potom sEt prave vtedy, ked pre kazdé vstupné slovo w € X+, ktoré ma dlzku n — 1, je
A(s,w) = A(t,w). O
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OBR. 30. Graf automatu z prikladu 3.20

PRIKLAD 3.20. OpiSeme ekvivalenciu E v automate, ktory je dany grafom na obr. 30.

Riesenie. Dany automat ma styri stavy. Preto v tomto priklade je £ = Fs3. Aby sme
nasli triedy ekvivalencie 3, potrebujeme mat prehlad o vSetkych vystupnych slovich,
ktoré st reakciami na vstupné slova dlzky 3. V tabulke 8 uvadzame hodnoty A(g,w) pre
kazdy stav g € {r,s,t,u} a pre slova w dlzky 3.

TABULKA 8. Tabulka vystupnych slov dlzky 3 z prikladu 3.20

aaa aab aba baa bba bab abb bbb
r | 111 110 101 111 101 110 101 101
s |[111 110 101 011 011 010 101 010
111 110 101 011 011 010 100 010
w|111 110 101 011 001 010 101 000

Zo stlpca patriaceho k slovu baa vyplyva, ze rEs, rEt, rEu. Zo stlpca patriaceho
k slovu bba vyplyva, ze sEu, tFu. Stlpec patriaci slovu abb implikuje sEt, takze E =
{7, s,t,u}. To znamen4, Ze dany automat je redukovany a je zhodny so svojim automatom
Ag. [ |

Postup uvedeny v priklade 3.20 by bol ,trochu® zdlhavy uz napriklad v pripade, ked
mnozina stavov ma 10 prvkov a vstupna abeceda tri pismena. V takomto pripade pocet
slov, ktoré maji dizku 9 je 39 = 19683. To je pocet stipcov v tabulke, ktord mé 10 riadkov,
¢ize by bolo treba uvazovat o 196830 vystupnych slovéch.

Pri postupnom generovani ekvivalencii Fj s vyhodou vyuzivame tato vetu, ktord ma
velky prakticky vyznam pri rieSeni prikladov.

VETA 3.8. Nech A = (S, X, Z, 4, \) je automat. Potom pre fubovolné s,t € S a kazdé
xr € X plati:

sEy1t prave vtedy, ked sEjt a stcasne 0(s,x)ERd(t, ).

Dokaz.

a) Z vety 3.4 a 3.5 vyplyva, Ze predpoklad sEj 1t implikuje sEyt a 0(s,x)Exd(t, )
pre kazdé x € X

b) Nech sEjt a sucasne 0(s, x) Exd(t, z) pre kazdé x € X. Pretoze Fy D Ey, je za tohto
predpokladu st a stcasne 0(s, z)Exd(t, z). Nech w € X+ Tubovolné vstupné slovo dlzky
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k + 1. Toto slovo si moZeme napisaf v tvare w = zv kde z € X a v € X7 je slovo dlzky
k. Preto

s, w) = A(s, 2v) = A(s, 2)A((s, 2),v) = AL, 2)AS(t, ), v) = A(t, 2v) = A(t, w).
Teda sEj.t. Tym je veta 3.8 dokazané. 0J
PRIKLAD 3.21. Nech A = (S, X, Z,0, ) je automat, ktory je dany pomocou tab. 9.

Najdeme redukovany automat Agr tohto automatu.

TABULKA 9. Tabulka automatu z prikladu 3.21

4] A

T ylxr y
112 1]0 1
21 3]0 0
313 4]0 1
414 4]0 1
512 210 0

Riesenie. Najprv najdeme triedy ekvivalencie E. Triedy ekvivalencie F; moézeme po-
pisat priamo z tabulky daného automatu.

Vidime, ze A\(1,2) = A(3,2) = A(4,z) =0, A\(2,2) = A(5,2) =0, A(1,y) = A(3,y) =
=\4,y) =1, AM(2,y) = A(5,y) = 0. Preto E; = {1,3,4,2,5}.

Teraz opiseme triedy ekvivalencie Fs. Vyuzijeme podmienku F; O FEs. Preto musime
rozhodnit len o tychto otazkach: 1) 1FE;37 2) 1FE247 3) 3E247 4) 2E557 Zaéneme prvou
otazkou. Aby sme na tito otdzku dali odpoved, staci vySetrit, ¢i: 6(1, z) £19(3, x) a stCasne
d(1,y)E10(3,y). Nemusime totiz zistovat, ¢i 1E;3, lebo vSetky dvojice sme vybrali tak,
aby préave tito podmienku spliiali. Z tabulky daného automatu méme: 6(1,7) = 2 a
§(3,7) = 3. 23 preto 1253. Dalej uz budeme pisat strucnejsie.

1547 Méame: 0(1,x) = 2, 6(4,x) = 4, 2B{4, preto 1254.
3F47 Méame: §(3,x) =3, 6(4,x) =4, 3E14, 0(3,y) =4, 6(4,y) = 4, 4E14, preto 3E,4.
2F557 Mame: 6(2,2) =1, 6(5, ) = 2, 1L B2, preto 2555.

Teda Ey = {1,3,4,2,5}.

Aby sme nasli triedy ekvivalencie FE3, staci rozhodnut iba o tom, ¢i 3FE34. Mame
d(3,2) =3, 0(4,x) =4, 3Ex4, §(3,y) =4, 0(4,y) = 4, 4F»4, preto 3E34. Z toho vyplyva,
7e B3 = {1,3,4,2,5} = Ey = E. Ozna¢me triedy ekvivalencie E takto: A; =1, Ay = 2,
Az = 3,4, Ay = 5. Potom Agr = ({Ay, Ay, A3, Ay}, {z,y},{0,1}, g, Ag), pricom tabulka
prechodovej funkcie 0z a vystupnej funkcie Ag je v tabulke 10. [ |

PrIKLAD 3.22. UvaZzujme o generatore postupnosti signalov, v ktorej sa vyskytuju iba
dva signély a, b. Tato postupnost prichddza na vstup pocitadla, ktoré na vystupe reaguje
hodnotou 1, ak sa na vstupe objavia tri signdaly a idtice za sebou. Vo zvysnych pripadoch je
vystup 0 (ide o tzv. pocitadlo blokov dlzky 3). Teraz opiseme toto pocitadlo ako automat
a k tomuto automatu nidjdeme redukovany automat.

Riesenie. Poc¢itadlo budeme opisovat ako inicidlny automat so zaciatoénym stavom sg.
Stav s, bude zodpovedat situécii, ked v stave sy sa na vstupe objavil signal a. Podobne stav
sp bude zodpovedat situécii, ked v stave s, sa na vstupe objavil signal b. Dalej definujeme
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TABULKA 10. Tabulka redukovaného automatu z prikladu 3.21

xr Yy |T vy
Ay |Ay A |0 1
Ay | Ay A3 |0 O
As | A3 A3 |0 1
As| Ay Ay |0 O

Styri stavy Saa,Sab, Skas Seh, Pricom prvé dva zodpovedaju situécii, ked v stave s, na vstup
pocitadla pride a, resp. b. Druhé dva stavy zodpovedaju situdcii, ked v stave s, na vstup
pocitadla pride a, resp. b. Dalsia ¢innost automatu je uz zrejma. Napriklad 6(sa, @) = Spa,
d(Sap, b) = Spp- Je zrejmé, ze A(Sqq,a) = 1 a vo zvySnych pripadoch sa hodnoty vystupnej
funkcie rovnaju 0. Graf tohto automatu uvadzame na obr. 31. Hodnoty prechodovej a
vystupnej funkcie s v tabulke 11.

OBR. 31. Graf automatu z prikladu 3.22

Teraz najdeme redukovany automat automatu z tabulky 11. Priamo z tabulky ¢itame
El - {807 Say Sby Sabs Sbay Sbb, %}'

Aby sme ziskali triedy ekvivalencie Ey, postupne budeme testovat jednotlivé moznosti.

SoF284 7 0(50,a) = Sq, 0(Sa, @) = Saas St Saa, Preto SoHss,.

soEsy, ? 0(80, a) = Sa, 0(5p, @) = Spa, SalliSeas 6(50,D) = 5p, 6(54,b) = Sp, SpE15, preto
SoEng.

SOEZSab? (5(80,@) = Sa, 5(Sab7a) = Sba, SLLE’13b117 5(50717) = Sb, 5(5ab7b) = Sbb, SbElsbIM
preto soFaSqp.

s0E25pa 7 0(S0,a) = Sa, 0(Spas @) = Saa, SaBSaa> PIEtO 505 Spq-

solasy, ? 5(50,60 = Sa, 5<5bbaa) = Star Sab1Spa, 5(80719) = Sb, 5(Sbb7b) = Spb, SpL15w,
preto soFaspp.

V jednej triede ekvivalencie Fy eSte mozu byt stavy s,, Spq.




108 3. KONECNE AUTOMATY

SaEQSba? 5(3a7a) = Saa (5(8(,@,&) = Saa SaaElsaa; 5(8(1,[?) = Sab, 6(Sba7b) = Sab
SabElsab; preto SaE2Sba~
Z doterajsich vysledkov vyplyva, ze Eo = {30, Sb, Sab; Sbbs Sa, Sba, Saa -

TABULKA 11. Tabulka automatu z prikladu 3.22

a b

S0 |Sa  Sb

Sa Saa  Sab
Sb | Sba  Sbb
Saa | Saa  Sab
Sab | Sba  Sbb

Sba | Saa  Sab

o O O B O O Of2
S O O O O O Oo|C

Sbb | Sba  Sbb

Teraz budeme hladat triedy ekvivalencie Ej.

SOESSb ? 5(507 G) = Sa, 6(867 G) = Sbha, SaEZSba7 5(307 b) = Sp, 5(8b7 b) = Sbb, SbE25b67 preto
50E38b.

sol3sap? 6(50,a) = Sa, 5(5ab>a) = Sba, Sal25pa, 5(5075) = Sp, 5(5abab) = Spb, SplaSp,
preto sgFE3Sap.

soEssw ? 6(s0,a) = Sa, 6(Sp, @) = Seas Sal2Spa, 0(S0,0) = sp, 0(Spw,D0) = Sen, SpLaSew,
preto sgFE3Spp.

Sal35pq 7 5(3a7 CL) = Saa, 5(Sbaa CL) = Saa, Saal2Saa; 5(3(17 b) = Sab, 6(5ba7 b) = Sab,
SabEZSaba Preto SaE33ba~

Z tohto testu vyplyva, ze E35 = Es = {350, Sp, Sab, Stb, Sas Sbas Saa} = E.
Oznacme 3¢, Sp, Sab, 5o = Ao, Sa; Sba = A1, Sea = Az, potom
Ar = ({Ao, A1, Ao}, {a,b},{0,1}, g, Ar). Hodnoty funkcii dg a Ag uvadzame v tabulke
12. Graf automatu Ag je nakresleny na obr. 32. Tento automat je tiez inicialny automat
so zaciatoénym stavom Aj. [ |

TABULKA 12. Tabulka redukovaného automatu z prikladu 3.22

Ao | A1 Ao
A | Ay A
As | As Ay

b
0
0
0

_= O O

PozNAMKA 3.4. Ak mame rozhodnuf o tom, ¢ dva automaty st ekvivalentné, mo-
zeme uvazovat takto. Nech A = (S, X, 7,04, 4) a B = (T, X, Z,6p, Ag). Tato dvojicu
automatov moézeme povazovat za jeden automat AU B = (SUT, X, Z, 0, ), kde
d:(SUT)x X = SUTal:(SUT)x X — Z st definované tak, ze

d(s,x) =0a(s,z), ak s € S,
d(t,z) =0p(t,x), ak t € T,

A(s,z) = Aa(s,z), ak s € S,
At,z) = Ag(t,x), ak t € T.
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OBR. 32. Graf redukovaného automatu z prikladu 3.22

Potom v automate AU B mozeme vyhladaf triedy ekvivalencie E. Ak v kazdej triede
ekvivalencie sa nachadzaji aj prvky mnoziny S a aj prvky mnoziny 7', automaty A a B
st ekvivalentné. Ak existuje trieda, v ktorej s len prvky z jednej z uvedenych mnozin,
dané automaty nie st ekvivalentné.

PRIKLAD 3.23. Nech automat A je dany tabulkou 13, ¢ast a) a B je automat, ktory
je dany tabulkou 13, ¢ast b). Automat A U B uvddzame v tabulke 14.

TABULKA 13. Automaty z prikladu 3.23

T | T |w
s1|s2(0 @i|q|0
Sa | 820 @ | q|l
s3 sl g3 |qs |1
Sq |84l qe | q3 |1

a) b)

TABULKA 14. Automat z prikladu 3.23

xz

51| S2
S92 | S2
53 | S1

S4 | S4

1| Q1
qa | q1
43 | 43
d4 | g3

[ N =T I S S e B B I S

Pre ekvivalencie ) dostévame:

By = {31,52, 01, 33, 52, @2, G3, Qa }» oo = {31, 52, (1, 33, @2, 52, @3, Qa }y = E3 = E.
Pretoze v kazdej triede ekvivalencie E sa nachadzaju stavy aj automatu A a aj auto-
matu B, dané automaty s ekvivalentné.

PozNAMKA 3.5. Definovat ekvivalenciu stavov a automatov je mozné aj vo vSeobec-
nejSom pripade. Najprv uvazujme takto: Nech X = {z1,...,x,} aY ={y1,...,y,} st dve
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abecedy s rovnakym poctom pismen. Nech g : X — Y je bijekcia. Uvazujme o zobrazeni
gT : XT — YT, ktoré je definované predpisom: Pre kazdé w = ' ... 2" je

g (w) = g*(z'...2") = g(a)g(2?) ... g().
Nie je tazké dokazaft, Ze zobrazenie ¢g* je tieZ bijekcia.

Majme teraz dva automaty A = (S, X, 2,04, 4) a B = (T,Y,W,0p5, Ap). Nech exis-
tuju bijekcie g : X — Y a h : Z — W. Spolu s tymito bijekciami st dané aj bijekcie
gt : Xt = Ytaht: Xt YT, Potom budeme hqyorit’, 7e stavy s € S at €T sa
ekvivalentné, ak pre kazdé w € XT je h(Aa(s,w)) = Ag(t, g™ (w)) (pozri obr. 33). Tato
definiciu ekvivalencie stavov mdzeme vyuzit aj na zovSeobecnenie definicie ekvivalencie
automatov.

R I
iRg AR
X Y L1
5 t
S T
] [
A o 1 (Ay(s, W)=
P I T [ (L)

OBR. 33. llustracia poznamky 3.5

6. Izomorfizmus automatov

V praxi sa Casto stretdvame s pripadom, ked jeden automat vznikne z druhého pre-
znacenim (zakédovanim) stavov. V takom pripade budeme hovorit, Ze tieto automaty st
izomorfné. Presnejsie sformulujeme tento pojem v tejto definicii.

DEFINICIA 3.16. Nech A = (S,X,7Z,04,A4) a B = (T, X,Z,0p,\g) st automaty.
Nech existuje bijekcia f : S — T taka, ze:
a) pre kazdé s € S a kazdé x € X sa f(da(s,z)) = dp5(f(s),z),
b) pre kazdé s € S a kazdé x € X sa Aa(s,x) = Ap(f(s),x).
Potom budeme hovorit, ze automaty A a B st izomorfné (pozri obr. 34).

OBR. 34. Ilustracia definicie 3.16



6. IZOMORFIZMUS AUTOMATOV 111

PRIKLAD 3.24. Nech automat A je dany grafom na obr. 35, ¢ast a) a B je automat,
ktory je dany grafom, na obr. 35 ¢ast b). Ukdzeme, Ze tieto automaty st izomorfné.

Riesenie. Mnozina stavov automatu A je S = {s1, s2}. Mnozina stavov automatu B

/o X
Clon L) (D (e

a) b)
OBR. 35. Ilustracia automatov z prikladu 3.24

je T = {t1,t2}. Je zrejmé, Ze funkcia f : S — T, ktord je dand funkénymi hodnotami
f(s1) =ty a f(s2) = t; je bijekcia. Dalej dostavame:

f(0a(s1,2)) = f(s2) =t = 0p(ta, ) = 6p(f(s1),2),
f(0a(s1,y)) = f(s1) = ta = dp(t2,y) = 6B(f(51),¥),
f(0a(s2, %)) = f(s1) =t2 = 0p(t1,z) = 6p(f(s2),2),
f(0a(s2,y)) = f(s2) = t1 = dB(t1,y) = 6B(f(52),¥),
Aa(s1,7) = 0= Ap(t2, 7) = Ap(f(s1), 2),

Aa(s1,y) = 0= Ag(t2,y) = Ap(f(s1),9),

Aa(s2,7) = 1= Ap(t1,7) = Ap(f(s2), 2),

Aa(s2,y) =1 =Ag(t1,y) = Ap(f(s2),v)

Z uvedenych rovnosti vyplyva, ze dané automaty st izomorfné. Vidime, ze formalne overe-
nie izomorfizmu je aj v tych najjednoduchsich pripadoch dost zdlhavé. Preto izomorfizmus
overujeme viac-menej vizualnym spdsobom, ked z grafu dokdzeme urcit bijekciu f, ktora
spliia podmienky izomorfizmu. |

KedZe izomorfné automaty vykazuji vysoky stupen pribuznosti, dé sa ¢akat, Ze tieto
automaty budu aj ekvivalentné. Dokaz tejto vety nie je az tak zrejmy.

VETA 3.9. Dva izomorfné automaty st ekvivalentné.

Dokaz. Nech A = (S,X,Z,04,24) a B = (T, X,Z,0p,Ap) st izomorfné automaty,
pricom f : S — T je bijekcia, pomocou ktorej je tento izomorfizmus definovany. Teraz
dokazeme, 7Ze pre kazdé s € S st stavy s a f(s) ekvivalentné. Tym bude dokazana ekviva-
lencia automatov A a B. Dokaz urobime indukciou vzhladom na dizku slova w € X*. Na,
zjednodusenie pouZijeme oznacenie sFj f(s) na oznacenie skutocnosti, zZe stavy s a f(s)
dévajt rovnaké vystupné slovo na kazdé vstupné slovo dlzky k.

1. Priamo z definicie izomorfizmu vyplyva, ze pre kazdé s € S je sE;f(s), lebo pre
kazdé x € X plati: As(s,x) = Ag(f(s), ).

2. Predpokladajme, Ze pre kazdé s € S je sEj f(s). Dokazeme, Ze za tohto predpokladu
je aj sEpy1f(s). Nech w € X+ je Iubovolné slovo dlzky k + 1. Preto ho méZeme napisat
v tvare w = zv, kde € X a v je slovo dlzky k. Potom

(s, w) = Aa(s, 20) = Aa(s, 2)Aa(0a(s, 2),0).

Stavy da(s,x) a f(da(s,x)) st podla indukéného predpokladu ,,Ey-ekvivalentné“. Preto
pre slovo v, ktoré méa dizku k, plati:

:\\A(éA(& :L‘), ’U) = /):B(f(dA(S: JZ)), U)‘
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Teraz uz mame:
Aals, w) = Aals, 2)Aa(0a(s,2), v) = Ap(f(5), 2)An(f (a(s, 7)), v) =
= /\B(f(s)7x))‘B<5B(f(s)7 JI),U) = /\B(f(8>7 .IU) = )\B(f<8)7 w)'

Tym sme dokézali, Ze pre kazdé k = 1,2,... a pre kazdé s € S je sEyf(s). Z toho uz
vyplyva, ze pre kazdé s € S je stav s ekvivalentny so stavom f(s). Tym je veta 3.9
dokézana. 0J

Teraz sformulujeme hlavni vetu tejto Casti, ktord ukazuje vztah izomorfizmu a ekvi-
valencie automatov.

VETA 3.10. Dva kone¢né automaty A = (S, X, 7,04, 4) a B = (T, X, Z,6p, Ap) st
ekvivalentné prave vtedy, ked ich redukované automaty Ar a Bpr s izomorfné.

Dokaz.

1. Nech automaty Ag = (Sg, X, Z,04,,Aa,) a Br = (Tr, X, Z,0p,, Apy,) sU izomorfné.
Mnozina stavov Si automatu Agr je mnozina tried ekvivalencie F4 na mnozine stavov
S. Nech Sg = {A4,...,A,}. Pretoze automaty Agr a Br s izomorfné, musi existovat
bijekcia, f : Sg — Tg, pomocou ktorej je tento izomorfizmus definovany. Z toho vyplyva,
ze TR = {f(A1),..., f(A,)} je rozklad mnoziny T'. Preto pre kazdé t € T existuje f(A4;)
také, ze t € f(A;). To znamend, Ze pre kazdé s € A; a pre kazdé t € f(A;) plati s ~ A; ~
f(A;) ~ t. Z toho uz vyplyva, ze automaty A a B st ekvivalentné.

2. Nech automaty A = (S, X, Z,04,A4) a B= (T, X, Z,6p, A\p) st ekvivalentné. Nech
Sr = {A1,..., A} je rozklad mnoziny S, ktory je indukovany ekvivalenciou E4 a Tg =
{By, ..., B,} jerozklad mnoziny 7', ktory je indukovany ekvivalenciou Ez. Vieme, Ze tieto
rozklady musia mat rovnaky pocet tried a Ze existuje bijekcia f : Sg — Tg, pomocou
ktorej je kazdej triede A;, priradend trieda f(A;) navzajom ekvivalentnych stavov. Triedy
v mnozine Tk oc¢islujeme tak, aby f(A;) = B;. pre i = 1,2,.... Potom v automatoch
AR = (SR,X, Z, 6AR’)\AR> a BR = (TR,X, Z, 6BR7/\BR) st stavy Az a Bl ekvivalentné,
a pretoze automaty Ar a Bpr st redukované, su to jediné mozné dvojice ekvivalentnych
stavov. Z vety 3.2 teraz dostavame, Ze aj stavy 04,(A;, x) a dp,(B;, z) st ekvivalentné
pre kazdé = € X. Z toho uz vyplyva, ze, f(da,(Ai, ) = dp,(Bi,x) = 0p,(f(A:), x).
Tym je dokédzana prvéa rovnost izomorfizmu automatov A a Bpr. Druhé rovnost je uz
jednoducha. Pretoze stavy A; a f(A;) s ekvivalentné, pre kazdé z € X musi platit
rovnost A4, (A;,z) = A, (f(A4;),x) Teda bijekcia f : Sg — Tx definuje izomorfizmus
medzi automatmi Ar a Br. Tym je veta 3.10 dokazana. O

PRIKLAD 3.25. Nech A = ({s1, $2, 53, 84}, {x,y},{0,1},04,Aa) a B = ({q1, 92,93, 94},
{z,y},{0,1},dp, Ap) st automaty, ktoré st dané grafmi na obr. 36 ¢ast a), b). Ukazeme,
Ze tieto automaty st ekvivalentné ale nie izomorfné.

Riesenie. Najprv budeme dokazovat ekvivalenciu. Preto zostrojime redukované auto-
maty Ar a Bp.

Pre ekvivalenciu F4 na mnozine stavov automatu A dostavame F; = {57, 83,53, 51} =
= Fy = E4. Ak oznacime 51, 55 = Ay, a S3, 54 = As, automat Ag je dany grafom na obr.
37, cast a).

Pre ekvivalenciu E'p na mnozine stavov automatu B dostavame Fy = {q1, G5, G2, @3} =
= Fy = E. Ak oznacime qi, g4 = B, a @3, g3 = B», automat Bp je dany grafom na obr.
37, cast b).

Je zrejmé, 7e automaty Ap a By st izomorfné. Stac¢i zvolit funkciu f : {A;, A2} —
{B1, Bo} tak, aby f(A;1) = B1, f(A2) = Bsy. Je zrejmé, ze ide o bijekciu, pomocou ktorej
je uvedeny izomorfizmus definovany. Teda A a B su ekvivalentné automaty.
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OBR. 36. Grafy automatov z prikladu 3.25
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OBR. 37. Grafy redukovanych automatov z prikladu 3.25

Teraz ukazeme, ze povodné automaty, aj ked maji rovnaky pocet stavov a s ekviva-
lentné, este nemusia byt izomorfné. Aby sme ukézali, Ze tieto automaty nie st izomorfné,
musime vySetrif vSetky bijekcie f : {s1, $2, 83,84} — {q1,¢2, 3,94} a ukézat, Ze ani jedna
z nich nespliia podmienky, ktoré st kladené na izomorfizmus automatov. V prvej casti
Tahko vylic¢ime bijekcie, ktoré nesplitaji podmienku A4(s, z) = Ap(f(s), ).

Uvazujme teda o bijekciach, ktoré podmienky pre vystupné funkcie izomorfnych au-
tomatov spliiaji. Nech f je jedna z nich. Potom f(s1) musi byt bud ¢, alebo g4, lebo iba
tieto dva stavy v automate B davaju rovnaké vystupné hodnoty na vstupné pismena x,y
ako déava stav s;.

a) Uvazujme teda o moznosti f(s1) = ¢1. Potom musi byf nutne f(s3) = qu, lebo
stavy ge, @3, majui vystupy rozne od stavu s;. Pod podmienkou f(s1) = ¢1 a f(s2) = ¢
podme teraz overovat splnenie prvej podmienky pre izomorfizmus automatov a pritom
sa pokusime definovat zvys$né funkéné hodnoty. Pocitajme: f(da(s1,2)) = f(s2) = qu,
6p(f(s1), ) = 6p(qu, ) = qi. Pretoze q; # qu, bijekcia f nespliia podmienky izomorfizmu
automatov A a B. Musime uvazovat o dalsSich moZnostiach. T4 vSak uz je len jedina.

b) Este mozeme zvolit f(s1) = g, f(s2) = q1. Potom [(da(s1,7)) = f(s2) = @,
05(f(s1), ) = d5(qu, x) = q, f(0a(s1,y)) = [(s3), o8(f(51),y)) = 05(qs,y) = g3. Z toho
vyplyva, Ze nutne musi byt f(s3) = g3, a teda f(s4) = g2. Int moznost pre volbu bijekcie,
ktord spliia podmienky izomorfizmu automatov, uz nemame. Hodnoty bijekcie f boli
volené tak, aby podmienky pre prechodovi funkciu boli splnené v stave s;. Teraz musime
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overit, ¢i su splnené aj pre zvysné stavy. Budeme ich overovat pre stav ss:

f(6a(s2,7)) = f(s2) = q1,08(f(s2),7) = dB(q1,2) = qu,
f(0a(s2,y)) = f(s3) = a3, 6B(f(52),y) = 0B(q1,¥) = G

Pretoze g, # q3, dana bijekcia nespliia podmienky izomorfizmu automatov A a B. Pretoze
inej moznosti uz niet, dané automaty nie st izomorfné. [ |

PozNAMKA 3.6. Tak ako v pripade ekvivalencie automatov mozeme aj pri izomorfizme
automatov upustit od poziadavky, aby automaty A a B mali spolocné vstupné a spolo¢né
vystupné mnoziny. Tato podmienku treba nahradit podmienkou existencie bijekcie medzi
vstupnymi a bijekcie medzi vystupnymi mnozinami. Potom definiciu izomorfnych auto-
matov mézeme sformulovat takto:

Nech A = (S, X, 7,64, 4) a B = (T,Y,W,dp, A\p) st automaty. Nech existuju také
bijekcie f: S =T, g: X =Y, h:Z — W, Ze pre kazdé s € S a kazdé x € X je:

a) f(0a(s,x)) = 0(f(s),9(x)),
b) h(Aa(s,x)) = As(f(s), 9(x)).
Potom hovorime, ze automaty A a B st izomorfné.
V tomto pripade okrem kdédovania stavov sme kédovali aj vstupni a aj vystupni
abecedu.

Dé sa dokazat, Ze pri takto chdpanom izomorfizme automatov a pri zovSeobecnenej
definicii ekvivalencie automatov, ktora sme uviedli v poznamke 3.5, veta 3.10 plati v tom
istom zneni.

7. Pokrytie automatu automatom

Nech A je automat. V tejto Casti sa budeme zaoberat automatom B, ktory mé tu
vlastnost, Ze pre kazdé vstupné slovo w dokaze generovat taku istt postupnost (riadiacich)
vystupnych signalov ako automat A. Pritom automat B moze generovat aj vystupné
postupnosti, ktoré automat A nebude schopny vydavat. V takom pripade budeme hovorit,
7e automat B pokryva automat A.

DEFINICIA 3.17. Nech A = (S, X, 7,04, 4) a B= (T, X, Z,0p, Ap) st automaty. Ak
existuje také zobrazenie ¢ : S — T, Ze pre kazdé w € X™* je Aa(s,w) = Ag(p(s),w),
budeme hovorit, Ze automat B pokryva automat A. Pritom budeme pisat B >> A.

PRIKLAD 3.26. Nech automaty A = {{s1,s2}, {z},{0,1},04,Aa} a B = {{t1,t2,t3,t4},
{z},{0,1},6p, Ag} st dané pomocou grafu na obr. 38, ¢ast a), b). Nech S = {s1, s2},
T = {t1,t,t3,t4}. V tomto priklade sa d4 Tahko dokazat, Ze automat B pokryva automat
A. Pre volbu funkcie ¢ : S — T sa ndm v tomto pripade totiZ nika aj viacero moznosti.
Tieto moznosti st takéto:

L w(s1) = ¢(s2) = t1,

2 90(51) p(s2) = ta,
p(s1) = t1, p(s2) = ta,
p(s1) = ta, p(s2) = t1. |

VETA 3.11. Automat A = (S, X, Z, 4§, \) pokryva Iubovolny svoj podautomat A’ =
(8", X, Z,0'\N).

Dokaz. Za funkciu ¢ : 8" — S staci volit identické zobrazenie, ktoré kazdému s € S’
priradi to isté s € S. O
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OBR. 38. Grafy automatov z prikladu 3.26

Je zrejmé, Ze automat B pokryva automat A prave vtedy, ked pre kazdy stav s € S
existuje t € T', ktoré je ekvivalentné so stavom s. Toto tvrdenie nemusi platit v opa¢nom
smere. Z toho vyplyva, ze v pripade ekvivalencie automatov A a B bude A >> B a
B >> A. Dokonca plati este silnejsie tvrdenie.

VETA 3.12. Dva automaty A = (S, X, 72,04, 4) a B = (T, X, Z,0p, A\p) st ekviva-
lentné prave vtedy, ked A >> B a stcasne B >> A.

Dokaz. Ak A >> B a B >> A, priradenie ekvivalentnych stavov sa deje dokonca
pomocou zobrazeni. Preto si1 tieto automaty ekvivalentné.

Ak A ~ B, pre kazdé s € S existuje dokonca celd mnozina prvkov ¢ € T, ktoré
st s prvkom s ekvivalentné. Je to jedna trieda ekvivalencie Fp na mnozine 7. Z kazdej
takejto triedy vyberieme jedno t a priradime ho ku stavu s. Tak dostaneme zobrazenie
¢ : S — T, ktoré ku kazdému s € S priradi ¢(s) ~ s. Teda B >> A. Podobne sa dokaze,
ze aj A >> B. OJ

DOSLEDOK 3.1.

1. Ak A a B st izomorfné automaty, potom A >> B a B >> A.
2. Ak Ap je redukovany automat automatu A, potom Ar >> A a A >> Ap. O

Ak si pozorne prezrieme obr. 36, ¢ast b) a obr. 37, ¢ast b), vidime, Ze v automate
B z prikladu 3.25 neexistuje podautomat, ktory by bol izomorfny s redukovanym au-
tomatom Bpg. To znamend, ak automat B pokryva automat A, v automate B nemusi
existovat podautomat, ktory je izomorfny s automatom A. DokaZeme vSak dolezitu vetu,
z ktorej vyplyva, ze v automate B musi existovat podautomat, ktory je s automatom A
ekvivalentny. Pri dokaze vyuzijeme tato definiciu.

Nech A = (S5,X,Z,0,\) je automat a S’ C S. Nech T je mnozina vsetkych stavov
automatu A, ktoré st dosiahnutelné z niektorého stavu mnoziny S’. Teda T' = S'U{s € S

~

existuje & € S" a w € X7 tak, ze s = 0(s',w)}. Potom je zrejmé, Ze pre kazdé s € T a
x € X jed(s,x) € T. Preto funkcie &' : T'x X — T, 0'(s,z) =0(s,x) a N : T x X — Z,
N(s,x) = A(s,x) st zGZenia funkcii § a A\. Z toho uz vyplyva, ze A" = (T, X, Z,§', X) je
podautomat automatu A.

DEeFINiCIA 3.18. Automat A’ nazyvame podautomat automatu A, ktory je gene-
rovany mmnozinou stavov S'.

Je zrejmé, Ze pre kazdu neprézdnu podmnozinu S’ C S existuje podautomat, ktory je
touto mnozinou generovany.
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OBR. 39. Grafy automatov z prikladu 3.27

PrIKLAD 3.27. Nech A = ({817 82}, {O, 1}, {0, 1}, 04, )\A) aB= ({tl, to, T3, 14,15, t(;},
{0,1},{0,1}, 05, Ap) st automaty, ktoré si dané grafmi na obr. 39, ¢ast a), b).

Nech S = {s1,82} a T = {t1,ta,t3,t4,t5,t6}. Nech ¢ : S — T je také zobrazenie,
ze o(s1) = t1, p(s2) = ta. Oznacme ¢(S) = {p(s1),o(s2)} = {t1,t2} = T" C T. Teraz
opiSeme podautomat automatu B, ktory je generovany mnozinou 1”.

Riesenie. MnoZina stavov tohto podautomatu R = 7" U {t € T} existuje w € X' a
t' € T' také, ze dp(t',w) =t} = {t1,ta,t3,t4}. Vidime, Ze stavy t5 a tg nie s zo stavov ¢;
a ty dosiahnutelné. Potom podautomat B’, ktory je generovany mnozinou 7', méa graf na
obr. 40.

1 /0
o

(2 (y

1/y 0

0 /0

OBR. 40. Ilustracia prikladu 3.27

Na dalsie tucely bude pre nas vyhodné este tato veta.

VETA 3.13. Nech A = (5, X, 7,04, 4) a B = (T, X,Z,0p,\p). Nech stav s € S je
ekvivalentny so stavom ¢ € T'. Potom pre kazdé w € X je d4(s,w) ~ dp(t, w).

Dokaz. Nech w € X Tave X * st lubovoIné slova. Potom aj wv € X . Z predpokladu
s ~ t vyplyva, ze A (s, wv) = Ag(t, wv). Kedze

XA(s,wv) = XA(s,w)/):A(gA(S,w),v),

/)\\B (ta U}U) = /)‘\B(t7 w)}:B (S\B(ta w): U)u
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z toho uz dostavame
(s, w)Aa(0a(s, w),v) = Ag(t,w)Ap(Bp(t,w),v).
Pretoze ide o rovnost dvoch slov zo Z*, musi byt
(s, w) = Ap(t,w) a Aa(Ba(s, w),v) = Ap(dp(t,w),v).
7 druhej rovnosti uz dostavame pozadovanu ekvivalenciu. O
Teraz uz mozeme vyslovit a dokazat hlavnt vetu tejto Casti.

VETA 3.14. Nech A = (S,X,Z,04, 4) je redukovany automat a automat B =
(T, X, Z,0p, A\g) pokryva automat A. Potom automat B obsahuje podautomat B’, ktory
je ekvivalentny s automatom A.

Dokaz.

1. Nech teda B = (S, X, Z,05, A\g) pokryva automat A = (S, X, 7,04, 4). To zna-
mena, Ze existuje zobrazenie ¢ : S — T, ktoré pre kazdé s € S a kazdé w € Xt déva
rovnost A4 (s, w) = Ag(p(s), w). Teraz ukazeme, Ze za podmienky redukovanosti automatu
A je zobrazenie ¢ injekciou.

Predpokladajme, Ze ¢(s1) = p(s2). Ale s1 ~ p(s1) a s2 ~ ¢(s2) = @(s1). Preto
S1 ~ 9. Teraz uz z redukovanosti automatu A vyplyva, ze s; = s,. Preto zobrazenie
@ : S — T je injekciou.

2. Uvazujme o mnozine ¢(S) = {p(s) € T;s € S}. Ozna¢me tato mnozinu 7”. Nech
B'" = (R, X, Z,65,N5) je podautomat automatu B, ktory je generovany mnozinou 7"
(R je mnozina vsetkych stavov, automatu B, ktoré st dosiahnutelné z niektorého stavu
mnoziny 7”).

3. Pretoze ¢(S) C R a pre kazdé t € R a kazdé w € X je /):B/(t,w) = /):B(t,w), je
zrejmé ze automat B’ pokryva automat A.

4. Teraz dokézeme, Ze aj naopak automat A pokryva automat B’. Definujeme funkciu

1 R — S takto:
a) ¥(p(s)) = s pre kazdé s € S,
b) Y(0p(p(s),w)) = da(s,w) pre kazdé s € S a kazdé w € X .

Treba este dokézat, ze Afunkcia v je dobre deﬁAnované. Je totiz dobre mozné si pred-
stavit, ze dp/((si), w) = dp/(p(s;),v) a pritom d4(s;,w) # da(sj,v). Ale p(s;) ~ s; a
f(sj) ~ s;j. Preto je d4(s;, w) ~ 0p(¢(s),w) = 5Bf(<pA(sj),v) ~ (Li(sj,v)7 teda d4(s;, w) ~
d4(s;,v). Z redukovanosti automatu A uz dostavame 4(s;, w) = d4(s;,v). To znamena, ze
predpoklad dp/ (¢(s;), w) = dp(p(s;),v) implikuje d4(s;, w) = da(s;,v) a teda zobrazenie
1) je dobre definované. R R

5. Stavy ¢(s) a s su ekvivalentné. Preto aj dp/(p(s),w) a da(s,w) st ekvivalentné
stavy. To znamend, ze funkcia ¢ kazdému stavu priraduje ekvivalentny stav. Z toho uz

vyplyva, Ze automat A pokryva automat B’. Teda A a B’ st ekvivalentné automaty. Tym
je veta 3.14 dokazana. O

DOSLEDOK 3.2.

1. Vetu 3.14 sme dokéazali za predpokladu redukovanosti automatu A. V pripade,
ze A nie je redukovany automat a B >> A, potom B >> Ap (lebo A >> Ag) a
v automate B sa nachddza podautomat B’, ktory je ekvivalentny s automatom
Ag. Potom méme B’ ~ Ap ~ A. Teda B obsahuje podautomat B’, ktory je
ekvivalentny s automatom A.
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2. Ak k danému automatu A najdeme automat B, ktory ho pokryva, potom mame
automat, ktory dokéze imitovat ¢innost automatu A pomocou ekvivalentného
automatu B’. Pochopitelne, B dokaZe okrem toho aj viac. O

PozNAMKA 3.7. Pojem pokrytia automatu automatom mozeme definovat aj v pri-
pade automatov A = (S, X, 7,04, \a) a B= (T,Y,W,dp, Ag). V tomto pripade budeme
ziadat aby existovali injekcie g : X — Y a h : Z — W. Kazdu z tychto injekcii moZzno
rozsirit na injekciu gt : Xt — Y+, resp. ht : Z+ — W™, tak Ze pre kazdé w = 2! ... 2",
resp. v = z'...2" poloZime ¢g"(w) = g™ (a'...2") = g(z!)...g(z"), resp. hT(v) =
ht(zt ... 2") = h(z') ... h(z"). Potom budeme hovorit, ze automat A = (S, X, Z, 54, 4)
pokryva automat B = (T,Y,W,dp, A\g) prave vtedy, ak existuju injekcie g : X — Y,
h :7Z — W a funkcia ¢ : S — T také, Ze pre kazdé s € S a kazdé w € X je

hta(s, w)) = Ap(e(s), g (w)) (pozri obr. 41).

x" Y
.
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S| s o) | T
h+
A, ) 1 (O, (s, w)) =

= J,(p(s), &€ (W)

N i
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OBR. 41. Iustracia definicie pokrytia automatov

Pri takto definovanom pokryti automatov, ak pouzijeme zovSeobecnent definiciu ek-
vivalencie automatov, sa da veta 3.14 dokédzat v nezmenenom zneni.



