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Predslov

Publikicia je urcenéd posluchacom I. ro¢nika FEI STU Bratislava. Jej cielom je obo-
znamit Studentov so zékladmi matematickych disciplin vhodnych na popis a skiimanie
booleovskych funkcii a néasledne logickych systémov.

K pochopeniu preberanej problematiky st z matematiky postacujice vedomosti zis-
kané na strednej skole, ale nevyhnutna je chuf a snaha citatela porozumief uvadzane;
latke. Autori






KAPITOLA 1
Uvodné pojmy

V tejto casti uvadzame zakladné pojmy, prevazne z diskrétnej matematiky, ktoré su
potrebné pre stidium logickych systémov. V prvom rade sa dohodnime na tomto oznaceni
¢iselnych mnozin:

N={0,1,2,...,n,...},

Nt ={1,2,....n,... },

Z — mnozina vsetkych celych cisel,

R — mnozina vSetkych redlnych cisel,

R™ — mnozina vSetkych kladnych redlnych ¢isel.

1. Zobrazenia a operacie

Definicia 1.1. Nech A, B st mnoziny. Pravidlo (predpis) f, ktoré kazdému prvku
x € A priradi jeden prvok y € B, sa nazyva zobrazenie mmnozZiny A do mnoZiny
B a oznacuje sa f : A — B. Prvok y priradeny prvku x nazyvame obrazom prvku x
a piseme y = f(x) (tieZ = — y). Prvok z nazyvame vzorom prvku y. Mnozina A sa
nazyva obor (tiez definiéng obor) a mnoZina B koobor zobrazenia f.

Priklad 1.1. Nech A = {a,b,c}, B = {0,1}. Potom f: A — B;a+ 1,b— 0,c— 1
je zobrazenie mnoziny A do mnoziny B, lebo kazdy prvok mnoziny A ma len jeden obraz.
[

Definicia 1.2. Zobrazenie f : A — B sa nazyva

injektivne (tiez prosté), ak pre kazdé 1,25 € A, plati: ak x; # z3, potom

f(x1) # f(x2);

surjektivne, ak kazdy prvok y € B mé vzor (t.j. ku kazdému y € B existuje také
x €A zey= f(z));
bijektivne, ak je injektivne aj surjektivne.

Priklad 1.2. Zobrazenie f z predchadzajuceho prikladu nie je injektivne, lebo a # c,
ale f(a) = 1= f(c). Je vSak surjektivne, lebo kazdy prvok mnoziny B mé vzor, konkrétne

vzorom prvku 0 je b a vzorom prvku 1 je a. [ |
Definicia 1.3. Kartezianskym sicinom mnozZin My, Ms, ..., M, nazyvame mno-
Zinu

My x My x -+ x M, = {(z1,29,...,2,);21 € My,x9 € My, ..., x, € M,}.

V pripade, ze M7 = My = --- = M, = M, namiesto M x M x --- x M pisSeme M".
Prvok (xi,z9,...,x,) sa nazyva usporiadand n-tica.

Usporiadané n-tice (1,2, ..., %), (Y1,%2,--.,Yn) sU rovnaké prave vtedy, ked x; = y,
T2 =Y2,...,Tpn = Yn.

Priklad 1.3. Kartezidnskym st¢inom mnozin A = {a,b,c}, B = {0,1} je mnozina
A x B ={(a,0),(a,1),(b,0), (b,1), (c,0), (¢, 1)}. m
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6 1. UVODNE POJMY

Definicia 1.4. Nech A je mnozina, n je prirodzené ¢islo. Kazdé zobrazenie h : A — A
nazyvame n-drnou operdciou na mmnoZine A. Specidlne pre n = 1 sa operacia h
nazyva unarna a pre n = 2 binarna.

Priklad 1.4. Funkcia f (z,y) = x 4+ y je bindrna operéacia na mnozine R, pretoZe je
definovana pre kazdé z,y € R a tiez f (z,y) € R.

Funkcia g (z,y) = x - y je tiez bindrnou operaciou na R, pretoZe jej defini¢ny obor je
R x R a pre kazdé =,y € R plati g (z,y) € R.

Funkcia h(x,y) = = — y nie je bindrna operdcia na R, pretoZe rozdiel kazdych dvoch

kladnych redlnych ¢isel nemusi byt kladné reélne ¢islo, napr. 2 —3 = —1 ¢ R, pricom
2,3 R".

Funkcia k () = £+43 je undrna operécia na R, pretoZe pre kazdé x € R plati x+3 € R.

|

Poznamka 1.1. Nech [(J: A2 — A je bindrna operacia na mnozine A. Potom obraz
dvojice (a,b) € A% namiesto [ (a, b) ¢asto oznacujeme symbolom a Jb.

Definicia 1.5. Bindrna operacia (1 : A2 — A sa nazyva
komutativna, ak pre kazdé a,b € A plati aJb=ba,
asociativna, ak pre kazdé a,b,c € A plati (a0b)Oc=aO(b0Oc).
Prvok e € A sa nazyva meutralny prvok binarnej operacie [1 na mnozine A, ak pre
vsetky x € Aplati xOe=ex = x.

Poznamka 1.2. Bindrnu operaciu, ktort oznacujeme -, obvykle nazyvame sucin a
jej neutralny prvok (pokial existuje) nazyvame jednotkovy prvok.
Bindrnu operaciu, ktorti oznac¢ujeme +, obvykle nazyvame sucet a jej neutralny prvok
(pokial existuje) nazyvame nulovy prvok.

Priklad 1.5. Binarna operacia o : R?> — R,z oy = 2%y® je komutativna, lebo pre
vsetky x,y € R

zoy=2a2"y =y’2® =you,

ale nie je asociativna, lebo napr. pre z = v/2,y = 1,2 = v/2

(xoy)oz:(\?’/ﬁol)o\75:(2-1)0{75:8\‘75
xo(yoz):\?’/éo(lo%):\750(1-\3/5):2-2:4

Pre neutralny prvok e € R by malo platif z o e = z, teda z3¢?

= x a po uprave (za
predpokladu, Ze x # 0) e = v2~2. Prvok e musi byt pre vSetky = rovnaky, o v naom

pripade nenastava. To znamena, ze tato operacia nema neutralny prvok. |

Definicia 1.6. Nech [0, A st bindrne operacie na mnozine A. Hovorime, 7e binarna
operacia [ je distributivna vzhladom k bindrnej operdacii /\, ak pre vSetky
x? y? z 6 A

xO@wAz) = (xz0y)A(z0z),
(yAz)Oz = (yOx) A (z0x).

Priklad 1.6. Na mnoZine N' uvazujme bindrne operéacie:
+: (N*)* = N* - standardné scitovanie,
O:(NT)? - Nt z0y =z,
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A (NP SN zAy=y.
Bindrna operacia [J je distributivna vzhladom k operécii A\, lebo pre vsetky z,y,z € N*
rO(yAz) =20z =x,
(0y)A(x0z) =zlhzrz=c=20(yA=z2),
(yAz) Oz =20z =z,
(yOx)A(z0z2) =yAz=2=(yAz)Oux.

Analogicky sa d& ukézat, Ze operacia A je distributivna vzhladom k operéacii [J. Naproti
tomu operacie [, A nie st distributivne vzhladom k operacii +, ¢o vyplyva z faktu

10(2+3)=105=1,
(102)+(103)=1+1=2#10(2+3),
2+43)A1=5A1=1
AN+ BAL)=14+1=2#(2+3)A1.

2. Jazyk nad abecedou

Jednym z prostriedkov vymeny informécii medzi fudmi je Iudské re¢. Jej vyznamové
jednotky st vety. Vety sa skladaji zo slov a slova z pismen. V tejto Casti zovSeobecnime
tieto pojmy z prirodzenych jazykov.

Definicia 1.7. Neprazdnu mnozinu X nazyvame abecedou. Prvky mnoziny X na-
zyvame ptsmenamsi (abecedy X). Koneént postupnost pismen abecedy X nazyvame
slovom nad X. Pocet pismen v slove w nad abecedou X nazgyvame diZkou slova w a
oznacujeme ju |w|. Mnozinu vSetkych slov nad abecedou X oznacujeme X+.

Nech V ¢ X*. Symbol V nazjvame prdzdnym slovom nad X a priradujeme mu dlzku
nula. Mnozinu vsetkych slov nad abecedou X spolu s prazdnym slovom oznacujeme X*.

Priklad 1.7. Nech X = {a,b,c,d,e}. X je abeceda, jej pismenami si a,b,c,d,e.
Slovami st napr. aa, baba, cda, e, dedaecch. Slovo aa mé dlzku 2, slovo baba mé dizku 4

(|baba| = 4), |cda| = 3, |e| = 1, |dedaecch| = 8. |
Priklad 1.8. Nech X = {0, 1}. NapiSeme postupne vietky slovd nad X dlzok 1, 2, 3.
RIESENIE.

Dlzku 1 maja dve slova: 0, 1.
Dlzku 2 maja $tyri slova: 00, 01, 10, 11.
Dlzku 3 mé osem slov: 000, 001, 010, 100, 110, 101, 011, 111. |

Poznamenajme, Ze vietkych slov s dlzkou n nad dvojprvkovou abecedou je 27.

Definicia 1.8. Binarnu operéciu e na mnozine X* definovanu:

T ... Tpn®Y1Ys ... Ym = T1T2...TpY1Y2...Ym
T1Zo...zp0V = Vexixy... T, =T1Ty...T,
VeV =V

kde 129 ... 2, € X, 0192 ... ym € X a V je prazdne slovo, nazyvame zretazenim slov
z X*. Mnozinu X spolu s bindrnou operéciou e zretazenia nazyvame volnd pologrupa
nad mnozinou X (mnoZina X* spolu s operaciou zretazenia slov sa nazyva volnd po-
logrupa s jednotkou alebo tiez monoid). Kazdi podmnoZinu mnoziny X* nazyvame
jazykom nad abecedou X.



8 1. UVODNE POJMY

Poznamenajme, Ze tak ako pri nasobeni redlnych ¢isel namiesto x.y piseme zy, tak aj
pre bindrnu operdciu e namiesto = e y piSeme xy. Potom moZeme definiciu zretazenia slov
z X* prepisat takto:

(T122 . @) (Y1Y2 -+ - Ym) = T1T2. . TuY1Y2- - Ym
r1To... 2,V = VriTa...2, = X12T2...T,
VV =V
Priklad 1.9. Slovo 01100 nad abecedou X = {0, 1} je zrefazenim slov 0 a 1100, tiez
zretazenim slov 01 a 100, ale nie je zretazenim slov 000 a 11. [ |

Priklad 1.10. Ak X = {0,1}, tak zrefazenim slov 1101,V je slovo 1101V = 1101.
Slovo 1101 je zretazenim slov 11,01, ako aj zrefazenim slov 1, V, 101, pretoze (1V) 101 =
1101. |

Veta 1.1. Pre binarnu operaciu zretazenia slov na mnozine X* plati asociativny zéakon

(zy) z =z (y2).

DOKAzZ. Ak z,y,z € X*, tak podla definicie zretazenia pre slova zy, z, x, yz plati
(xy) z = zyz, x (yz) = xyz, teda (zy) z = x (y2). O

Tak, ako je obvyklé v pripade platnosti asociativneho zakona, budeme oznacdovat
xyz = (vy) z = v (yz).

Priklad 1.11. Nech X = {0,1,2}. Potom zretazenim slov 01,210,V,22 je slovo
01(210(V22)) = 01(21022) = 0121022. Slovo 120021 je zretazenim slov 12, 00, V, 21,
ale aj zrefazenim slov 12V, VV, 0021. [ |

3. Vyrokova logika

3.1. Vyroky.

Mnohé vety, ktoré pouzivame v prirodzenych jazykoch (slovencina, angli¢tina, atd.)
alebo v jazykoch vednych odborov si pravdivé, mnohé si nepravdivé (i ked o ich pravdi-
vosti ¢i nepravdivosti nemusime vediet prave rozhodnut) a su vety, o pravdivosti ktorych
nemd zmysel vobec uvazovat (napr. ,Neotravujte ma s matematikou!*). V tejto Casti sa
budeme zaoberat vetami, o pravdivosti ktorych ma zmysel uvazovat.

Definicia 1.9. Vety, ktoré su pravdivé a vety, ktoré st nepravdivé, maji pravdi-
vostni hodnotu. Vety, ktoré maju pravdivostni hodnotu a ta sa nemeni, sa nazyvaja
vyroky. Pravdivostnd hodnota pravdivého vyroku je 1, pravdivostnd hodnota nepravdi-
vého vyroku je 0.

Na oznacenie pravdivostnej hodnoty vyroku A budeme pouzivat symbol ph(A).

Priklad 1.12. V tedrii prirodzenych cisel je veta ,,Stcet ¢isla dva a ¢isla tri je ¢islo
pit.“ pravdivym vyrokom. ,Tri je parne &islo.“ je nepravdivy vyrok. ,Cislo z je neparne
¢islo.“ nie je vyrok, lebo tato veta nie je ani pravdiva, ani nepravdiva. Pravdivou alebo
nepravdivou sa stane az po dosadeni konkrétneho ¢isla za x a to uz bude ind veta. Veta
,Cislo tri je neparne ¢&islo.“ je pravdivy vyrok. |

Vyroky méZzeme spajat pomocou $pecidlnych slovnych spojeni a vytvarat tak zlozZitejsie
vyroky, hovorime im zloZené vyroky.
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Definicia 1.10. Ak A, B su vyroky, tak _
negaciou vyroku A nazyvame vyrok ,Nie je pravda, ze A“ a oznacujeme ho A alebo
—A,
konjunkciou vyrokov A, B nazyvame vyrok ,A a B“ a oznac¢ujeme ho A A B,
disjunkciou vyrokov A, B nazyvame vyrok ,A alebo B“ a oznacujeme ho AV B,
implikaciou vyrokov A, B nazyvame vyrok ,Ak A, potom B* a oznac¢ujeme ho A = B,

ekvivalenciou vyrokov A, B nazyvame vyrok , A vtedy a len vtedy, ked B“ a oznacujeme
ho A & B.

Okrem uvedenych slovnych spojeni sa pri vytvarani zlozenych vyrokov pouzivaju aj
iné. Napriklad, ak A je vyrok ,Cislo 2 je viicsie ako 3.“, tak jeho negaciu A mdzeme
vyjadrit: ,Nie je pravda, Ze ¢islo 2 je vicsie ako 3.“ alebo ,,Cislo 2 nie je viicsie ako 3.
alebo ,,Cislo 2 je mensie alebo sa rovna ¢islu 3. Tieto tri vyroky samozrejme povazujeme
za rovnakeé.

Konjunkciu dvoch vyrokov A, B mozeme vyjadrif aj ,,A a stcasne B.“, ich implikaciu zas
,2Ak A, B.“ alebo ,Ak A, tak B.“.

Aky je stivis medzi pravdivostnymi hodnotami vyrokov A, B a pravdivostnymi hodno-
tami vyrokov A, AANB, AV B, A= B, A< B? Priich uréovani sa vychadzalo zo zauzi-
vanych spésobov hodnotenia myslenia. Napriklad, ak vyrok A je pravdivy, tak na otazku
»Je pravdivy vyrok A alebo B?“ odpovieme ,Ano, je pravdivy.“. Teda ph(AV B) = 1,
ked ph(A) = 1. Pravdivostné hodnoty negacie, konjunkcie, disjunkcie, implikacie a ekvi-
valencie uvadzame v tab. 1.

TABULKA 1. Pravdivostné hodnoty zlozenych vyrokov

AlA A|B|ANB A|B|AVB A|B|A=B A|lB|A&s B

011 0]0 0 010 0 010 1 0]0 1

110 01 0 0]1 1 01 1 01 0
110 0 110 1 110 0 110 0
111 1 111 1 111 1 111 1

Definicia 1.11. Tieto tabulky sa nazjvaji pravdivostné tabulky postupne negicie,
konjunkcie, disjunkcie, implikacie, ekvivalencie.

Znaky negécie, konjunkcie, disjunkcie, implikécie, ekvivalencie, t.j. znaky =, A, V, =, &
a im zodpovedajice slovné spojenia nazyvame logické spojky alebo funktory.

Vyroky A, B sa nazyvaju ekvivalentné, ak ph(A < B) = 1.

Uvazujme teraz o vyroku , Ak zajtra bude u nas pekne, tak péjdeme k jazeru alebo
pojdeme do hory.“ Sklada sa z vyrokov ,,Zajtra bude u nas pekne.“, ,Zajtra p6jdeme k
jazeru alebo p6jdeme do hory.“. Keby sme prvy vyrok oznacili A, druhy B, tak povodny
vyrok je A = B. Ale druhy vyrok sa zasa sklada s dvoch vyrokov, a to ,,Zajtra pojdeme
k jazeru.“ a ,Zajtra pdjdeme do hory.“. Ked ich oznac¢ime postupne C, D, tak péovodny
vyrok mozeme zapisat v tvare A = (C'V D). Vyroky A, C, D sa uz dalej nedaju rozkladat
na jednoduchsie vyroky.

Definicia 1.12. Vyroky, ktoré sa nedaju rozlozit na jednoduchsie vyroky, alebo vy-
roky ktoré vzdy vystupuju ako celok, sa nazyvaju atomické (alebo atomadrne).

Priklad 1.13. ,,Cislo 12 deli ¢&islo 24 a &islo 4 ¢islo 12, a preto ¢islo 4 deli ¢islo 24¢
je vyrok v tedrii prirodzenych éisel. Sklada sa z atomickych vyrokov ,,Cislo 12 deli ¢islo
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24« Cislo 4 deli ¢islo 12¢, ,Cislo 4 deli ¢islo 24“. Ak by sme si oznadili tieto atomické
vyroky postupne A, B, C', mdézeme povodny vyrok zapisat (A A B) = C. [ |

3.2. Kvantifikované vyroky.

‘ nie je vyrok. Ale ak za

Uz sme spomenuli, Ze veta (vyraz) ,,Cislo = je neparne ¢islo.*
x dosadime konkrétne celé ¢islo, dostaneme vyrok.
Vyraz, ktory obsahuje jednu alebo viac premennych, z ktorého po dosadeni pripustnych
hodnét za premenné vznikne vyrok, sa nazyva vgrokova forma. Ak A(zy,...,xx) je
vyrokova forma k premennych xq,...,z, tak mnozina k-tic pripustnych hodnét sa na-
zyva definiéng obor vyrokovej formy A(xy,...,zr). Mnozina vsetkych (g1, ..., qx)
z definiéného oboru D vyrokovej formy A(xy,...,zy), pre ktoré je vyrok A(qi, ..., qx)
pravdivy, sa nazyva obor pravdivosti vyrokovej formy A(xq,...,x;) a oznacuje sa
{(x1,...,2r) € D; A1, ..., 28)}

Priklad 1.14. 22 + y* < 0 je vyrokov4 forma dvoch premennjch z,y. Jej defini¢ny
obor je R?. Do oboru pravdivosti patri len dvojica (0,0), teda
{(z,y) € R% 2% +y* <0} = {(0,0)}. u

Vyrokové formy mozeme spajat pomocou logickych spojok, a tak vytvarat nové vyro-
kové formy.

Priklad 1.15. Negaciou vyrokovej formy x > 2 s definiénym oborom R je vyrokova
forma = < 2 s rovnakym defini¢nym oborom.

Konjunkciou vyjrokovych foriem 22 — 2 — 6 = 0, 2 > 0 je vjrokové forma
> —2—-6=0A2>0. |

7 vyrokovej formy sa da vytvorit vyrok aj inym spdsobom ako je dosadenie hodnot za
premenné. Mozeme vytvorit vyrok, v ktorom sa hovori o poéte prvkov, ktoré ked dosadime
za premenné do vyrokovej formy, dostaneme pravdivy vyrok. Takéto vyroky nazyvame
kvantifikované vgroky. Nech A(x) je vyrokova forma jednej premennej z s definiénym
oborom D. Potom méZeme vytvorit takéto kvantifikované vyroky:

Ezxistuje (existuje aspoii jedno) z, ze A(x).

Ezxistuju aspon Styri x, ze A(x).

Ezistuje najviac pit x, ze A(x).

Ezxistuju prdave tri z, ze A(x).

Pre vsetky = (plati) A(z).
Vyrazy vytlacené polotuénou kurzivou sa nazyvaju kvantifikatory. V matematike sa
najcastejsie pouzivaju prvy a posledny. Ten prvy sa nazyva existencényg (alebo maly)
kvantifikdtor a posledny vseobecny (alebo velky) kvantifikator.

Existen¢ny kvantifikator sa oznacuje symbolom 3 (otocené pismeno E). Kvantifikovany
vyrok

,Existuje x, ze A(r).“
mozeme strucne zapisaf

dreD A(x) alebo 3 A(x)

x€D
Ak je znamy obor premennej x, mdzeme pouzit aj zapis
dz A(z) alebo 3 A(x).
xT

Vseobecny kvantifikator sa oznacuje symbolom V (otoc¢ené pismeno A). Kvantifikovany
vyrok
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,Pre vietky = A(z).“
struc¢ne zapisujeme

VeeD A(x) alebo vV A(z)

xzeD
alebo, ak je zndmy obor premennej z,

Vo A(x) alebo VYV A(xz).

Priklad 1.16. Rozhodnite o pravdivosti vyrokov
(1) IneZ n?=9,
(2) VneZ n* =9,
(3) In€Z n* =2,
(4) YVn€Z n* = 2.

RIESENIE. Prvy vyrok je pravdivy, lebo pre n = —3 je (—=3)> = 9.

Druhy vyrok je nepravdivy, lebo rovnost n? = 9 neplati pre kazdé celé ¢islo n, napr.
pren=0jen?=0%=0+#09.

Treti aj stvrty vyrok si nepravdivé, lebo len pre dve redlne cisla plati, Ze ich druha
mocnina je 2. Su to Cisla V2 a —\/5, no ani jedno z nich nie je celé ¢islo. [ |

Kvantifikované vyroky mozeme vytvorit aj z vyrokovych foriem dvoch, troch a viac

premennych. Napr. vyraz
JreZVyeR o+ 1> < —4
je vyrok, ktory cCitame:
,Existuje celé &islo x tak, Ze pre vietky realne &isla y je o + y? < —4.“
Vyrok
VyeR3Ir€cZVzeRz+y* —2< —4
¢itame
,Pre kazdé redlne cislo y existuje celé ¢islo x tak, Zze pre vsetky realne cisla z je
r+y?— 2 < —4-
Nech A(x,y) je vyrokové forma definované pre x € D,y € E. Vyraz Ve € D A(x,y)

resp. 3z € D A(x,y) nie je vyrok. Ak vSak za premennt y dosadime konkrétny prvok
mnoziny F, dostaneme vyrok. Uvedené vyrazy st teda vyrokové formy premennej y.

Priklad 1.17. Rozhodnite o pravdivosti vyrokov
(1) VeeR3yeR z —y =1,
(2) JyeRVzeR z —y =1.

RIESENIE.

(1) Nech z je lubovolné reélne ¢islo. K splneniu rovnosti x —y = 1 staéi zvolit y = z—1.
Ku kazdému = € R sme nasli (teda existuje) y € R (y =z — 1) tak, ze plati z — y = 1.
To znamena, ze vyrok je pravdivy.

(2) Malo by existovat y také, Ze pre vSetky redlne ¢éisla = je x —y = 1. Oznacéme to ¢islo
yo. Pokial existuje, ma pren platit  — yo = 1 pre vSetky z € R. LenZe pre x = y plati
T — Yo =Yo — Yo = 0 # 1. Znamena to, ze také 1y, neexistuje, a teda vyrok je nepravdivy.

|

Poznamka 1.3. Vyroky z predchadzajiceho prikladu sa od seba lisia len poradim
kvantifikatorov. Aby bol prvy vyrok pravdivy, je potrebné, aby pre kazdé x existovalo y
tak, ze © — y = 1. Uvedomme si, Ze pre rozne ¢isla = aj zodpovedajice ¢isla y mozu byt
rozne. Naproti tomu, aby bol pravdivy druhy vyrok, je potrebné, aby existovalo jedno
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y tak, Ze pre vSetky x je x —y = 1. Teda to y je pre vSetky z stéale to isté. Vidime, ze
zmenou poradia malého a velkého kvantifikatora dostdvame odlisné vyroky, ktoré nemusia
byt ekvivalentné.

Poradie za sebou iducich kvantifikdtorov rovnakého typu (oba st vSeobecné alebo oba
st existen¢né) mozeme menit a vyrok sa pritom nezmeni. Preto aj vyrazy Vo€ DVy e D
resp. dJx € D dye€ D skracujeme na Vx,y€ D resp. dr,y € D.

Venujme sa teraz tomu, ako tvorit negacie kvantifikovanych vyrokov. Nech A(x) je
vyrokovéa forma definovand na mnozine D. Negaciou vyroku 3z € D A(x) je vyrok ,Nie
je pravda, Ze existuje x € D, pre ktoré plati A(x).“ To je to isté ako ,Neexistuje z € D,
pre ktoré plati A(x).“ a tiez ako ,Pre vSetky = € D plati negacia A(x),“, ¢o modzeme
zapisat takto: Vo € D A(x). Podobnymi tivahami by sme utvorili aj negacie dalsich typov
kvantifikovanych vyrokov. Uvadzame ich v tabulke 2. Cislo k je tu jedno konkrétne ale

.....

TABULKA 2. Negécie kvantifikovanych vyrokov

Vyrok Negacia vyroku

dreD A(x) VeeD A(x)

Existuje aspon k prvkov z, ze A(x). | Existuje najviac k — 1 prvkov z, Zze A(x).

Existuje najviac k prvkov z, ze A(z). | Existuje aspon k + 1 prvkov z, ze A(z).

Existuje najviac k — 1 alebo aspon k+ 1 prv-
kov z, ze A(x).

Ve D A(z) dreD A(x)

Existuje prave k prvkov z, ze A(x).

Negéaciu vyroku, ktory obsahuje niekolko malych a velkych kvantifikdtorov ziskame
tak, Ze kazdy maly kvantifikdtor zmenime na velky, velky kvantifikdtor zmenime na maly
a vyrokovi formu negujeme.

Priklad 1.18. Napiste negacie vyrokov
(1) JyeRVzeR zy <y,
(2) Voe Nt Jye Nt Ize N+ 22 + 32 = 22,

RIESENIE.
(1) VyeR3IzeR a2y >y,
(2) ILENTVYENTV2eNT 22 + 92 #£ 22,

3.3. Vyrokové formuly.

Vyrokova logika pri skiimani pravdivostnych hodnot zlozenych vyrokov si nevsima ob-
sah jednotlivych atomickych vyrokov ale ich pravdivostni hodnotu a tiez tvar (Strukttaru)
zlozeného vyroku. Preto je vhodné zaviest vyrokové premenné — premenné, za ktoré
je mozné dosadzovat vyroky — a pomocou nich, logickych spojok a zatvoriek vytvarat vy-
razy, ktoré maju vlastnost, ze ked do nich za vyrokové premenné dosadime vyroky, vznikni
z tychto vyrazov vyroky. Ako vyrokové premenné budeme pouzivat pismend p,q,r, s, t,
popripade tieto pismena s indexami napr. py, p2, q4. Vyrazy, o ktorych sme teraz hovorili,
nazyvame vyrokové formuly. Ich presna definicia je takato:
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Definicia 1.13. Formula vyrokového poctu (skratene vgrokovd formula alebo
formula) je kazdé slovo nad abecedou {7, A,V,=.< (,),p,q,7,8,t,p1,q1,71,51,t1,-- -},
ktoré vzniklo podla pravidiel:

(1) Kazd4 vyrokova premennd je formula.
(2) Ak a,b s formuly, tak

a,(a AD),(aVb),(a=0),(aeb)

st formuly.
(3) Ziadne iné slové nie st formuly.
Formulu @ nazyvame negdciou formuly a, formulu (a A b) nazyvame konjunkciou
formal a,b, formulu (a V b) nazyvame disjunkciou formdl a,b, formulu (a = b)
nazyvame implikdciou formil a,b a formulu (a < b) ekvivalenciou formal a,b.

Priklad 1.19. p, g, r st vyrokové premenné, a teda aj formuly, preto (p = q), (pVr) st
tiez formuly. Ked pouzijeme opakovane postup z bodu 2 definicie formuly, tak dostaneme
aj tieto formuly: (p = (¢ V1)), (pA Q) = (r= (r = q))). [

Keby sme v definicii formuly nepouzili zatvorky, tak by formuly z predchadzajiceho
prikladu mali tvar p = ¢, p V r, ale uz pri poslednych dvoch formulach p = ¢ V r,
pAq = r = r = ¢ by sme po dosadeni vyrokov za vyrokové premenné mohli dostatf vetu,
ktora nie je po obsahovej stranke jednoznacna a teda nie je vyrok. Napriklad veta ,Ked
Vlado hovori, vtedy Jano mléi alebo Ivan place“ vznikne dosadenim do p = (¢ V r), ale
tiez do (p = q) V r. V hovorovej reci sa obvykle pouzivaji nepisané dohody a viiéSina by
tto vetu priradila k p = (¢ V r) anie k (p = ¢) Vr. V matematike, ale aj inych odboroch,
je takato nejednoznac¢nost nepripustna.

Situdcia, aby vela zatvoriek nebolo na ujmu prehladnosti, ale pritom nevznikala ne-
jednoznac¢nost, sa riesi bud

- dohodou, Ze zatvorky vynechavame, ked nemoze prist k nejednoznacnosti
alebo

- dohodou o vynechavani zatvoriek a priorite logickych spojok.

Dohoda o vonkajsich zatvorkach: V samostatne stojacich formuldch budeme von-
kajsie zatvorky vynechavat.

Princip priority logickych spojok: Ak logické spojky usporiadame do postupnosti
A, V, =, &, tak kazda logické spojka, stojaca vlavo od uvazovanej, viaZe silnejSie. Nech
p,q,r su vyrokové premenné. Logicka spojka L wviaZe silnejsie ako logicka spojka K
znamena, ze p L q K r je formula (p Lq) K r.

Poznamenajme, Ze tento princip pozname z realnych cisel, kde ,krat“ viaze silnejsie
ako ,plus“, ¢ize napr. 2.3 + 1 znamena (2.3) + 1 a nie 2.(3 + 1).

Priklad 1.20.

p A qV T znamend formulu (p A q) VT,

p = qVr < pznamend formulu (p = (¢ Vr)) < p,

pVr < pAqVrznamend formulu (pVr) < ((pAqg) Vr). [

Definicia 1.14. Postupnost formil ay,as, ..., a, sa nazyva vytvdrajica postup-
nost formuly a, ak a = a,, a pre kazdé k € {1,2,...,n} je a; bud vyrokova premenna
alebo existuju i,j € {1,2,...,k—1} tak, Ze a; je jedna z formdl @;, a; Aa;, a; Vaj, a; = a;,
Qi < Q.
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Priklad 1.21. Vytvéarajicou postupnostou formuly

a=((pvgyApVr)=(p=(¢g=r))

(V@) ADPVT) = (p=(g=1)) u

Definicia 1.15. Ak formula b obsahuje vyrokové premenné pi,ps,...,p, a Ziadne
iné, tak formulu b oznac¢ime b (py,pa, ..., p,) a hovorime, Ze b je formula n premennych
P1,DP2,- -, Pn-

Definicia 1.16. Vyrok, ktory vznikne z formuly, ked za vSetky jej vyrokové premenné
dosadime vyroky, sa nazyva interpretacia formuly.

Poznamka 1.4. Ak Ay, ..., A, st vyroky a b(p1,pa,...,pn) je formula, tak dosade-
nim vyroku A; za premennt py, A, za ps az A, za p, dostaneme vyrok b ( Ay, A, ..., A,),
ktory je interpretaciou formuly b.

Priklad 1.22. Vezmime formulu r A s = t. Jej interpretacie v tedrii prirodzenych
¢isel su napriklad:
,Ked 2 deli 12 aj 3 deli 12, tak aj 6 deli 12.¢
»,Ak ¢islo 3 je vicsie ako Cislo 2 a ¢islo 7 je vicSie ako ¢islo 32, tak ¢islo 3 je vicsie ako
¢islo 32.¢
,Ak 5 je mensie ako 6 a 15 je vicsie ako 13, tak 5 je menSie ako 3.

Formula r A s = t je formulou troch premennych r, s, t, méZeme ju teda oznacit napr.
a(r,s,t). |

Vyrokova formula nie je vyrok, nema teda pravdivostni hodnotu. Kazdej vyrokove;j
formule a(py, po, ..., pn) vSak mozeme priradit funkciu, ktord vyjadruje zavislost pravdi-
vostnych hodnot interpretécii a(Ay, As, ..., A,) tejto formuly od pravdivostngch hodnot
vyrokov Ay, Ay az A, dosadenych za jednotlivé vyrokové premenné.

Definicia 1.17. Nech a(p1, p2, - .., pn) je formula n premennych. Funkcia

ph, : {0,1}" — {0, 1}, ph, (21, xs, ..., 2,) = ph(a(Ay, As, ..., An)),
kde Ay, A, ..., A, st vyroky, pre ktoré ph(A;) = z1, ph(As) = 29, ..., ph(4,) = x,, sa
nazyva pravdivostné ohodnotenie formuly a.

Vsetkych usporiadanych n-tic prvkov 0, 1 je 2". Oznacme ich 8; = (0,0,...,0,0),
B = (0,0,...,0,1),83 = (0,0,...,1,0),..., 0 = (1,1,...,1). Potom moézeme pravdi-
vostné ohodnotenie formuly a(py, pa, ..., pn) zapisat v tvare tabulky (pozri tab. 3), ktort
nazyvame pravdivostnou tabulkou formuly a(pi,ps,...,pn)-

TABULKA 3. Pravdivostna tabulka formuly a

(p1,p2,---7pn) a(p1,p2,---7pn)
ﬁl pha (ﬁl)
ﬁ2 pha (62>

ﬁQ" pha (ﬁQ" )
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Priklad 1.23. Pravdivostné tabulky forml

15

rASE sVT, (rAs)Vt= (s=t)

su v tab. 4.

TABULKA 4

r, 8,1

(rAs)Vt=(s=1t)

coocol

AN NN NN NN N T

0,0,0
0,0,1
0,1,0
0,1,1
1,0,0
1,0,1
1,1,0
1,1,1

~— — ' ' — |

—_ O s = s R

Pri ich tvorbe je vhodné postupovat tak, Ze do hlavicky tabulky zapiSeme vytvarajicu
postupnost danej formuly (pozri tab. 5 a 6), pod premenné dame vSetky mozné zoskupe-
nia pravdivostnych hodnét a postupne po stipcoch vyplitujeme pravdivostné ohodnotenia,
jednotlivych formil vytvarajicej postupnosti na zaklade pravdivostnych tabuliek zloze-

nych vyrokov (tab. 1).

TABULKA 5
r,s|S|TAS|TF|sVTF|(rA3) < (sVT)
00|1] 0 |1] 1 0
010 0 |1] 1 0
1,0(1| 1 (0 O 0
L1{of 0 (0| 1 0

TABULKA 6

rs,t|rAs|(rAs)Vt|s=t|(rAs)VEt=(s=1)
0,00 0 0 1 1
0,01 0 1 1 1
0,10 0 0 0 1
01,1 0 1 1 1
1,00 O 0 1 1
1,01 0 1 1 1
1,10 1 1 0 0
1,11 1 1 1 1




16 1. UVODNE POJMY

Definicia 1.18. Formula sa nazyva
tautologia, ak jej pravdivostnym ohodnotenim je konstantna funkcia s hodnotou 1;
kontradikcia, ak jej pravdivostnym ohodnotenim je konstantna funkcia s hodnotou 0;
splnitelna, ak nie je kontradikciou.

Priklad 1.24.
Formula p V p je tautolégia.
Formula p A p je kontradikcia.
Formula p = ¢ je splnitelna.
Formula (p A (p = q)) = ¢ je tautoldgia.

Vysledok vidime z tab. 7. |
TABULKA 7
p|D|pVD|PAD palp=q|lpAp=9 | @AP=9)=q
01 0 00 1 0 1
110 0 01 1 0 1
10 0 0 1
11 1 1 1

Tautolégia (p A (p = q)) = ¢ je zdkladom pre spravne usudzovanie. Ukazuje ndm, ako
z pravdivosti jedného vyroku usudit, ze je pravdivy druhy vyrok. Z pravdivostnej tabulky
tejto formuly vidiet, Ze ked A, B st vyroky, pricom vyroky A, A = B st pravdivé, potom
je pravdivy aj vyrok B. Na ustdenie pravdivosti vyroku B nepostacuje len pravdivost
implikdcie A = B. Vidiet to z prvého riadku pravdivostnej tabulky formuly p = gq.
Vyrok A = B mdze byt pravdivy a pritom vyrok B je nepravdivy.

Definicia 1.19. Dve formuly a, b s rovhakymi premennymi sa nazyvaji tautologicky
ekvivalentné, ak maju rovnaké pravdivostné ohodnotenie. Tautologicky ekvivalentné
formuly oznacujeme a ~ b.

Priklad 1.25. Dokazte, ze formuly p A ¢ a p V g st tautologicky ekvivalentné.

RIESENIE. NapiSeme pravdivostné tabulky (tab. 8) tychto formul. Obidve formuly
maju dve premenné, a to p,q. Tabulkami st definované rovnaké funkcie, teda formuly st

tautologicky ekvivalentné. [ |
TABULKA 8
Pqg|pAg Pq|pVy
00 1 00| 1
01 1 01} 1
10 1 10 1
11 0 111 0

Priklad 1.26. Zistite, ¢iplati (pVq)Vr~pV(gVr).

RIESENIE. Urobime pomocni tabulku (tab. 9) a z nej uz bude vidiet, ked si pozrieme

prvy, predposledny a posledny stipec, ¢ formuly majt rovnaké pravdivostné ohodnotenie.
[ |
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TABULKA 9
p,g;r |pVaqlgVr|(pVgVr|pVigVr)
0,0,0| 0 0 0 0
0,0,1| 0 1 1 1
0,1,0| 1 1 1 1
0,1,1| 1 1 1 1
1,0,0] 1 0 1 1
1,0,1]| 1 1 1 1
1,1,0] 1 1 1 1
1,1,1] 1 1 1 1

V nasledujtcej vete uvedieme zakladné tautologické ekvivalencie.

Veta 1.2. Nech a, b, ¢ st formuly s rovnakymi premennymi. Potom platia tieto tau-
tologické ekvivalencie:

El. avb~bVa, aNb~DbAa,

E2. (aVvb)Vec~aV(bVe), (anb)ANe~aN(bAc),

E3. (avVb)Ac~(anc)V(bAc), (anNb)Ve~(aVe)A(DVe),
E4. aVb~aAb, anNb~aVhb,

E5. aVa~a, alan~ a,

E6. aV (bAD) ~a, an(bVb)~a,

E7. @~ a,

E8. aV(aAb)~a, aA(aVb)~a,

E9. a=0b~aVb, a=b~aAb,

E10. a< b~ (@Vb)A(aVb), asb~(anb)V(@AD).

DOKAZ tejto vety neurobime, nechdme na citatela, aby urobil a porovnal prislusné prav-
divostné tabulky. O

Priklad 1.27. Dokéazte p = ¢ ~ p Aq, druht z ekvivalencii E9 z predchadzajicej
vety.

RIESENIE. Uvedeny vztah moZzeme dokazat bud pomocou pravdivostnych tabuliek o-
boch formil, alebo vyuzitim tabulky tautologickych ekvivalencii. Pouzijeme tautologické
ekvivalencie. Nad znak tautologickej ekvivalencie napiSseme ktoré pravidlo z tabulky tau-
tologickych ekvivalencii sme pouzili. Z E9 sme pouzili prvi ekvivalenciu.

FEF9 _ FE7l ——— F4 ———
Pp=q~pVqg~pVqg~pAq
[ |

Definicia 1.20. Hovorime, Ze mnozina logickych spojok S je dplng systém logic-
kych spojok (skratene USLS), ak pre kazdi formulu a existuje formula b, ktora obsahuje
iba logické spojky z mnoziny S a plati a ~ b. Vtedy tiez hovorime, Ze formula a sa da
vyjadrif pomocou S.

Priklad 1.28. Ukazte, Ze mnoziny {V, A, }, {7, =} st Gplné systémy logickych spojok.
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RIESENIE. Pre kazdé formuly ¢, d plati
c=d~cVd,
ced~ (eVd)A(cVd).

Pomocou tychto ekvivalencii méZeme kazda formulu a upravif na ekvivalentni formulu
b, ktora neobsahuje logické spojky =, <, teda obsahuje iba logické spojky z mnoziny
{V,A,}. Tym sme dokézali, ze {V,A,"} je USLS.

Aby sme dokazali, ze {~, =} je USLS, staci dokazaf, ze kazd4 formula a, ktora obsahuje
logické spojky len z mnoziny {V, A,”} je ekvivalentna niektorej formule b, ktord obsahuje
logické spojky len z mnoziny {7, =}. Pravdivost tohto tvrdenia vyplyva z toho, Ze pre
kazdé formuly c, d plati

cVd~T=d,
chd~cANd~eVd~c=d.
|
Priklad 1.29. Vyjadrite formulu p < ¢ pomocou
a) {V,A,7},
b) {7, =}.
RIESENIE.
a) pe g~ =9 AN(@=>p)~BVINPVD.
b) Pouzijeme c Ad ~ ¢V d ~ ¢ = d. Potom plati
peag~pP=qgNg=p)~pP=q9=>7=p
|

4. Relacie

Definicia 1.21. Binarnou relaciou (strucne len reldciou) na mnozine A nazy-
vame lubovolnti podmnozinu kartezianskeho stéinu A2.

Poznamka 1.5. Ak 0 C A? je bindrna reldcia na mnozine A a (z,y) € o, tak hovo-
rime, ze prvok = je v relacii o s prvkom y a namiesto (x,y) € o piSeme aj z o y.

Definicia 1.22. Reldcia 0 na mnozine A sa nazyva
reflexivna, ak Vr€ A (z,z) € o,
symetricka, ak Vx,yc A (z,y) € 0 = (y,z) € 0,
antisymetricka, ak Vx,yc A (r,y) € o A (y,x) € 0 = = =1y,
tranzitivna, ak Vr,y,z€ A (z,y) € o A (y,2) € 0 = (x,2) € 0.

Priklad 1.30. Zistite, ¢i relicia 0 C R? 0 = {(z,y) ;7 < y} je reflexivna, symetricka,
antisymetricka, tranzitivna.

RIESENIE. Relécia o je reflexivna, lebo pre kazdé = € R plati x < z, teda (z,z) € 0.
Relécia nie je symetricka, pretoze napriklad (2,3) € o, ale (3,2) ¢ o.
Relécia je antisymetricka: Nech (z,y) € o, (y,z) € o, teda x < y, y < x. Z vlastnosti
realnych cisel vieme, Ze potom plati z = y.
Relécia je tranzitivna: Ak (z,y) € o a zaroveni (y, z) € o, teda x < y a zéroven y < z,
potom z vlastnosti redlnych ¢isel vyplyva x < z, teda (z, 2) € o. [ |

Definicia 1.23. Binarna relacia na mnozine A, ktora je reflexivna, symetricka a tran-
zitivna, sa nazyva ekvivalencia alebo relacia ekvivalencie na mnozine A.
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Priklad 1.31. Je relacia o = {(x,y) € Z* 3| (y — x)} ekvivalenciou na mnoZine Z
vSetkych celych ¢isel? (a | b znamena: ¢islo b je delitelné ¢islom a.)

RIESENIE. x — x = 0, Co je ¢islo delitelné tromi, preto (x,z) € o. Relacia ¢ je teda
reflexivna.

Nech (z,y) € p. To znamend, ze 3 deli ¢islo y — z. V takom pripade y — x = 3k, kde
k € Z. Potom x —y = —(y — z) = 3(—k), ¢o znamend, ze 3 | (x — y) a teda (y,x) € o.
7 toho vyplyva, zZe relacia o je symetricka.

Nech (z,y), (y, 2) € o. Existuju teda také celé ¢isla m,n, ze y — x = 3m,z —y = 3n.
Potom z —z=z2—2—y+y=(2—y)+(y—2)=3m+3n=3(m+n). Cislo z — z je
delitelné ¢islom 3, to znamena (z, z) € p a teda relacia g je tranzitivna.

Relacia ¢ mé pozadované vlastnosti, je preto ekvivalenciou na mnozine Z. [ |

Poznamka 1.6. Ak p je relacia ekvivalencie a (z,y) € o, tak budeme hovorit, Ze x
je ekvivalentné s y.

Definicia 1.24. Nech o je relacia ekvivalencie na mnozine A a a € A. Potom mnozinu
o(a) = {z € A;ao x} nazyvame triedou ekvivalencie prvku a.

Priklad 1.32. Pre relaciu ekvivalencie ¢ definovani v predchadzajicom priklade naj-
dime triedy ekvivalencie prvkov 0, 1, 2.

RIESENIE.
000)={x€Z;00x}={2€Z;3|(x—0)} ={x;2 =3k, k€ Z} = {3k; k € Z},
o)={zxe€Zlox}={2xe€Z;3|(x—1)}={x;2=3k+1,k€Z}={3k+ 1,k € Z},
02)={r€Z20x}={re€Z;3|(x—2)} ={m;2=3k+2,k € Z} ={3k+2;kcZ}. 1

Veta 1.3. Nech o je relacia ekvivalencie na mnozine A. Potom pre kazdé x,y € A
(1) z € o(x),
(2) x € o(y) prave vtedy, ked o(z) = o(y),
(3) ak o(x) # a(y), tak o(z) No(y) = 0.

DOKAZ.

(1) Relécia o je reflexivna, preto pre kazdé x € A plati (z,z) € o, ¢o znamend, Ze
x € o(x).

(2) Nech z € o(y) t.j. (y,z) € 0. Ukdzeme, ze kazdy prvok z € o(x) je prvkom aj
mnoziny o(y). Nech teda z € o(z), ¢o znamend, ze (x,z) € 0. Kedze (y,x) € o a stcasne
(x,z) € o, z tranzitivnosti relacie o vyplyva (y,2) € o, a teda z € o(y). Ukazali sme, zZe
o(z) C o(y). Analogicky sa ukéze, ze o(y) C o(z). Potom vSak plati o(z) = o(y).

(3) (nepriamo) Nech o(z)No(y) # (). Potom existuje z € o(x)No(y) a pre tento prvok
plati (z, z) € o, (y, 2) € 0. KedZze relacia o je symetrickd a tranzitivna, tak (z,y) € o ¢ize
x € o(y) a podla (2) o(z) = o(y), ¢o je spor. O

Priklad 1.33. V reldcii ekvivalencie ¢ = {(z,y) € Z*;3 | (y — z)} jedinymi triedami
ekvivalencie st o(0) = {3k; k € Z}, o(1) = {3k + 1; k € Z}, 0(2) = {3k + 2;k € Z}, lebo
Tubovolné celé ¢islo méa tvar 3m, 3m+1 alebo 3m+2 (m € Z) a potom o(3m) = 0(0), lebo
3m € p(0); o(3m + 1) = o(1), lebo 3m + 1 € p(1); o(3m + 2) = p(2), lebo 3m + 2 € o(2).

|

Definicia 1.25. Nech A je neprazdna mnozina a T je systém podmnozin mnoziny A,
pre ktory plati

(1) VXeT X #10,
2 VX,YeET X £Y = XNY =1,
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3) U X=A.
XeT
Potom T sa nazyva rozklad mnoZiny A a prvky mnoziny T sa nazyvaju triedy roz-
kladu mnozZiny A.

Priklad 1.34. Nech A = {a,b,¢,d, e}, Ay ={a}, Ay ={b,d,e}, A3 ={c},
By ={a,b,c}, By ={b,d,e}. Potom T'= {A;, Ay, A3} je rozklad mnoziny A, lebo mnozi-
ny Ay, As, Asz st neprazdne, prienik kazdych dvoch roznych z nich je prazdna mnozina
a zjednotenie vSetkych troch mnozin je mnozina A. Naproti tomu S = {Bj, B2} nie je
rozklad mnoziny A, lebo By # By ale By N By = {b} # (. [ |

Priklad 1.35. Triedy ekvivalencie 0(0), o(1), o(2) reldcie ekvivalencie
o= {(z,y) € Z%3 | (y — x)} tvoria rozklad mnozZiny Z, pretoze o(0) = {0, £3,+6,...},
o(1) = {1,-2,4,-5,7,-8,10,...}, o(2) = {2,—1,5,—4,8,—7,11,...}, €o st neprazdne
muoziny, 0(0) N o(1) = 0,0(0) No(2) =0,e(1)Ne(2) =0 ae(0)Ue(l)Ue(2) =2, W

Veta 1.4. Nech o je ekvivalencia na mnoZine A. Potom triedy ekvivalencie o(a), pre
a € A tvoria rozklad mnoziny A. Triedami rozkladu su triedy ekvivalencie relacie o.

DOKAzZ. Z vety 1.3 vyplyva, Ze kazda trieda ekvivalencie o(a) prvku a € A je ne-
prazdna, lebo a € A. V tretej vlastnosti tejto vety sa priamo hovori, Zze prienik dvoch
roznych tried ekvivalencie je prazdna mnozina. Kazda trieda ekvivalencie obsahuje len
prvky mnoziny A, preto |J o(a) C A. Na druhej strane pre Tubovolny prvok b € A plati

acA
beo(b),atedaajbe |Jo(a), preto A C |Jo(a). Vspojeni s predchadzajicou inklaziou
acA acA
dostavame |J o(a) = A. O

a€A

Poznamka 1.7. O rozklade, ktory je tvoreny triedami ekvivalencie, hovorime, ze je
to rozklad indukovany danou ekvivalenciou.

Veta 1.5. Ku kazdému rozkladu mnoziny A existuje jednoznac¢ne urcena ekvivalencia
na mnozine A, ktora tento rozklad indukuje.

DOxkAz. 1. Nech T je rozklad mnoziny A. Definujme na mnozine A relaciu o takto:
a o b prave vtedy, ked existuje X € T také, ze a,b € X.

Je zrejmé, ze tato relacia je reflexivna, symetricka a tranzitivna. Teda je to ekvivalencia.
Dalej vidime, Ze prvky patriace do jednej triedy rozkladu st navzajom ekvivalentné. Preto
kazdé trieda rozkladu X je podmnozinou jednej triedy ekvivalencie relacie o. Tato trieda
ekvivalencie uz nemdze obsahovat dalsiu triedu rozkladu Y (Y # X), lebo v opa¢nom
pripade by pre prvky = € X,y € Y na zaklade definicie relacie o platilo (z,y) ¢ o a na
druhej strane (x,y) € o, pretoze x aj y patria do tej istej triedy ekvivalencie, a to je spor.
Tym sme ukézali, ze kazda trieda rozkladu T je triedou ekvivalencie o.
2. 7 casti 1 vyplyva, Ze existuje aspon jedna ekvivalencia, ktora indukuje rozklad
mnoziny A, ktory je zhodny s T'. Teraz ukazeme, ze tato ekvivalencia je jedina.
Predpokladajme, ze existuje este jedna ekvivalencia 7 C A X A na mnozine A, ktorou
indukovany rozklad mnozZiny A na triedy ekvivalencie je opét T
Nech a7b. Teda existuje X € T také, ze X = 7(a) = 7(b). To znameni, ze a,b € X,
a teda aob, kde o je ekvivalencia z prvej casti dokazu. Z toho vyplyva, ze podmienka
(a,b) € T implikuje (a,b) € 0, a teda 7 C 0.
Nech naopak (a,b) € 0. Teda existuje X € T také, ze a,b € X. Ale pretoze T je rozklad



5. ORIENTOVANE GRAFY 21

indukovany aj ekvivalenciou 7, X je jednou z tried ekvivalencie 7. Preto (a,b) € 7. Z to-
ho vyplyva, Ze 0 C 7, a teda spolu s predoslou castou dostavame o = 7. Tym je veta
dokéazana. [

Dokéazali sme, ze medzi ekvivalenciami na mnozine A a rozkladmi mnoziny A je vza-
jomne jedno-jednozna¢né priradenie. Tato skuto¢nost budeme vyuzivat tak, ze ekvivalen-
ciu budeme definovat pomocou k nej patriaceho rozkladu.

Priklad 1.36. Nech systém mnozin 7" = {{a,b,c},{d,e},{f}} je rozklad mnoziny
A ={a,b,c,d,e, f}. Potom relacia ekvivalencie o, ktord tento rozklad indukuje, je o =

{(a,a), (b,0), (¢, ¢), (a,b), (b, a), (a,¢), (c,a), (b;c), (¢, b), (d.d)(e, e), (d; e), (e, d), ([, [)}-

Vidime, Ze zapis ekvivalencie pomocou prislusného rozkladu je ovela prehladnejsi. |

5. Orientované grafy

Teraz uvedieme zakladné pojmy z tedrie grafov, ktoré vyuzijeme pri studiu tedrie
konec¢nych automatov.

Definicia 1.26. Orientovany graf je usporiadana trojica G = (V, H,e), kde V, H
st koneéné mnoziny, V # ),V N H = () a e je zobrazenie ¢ : H — V?2. Prvky mnoZiny V/
sa nazyvaju vrcholy, prvky mnoziny H sa nazyvaji orientované hrany a zobrazenie
e sa nazyva incidencia. Ak u,v st vrcholy, h je orientovana hrana a e(h) = (u,v), tak
u, v sa nazyvaju kragné vrcholy orientovanej hrany h, Specidlne: vrchol u sa nazyva
zaciatoény vrchol orientovanej hrany h a vrchol v koncovy vrchol orientovanej
hrany h.

Priklad 1.37. Nech V = {1,2,3,4}, H = {hl,hg,hg,h4,h5,h6} e : e(h1 = (1,4 s
e(hs) = (4,2), e(hs) = (3,2), e(ha) = e(hs) = (3,4), e(he) = (2,2). Potom G = (V, H,¢)

je orientovany graf. [ |

Definicia 1.27. Grafy G = (V, H,e),G' = (V', H',€’) st rovnaké, ak V = V' H =
H' e=¢.

Orientované grafy budeme znézortiovat aj graficky a to takymto sposobom: vrcholy
orientovaného grafu G znazornime ako body roviny, ktoré oznac¢ime rovnako ako samotné
vrcholy. Nech h je orientovana hrana s krajnymi vrcholmi a, b. Potom orientovani hranu

OBR. 1

h s poc¢iato¢nym vrcholom a a koncovym b znazornime ako ¢iaru spajajucu body a, b so
sipkou pri koncovom vrchole b (obr. 1). Takto vytvoreny objekt budeme nazyvat diagram
orientovaného grafu G. Casto viak namiesto ,diagram grafu G“ budeme hovorit iba
ygraf G«.

Poznamka 1.8. Tu sa budeme zaoberat iba orientovanymi grafmi, preto slovo orien-
tovany budeme c¢asto vynechavat.
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OBR. 2

Priklad 1.38. Diagram orientovaného grafu z prikladu 1.37 je na obr. 2. [ |

Definicia 1.28. Ak hrana h orientovaného grafu G inciduje s dvoma roéznymi vr-
cholmi, nazyva sa orientovana linka a ak inciduje len s jednym vrcholom, nazyva sa
orientovana slucka.

Priklad 1.39. V grafe G (obr. 2) hrany hy, hs, hs, hy, hs st linky a hrana hg je slucka.

Definicia 1.29. Ndsobnostou orientovanej hrany so zaciatoénym vrcholom
u a koncovym wvrcholom v v orientovanom grafe G nazyvame pocet orientovanych
hran, ktorych zaciatoény vrchol je u a koncovy je v. Toto ¢islo budeme oznacovat m(u,v).

Orientovany graf nazyvame jednoduchy (tiez prosty) orientovany graf, ak pre
kazdé dva jeho vrcholy u,v je m(u,v) < 1. Orientovany graf, ktory nie je jednoduchy sa
nazyva orientovany multigraf.

OBR. 3

Jednoduché grafy, presnejsie ich diagramy, nam umoznuju grafické znazornenie binar-
nych relacii na mnozine. Deje sa to takto:

Nech A je mnozina a ¢ C A x A je binarna relacia na mnozine A. Definujme graf
G = (A,0,e), ktorého vrcholmi st prvky mnoZiny A, hranami si usporiadané dvojice
patriace do relécie o a incidenciou je zobrazenie e : 0 — A X A, e(x,y) = (z,y). Graf
G = (A, 0,e) sa nazyva orientovany graf bindrnej relicie o.
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Priklad 1.40. Na mnozine A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} je definovana relacia

o= {(x,y) € A% x| y}. Orientovany graf relacie o (presnejsie jeho diagram) je na obr. 3.
|

Definicia 1.30. Orientovany graf G’ = (V’, H', ¢’) sa nazyva podgraf orientovaného
grafu G = (V,H,e), ak V' C V, H' C H, a € je ziizenim incidencie e na mnozinu hran
H', t.j. pre kazda hranu h € H' je ¢/(h) = e(h).

Priklad 1.41. Na obr. 4b, 4c st podgrafy grafu G, ktorého diagram je na obr. 4a. B

hy ) h3
ae >x a x< xb
) de >0
C ]’l7 c
a) b) )
OBR. 4

Definicia 1.31. Nech G = (V, H,e) je orientovany graf, V' C V, V' # (). Podgraf
G (V') orientovaného grafu G, ktorého mnozina vrcholov je V' a mnozina hrén H' je
urc¢end vlastnostou: ak u,v € V', tak H' obsahuje vSetky hrany z H, ktoré inciduju
s oboma vrcholmi u, v, sa nazyva indukovany podgraf.

Priklad 1.42. Nech G je graf z obr. 4a, V' = {a,b,c}. Indukovany podgraf G(V”)
grafu GG je na obr. 5. |

OBR. 5

Definicia 1.32. Nech u, v st vrcholy orientovaného grafu G, k € N. Orientovanym
sledom dlzky k z vrchola v do vrchola v nazfvame postupnost

Vo, h’l; (%0 h?a V2, ...y Vk—1, hk7 Uk,

kde
1. vg, v1, ..., v st vrcholy orientovaného grafu G,

2. hy, ..., hg st hrany orientovaného grafu G,
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3.prei € {1,...,k} je v;_1 zafiatoény a v; koncovy vrchol hrany h;,
4. vg=u, U, = 0.
Vrchol u sa nazyva zac¢iatoény a vrchol v koncovy vrchol tohto sledu.

Priklad 1.43. V grafe z obr. 4a je
a,hi,a,hy, b, hs,d  orientovanym sledom z vrcholu a do vrcholu d dlzky 3,
a,ha, b, hs,d  orientovanym sledom z vrcholu a do vrcholu d dlzky 2,
a,hi,a orientovanym sledom z vrcholu a do vrcholu a dizky 1,
a  orientovanym sledom z vrcholu a do vrcholu a dizky 0.

Definicia 1.33. Orientovany sled, v ktorom sa kazdé hrana grafu vyskytuje najviac
raz, sa nazyva orientovany tah.

Orientovany sled, v ktorom sa kazdy vrchol grafu vyskytuje najviac raz, sa nazyva
orientovana cesta.

Definicia 1.34. Graf G = (V, H, e) sa nazyva silne stvisly graf, ak pre kazdé dva
vrcholy u,v € V' existuje orientovany sled z vrchola v do vrchola v.

Definicia 1.35. Podgraf I’ grafu G sa nazyva silne stvisly komponent grafu G,
ak plati:
1. F' je indukovany podgraf grafu G.
2. F' je silne suvisly graf.
3. Ak I’ # F je taky podgraf grafu G, Ze F' je jeho podgrafom, tak F’ uz nie je
silne stvislym grafom.

V aplikaciach casto k adekvatnemu opisu Studovaného systému nestaci orientovany
graf, ale je potrebné k hrandm a vrcholom pripisat nejaké tdaje (najcastejsie ¢iselné
hodnoty). Graf, ktorého hrany a (alebo) vrcholy st oznacené ¢iselnymi (alebo inymi)
hodnotami, sa nazyva ohodnoteny graf.



