Priklady zL S

RNDr. Peter Kaprdik, PhD.

1. Uvodné pojmy
1.1. RieSené priklady
Priklad 1. Zidtite, ci zobrazenie g: (- 2,7) — R, g(x) = - 3x + 2 je injektivne, surjektivne alebo
bijektivne.
RieSenie. Nech x4, x» € (- 2,7), X1 = X». Potom
X1 # X2 /.(-3)
-3Xyp#-3x2 /+2
-3X1+2+-3X2+2
9(x1) = g(x2)
To vSak znamena, ze zobrazenie g je injektivne.
Prekazdé x e (- 2,7) plati
-2<x<7
6>-3x>-21
8>-3x+2>-19
8>9g(x)>-19

preto napr. cido 10 nema vzor (neexistuje x e (- 2,7), pre ktoré g(x) = 10), co znamend, Ze zobra-
zenie g nie je surjektivne ateda ani bijektivne.

y

Priklad 2. Zidtite, ci bindna operécia x :R? — R, X xy=X5 je komutativha, asociativna a ci

ma neutrdny prvok.
Riesenie. Pre kazdex,y, zZe R plati

1 xxy= x2 7—y2 Y% X,
_yz _xyz_ L
_ Xy xyz_ %3
2. (x*xy)*z= 5 *Z= 2 2 5
Dana operécia je preto komutativna g asociaivna

Zidime, ci exidujecido ee R, také, Zeprevietky x e Rjex x e = X.

=x*y72=x*(y*z).

X*x €=X
xe
> =X
xe=2X
x(e- 2)=0
Vidime, Zeak e= 2, jeprekazdéx e R x« 2 = x, tedacido 2 je neutrdny prvok operécie x.
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Priklad 3. Aka je pravdivostnda hodnota kvantifikovaného vyroku 3Ix € R Vye Rxy>Xx+y?
Napidte jeho negéciu.
RieSenie. Ak by exigovado cido x = Xq také, Ze pre vsetky y € R by plailo Xy > Xo +Y, potom
by
- Xo>Y- Xoy
- X0 > (1- xo)y
Tuto nerovnost mbéZeme dalgj upravit v zavidodti od toho, Ci
a Xo=1, b) Xo0>1, ¢) Xo<1
a -1>0.y. Tao nerovnost neplati pre Ziadney.
b) — Xo_ . y. T&o nerovnost neplati napr. pre cidoy = — X0 4,

1- Xo 1- xq -
0) 1—_x)(20 >y. Této nerovnost zas neplati napr. precido y = 1'_X00 vy

Vidime, Ze také cido x neexistuje, preto dany vyrok je nepravdivy, t.j. jeho pravdivostna hodnota
je0.
Negécia uvedeného vyroku: vx € R 3y e R Xoy < Xo +Y.

Priklad 4. Zidite, ci vyrokova fomula b=(p=q)=>q je tautoldgia, kontradikcia aebo
splnitelna formula.
RieSenie. Zidime to pomocou tabulky pravdivostnych hodnét.

P g|p=9g[ q|b
00/ 1 |11
01| 1 |0]o0
100 0 |1]1
11 1 |0]o

Z tabulky vyplyva, Ze b je olnitelnd formula

Priklad 5. Zidtite, ci vyrokové formuly a=p = (p A g), b = p = q St tautologicky ekvivaentné.
Riedenie. Ulohu budeme riedt pomocou tabulky pravdivostnych hodnét.

P g/pAg|aj|b
0 0] 0 |1]1
0 1] 0 | 1|1
100 0 |0]oO
1 1] 1 |1]1

Vyrokove formuly a, b mgurovnake pravdivostné ohodnotenie, preto a = b.

Priklad 6. Upravami (pomocou tabulky tautologickych ekvivalend) dokazte, Ze vyrokové formuly
a=p=(QAT),b=pA(q= r)sitautologicky ekvivaentné.
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RieSenie,
a=p=>@AT)zpvAT)=pA@@AT)=pA@Vvr)=pA(@=T1)=D

Priklad 7. Zigtite, i rdada o = {(x,y);x?- x =y?- y} namnoZire R je reflexivna, symetrick,
antisymetricka, tranzitivna.
RieSenie.

Pre kazdé x € R plati x2 - x = x2 - X, preto X ¢ x. Rdé&da o je teda reflexivna

Nechxoytj.x?- x =y? - y. Potom g y? - y=x?- x atedayo X, co znamena, ze rdédia o
je symetricka

Nechxay, yoz Potomx? - x =y? -y, y?- y=2?- z, odkial wplyvax? - x =z - z, teda
X o z To de znameng, Ze o je tranzitivna rel&cia.

Nechxay, yoXxtj.x?- x =y? - y. Upravme tUito rovnost :

x?-y?+y-x=0
x- y)x+y)- (x-y)=0
(x- y)x+y-1)=0

Vidime, ze této rovnost je splnena pre x =y de g pre y=1- x. Potom v3ak napr. pre x = 3,
y=1-3=-2plai(3,-2) o, (-2,3)c g, de3+ -2 Pretordédia g nieje antisymetricka

Priklad 8. NamnoZne A={1,2,3,4,5,6; jedanyrozklad T ={{2,5,6},{1,3},{4} ;. Napiste
reléciu ekvivaencie, ktord je indukovana rozkladom T.
RieSenie. Rel4ciu indukovani rozkladom T oznecme . Dvojica (x,y) € A patri do relécie o prave
vtedy, ked x,y patriado tej istg triedy rozkladu. Teda

0=1{(2,2),(5,5),(6,6), (2,5),(5,2),(2,6),(6,2),(5,6), (6,5),(1,1), (3,3),(1,3),(3,1), (4,4)

1.2. Cvicenia
Zobrazenia a operacie

1. Zidite, ci dané zobrazenia stiinjektivne, surjektivne aebo hijektivne.
a) h1 12— Z, hl(X)ZZX,
b) h2 ‘R— R, hz(X) = 2X%,
0 h3:R—R, hs(X)=x?
d) h4 ‘R*— R, h3(X) = Xz,
e) hs :R— R*U{0}, hs(x)=x2,
f) hs:R*— R*, hg(X)=x>

9 h7:R\{Z >R hy(x)=21,

M hriR\{2} - R\ {3}, hy(x)=5L
2. Zidite, ci dané operécie sl komutativne, asociaivne a ci mgu neutrdny prvok.
a x:(R")?—R* axb=a®
b) O:N2— N, aOb=h,
c) A:N2>N, aab=a,
d f:RZ-R, f(x,y)=x+y+1.
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3. Namnozine N mame definované tri binarne operécie + (Standardné scitovanie),
O:adOb=b, a:aab=a. Zdite ktora operacia vzhladom ku ktorgj je digtributivna.

Vyrokova logika

4. Urcte pravdivostni hodnotu vyroku a napi&te jeno negéciu.
a) VxeR3iyeR 3x- 6>2y,
b) dye RvxeR 3x- 6>2y,
) IxeRVyeR xy<y?
d VweR3IxeR xy<y?,
e VxeRVyeR xy<y2.

5. Napidte negéciu vyrokov
d dImeNVneN (m>4-nVm+njepanecido).
b) YVmeN3IneN (m>4- n= m+njepanecido).

6. Zidite, ci vyrokova formulab je tautologia, kontradikcia alebo splnitelnd formula
a b=pvp,
b) b=pADp,
c) b=(p=0a)=p,
d) b=(pPA(P=09) =aq,
e b=(p=avr=(@EVvavr),
) b=(PASVPADVPATASY) ©(PAS)VEPANV(PATAS).

7. Zidite, ci formuly a, b st tautologicky ekvivaentné.
a a=p=(=r), b=(p=0q=r,
b) a=p, b=p=(qAQ),
) a=p=0q, b=(pAQ)=(rAT),
d) a=p=(=r), b=(pPVvVaVr).

8. Pomocou tabulky tautologickych ekvivdencii dokazte, Ze formuly a,b si tautologicky
ekvivaentné.
a8 a=p=0q b=g=p,
b) a=((pva=(qaVvr)) Alpva), b=pvaq
Q) a=(p=>ag)=r, b=(pPVavVnNAPEVIVNIAPEVIVT).

9. Zidite, ¢i uvedené mnoziny st Upinymi systémami |ogickych spojok.

a {,V,A=>}
b) {7V},

o {T.AL

d {—,=}

e {}

) {v}.

10. Vyjadrite (p A ) = q pomocou{ —,V} apomocou{—,=}.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Relacie

NamnoZine A ={1,2,3, 4} definujterdl&ciu, ktora je

a) reflexivna symetrickda nie je tranzitivna,

b) reflexivna anie je symetricka ani tranzitivna,

c) reflexivng antisymetricka a nie je tranzitivna,

d) symetrickd, tranzitivna a nie je reflexivna ani antisymetrickd,
€) tranzitivna anie je reflexivna ani symetricka,

Zidite, ci rdlacia o namnozine R je reflexivna, symetricka, antisymetrickd, tranzitivna, ak
a) o={(xyy=x%,

b) ¢ ={(xy):x <y},

Q) o={(xyx?+y =4},

d) o={(xy);(x+1)?+y* =3},

&) o={(xy);xI=l}

Zidlite, ci rdédiap namnozine N je reflexivna, symetricka, antisymetricka, tranzitivna, ak
a) o={(ab)eN?a]| b},

b) ¢={(ab)eNZa<h},

c) o={(ab)eN?a<b},

d) o={(ab)eN?a?+a=b?+b},

€) o :ach < a+bjepane.

Zidite, ¢i rlécia namnoZine A je rel&ciou ekvivdencie. Ak ano, ngdite triedy ekvivdende jed-
natlivych prvkov mnaziny A.
a A={1,2,3,4,5},
0={(11).,(22).,(3,3).(44).(55).(1,5),(51).,(3,5),(5,3), (1,3),(3, 1)}
b) A={1,2,3,4,5} o={(x,y)eA? x| 2-y},
0 A={1,23,45 p={(xy)cA?% 3| x+y},
d A=N*, xpye x|y deboy | x,
€ A=Z, xpy<o Xy susidditené cida,
f) A=Z, xoye 2| x+y.

Zidtite, kolko réznychre&cii ekvivalencie je mozné definovat namnozine A ={1,2,3}?

Namnozine A = {1,2,3,4,5} jedany rozklad T = {{1,2},{3, 5},{4}}. Napiste relaciu ekviva-
lencie na mnozine A indukovant rozkladom T.

Na mnozine R je dana rdadia ¢ : xpy & x - y € Z. DokéZte, Ze ¢ je readia ekvivaencie na
mnoZine R. Aké stitriedy ekvivadencie prvku 0 a- 2,1?

Orientované grafy

Da’l)’/ je orlentovm)'/ gra‘ G= (V,H,E‘), kde Vv = {1,2,3, 4,5, 6}, H= {hl,hz,hg,h4, hs, hg,
h7,hs,hg, h1o, h11}, e(h1) = (1,1),e(h2) = (1,2), e(hs) = (3,2), e(hs) = (2, 3),e(hs) = (1,4),
&(hs) = (5,1),e(h7) = (2,4), &(hg) = (6, 2), &(hg) = (6, 3), &(h10) = (6,3),&(h11) = (4,5)}

5



RNDr. Peter Kaprdlik, PhD. Priklady z Logickych systémov

a) Nakreditediagram grafu G.

b) Urcte indukovany podgraf G({2, 3, 4,5}) grafu G. (Staci nakredit jeho diagram)
c) Napige orientovany ded (v grafe G) z vrcholu 2 do vrcholu 2 dizky 0, 1, 2 a 4.
d) V grafe G ngdite orientovanu cestuz vrcholu 6 do vrcholu 1.

e) V grafe G nddite orientovany tah z vrcholu 1 do vrcholu 4, ktory nie je cestou.
f) Jegraf G dlne svidy?

g N4§dite v&etky sine Sividé komponenty grafu G.

1.3. Vysedky

1.aib)isbc-diesf)isbagihisb 2a-b)ac)adk,a -1 3. Operacias
je digributivna vzhladom k operécii L1; operacia [ je digtributivna vzhladom k operécii A. 4. a) 1,
IxeRVyeR 3x-6<2y.b) 0, VyeR3IxeR 3x-6<2y.0) 1 VxeRIyeR xy>y2.
d 1, 3JyeRVxeR xy>y2. € 0, 3IxeR3IyeR xy>y?. 5 a VmeN
dneN (M<4-nAm+n je nepane cido) b). ImeNVvVneN (Mm>4-nAm+n je
nepane cido). 6. a) tautoldgia b) kontradikcia. ¢) splnitelna formula. d) tautoldgia €) splinitelna
formula f) kontradikcia. 7. @) nie. b) ano. ¢) ano. d) ano. 9. a) ano. b) ano. ) ano. d) ano. €) nie.
f) ne 10. pvag (@=p) =09 11 Napriklad a o=1{(1,1),(22),(3,3),(4,4),
(1,2),(2,1),(2,3),(3,2)}. b) ¢={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,3)}. ¢ o=1{(11),
(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,3)}. d) 0={(1,1),(2,2),(1,2),2,1)} & ¢=1{11),(272),
(1,2),(2,1),(2,3),(1,3)}. 12.8a b atc)sdaerst 13.ar,at.b)r atc)at d
rsterst 14. a8 ao, o(1) ={1,3,5},0(2) ={2}, o(4) = {4}. b) nie. c) nie. d) nie. €) nie. f)
ao, p(0)={2k;ke zZ},0(1)={2k- L,kez} 15 5 16. p={(1,1),(1,2),(21),(22),
(3,3),(3,5),(5,3),(5,5), (4,4)r. 17. p(0)=Z,0(-2,1) ={k- 0,1; ke Z}. 18.b)
G({2,3,4,5}) =(V,H,€), V' ={2,3,4,5}, H ={hz hg,h7,h11}, €(h3)=(3,2),€(hs)=
(2, 3), e’(h7) = (2, 4), e/(hll) = (4, 5)} C) 2; neexistuje; 2, h4, 3, h3,2; 2, h7,4, h11,5, he, 1, hz, 2
d) 6,hg, 2,h7,4,h115, hg, 1 debo 6,hg, 3,h3,2,h7,4,h115,hg,1. €) 1,hy, 2,h4,3,h3,2,h7,4.1)
nie, lebo neexisuje or. ded z2 do 6. ) G({1,2, 3,4,5}), G({6}).

2. Booleovské funkcie
2.1. RieSené priklady

Priklad 1. Booleovsku funkdu urcend B-wrazom U(x,y, z) = yz(X(yz+ Z)) zapidte pomocou

tabul Ky.
RieSenie.
Xy z|yz|yz|yz+2|x(yz+2)| xGyz+2)| UKy,2)
0O 00(O0]O 1 1 0 0
0 01({0]1 1 1 0 0
0 10(0]O0 1 1 0 0
01 1(1]|0 0 0 1 1
1 00[0|O0 1 0 1 0
1 0101 1 0 1 0
1 10[{0(0 1 0 1 0
1 11{1(0 0 0 1 1
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Priklad 2. Zidite, ¢i sUB-vyrazy U, V ekvivalentrg, ak
a) U(x,y) =X(x+¥), V(X,y) = x +Xy,
b) Ux,y,2)=y(x +2)(X+2), V(X,y,2) =y +xz+XZ
Riesenie.
a) Zogtavme tabul ky booleovskych funkcii urcenych B-vyrazmi U, V.

x y| x+y [ fulx,y)| Xy | fulx,y)
00 1 1 1 1
01 0 0 0 0
10 1 0 0 1
11 1 0 0 1

Z tabul ky vidime, Ze f, # fy, ateda B-vyrazy U, V nie sU ekvivaentré.

b) UKy, 2)=y(x +2)&+2) = §((x+2) + & +2) = y(xz+ x2),

V(X,y, 2) = y+ xz+ Xz = § (x2)(x2) = y(X + 2)(x + 2) = y(Xz+ XZ).
TedaU(x,y, 2) = V(X, Y, 2).

Priklad 3. N&dite UNDF a UNKF funkde g(x,y, ) = Xy + Xyz+yz.
RieSenie. Ngdeme mnozinu jednotkovych bodov funkcie g:
Jg) = Ixy) UIxy2z) U Iyz) = {(0,1,0),(0,1,1)> U{(1,0,1)} U {(0,1,0), (1,1,0)}
={(0,1,0),(0,1,1),(2,0,2),(1,1,0)}

Teraz lahko zodtavime tabulku funkde g. K tabulke pridame este dva stlpce. Do prvého z nich
zapiSeme dementane sicinove cleny, ktorych jednotkove body st jednotkovymi bodmi funkdie g, a
do druhého zase elementarne stctoveé deny, ktorych nulove body st nuovymi bodmi funkae g.

Xy g

000 O X+y+2z
001 O X+y+z
010 1 | Xxyz

011 1 | xyz

100/ O X+y+z
101 1 | xyz

110 1

111 O X+y+72Z

UNDF(g) = XyZ + Xyz+ XYz + XyZ,
UNKF(g) = (x+y+2)x +y+ Z2) X +y+ 20X + y + 2).

Priklad 4. N&dite jednu NDF funkde h(x,y, z) = (xz + §2)(xy2) roznu od UNDF.
RieSenie.
h(x,y,2) = (xXZ+ y2)(X +y+Z) = XyZ+ Xz +Xyz=Xz+Xyz, NDF(h)=xZ+ Xyz



RNDr. Peter Kaprdlik, PhD. Priklady z Logickych systémov

Priklad 5. N§dite jednu NKF funkcie h(x,y, z) = (xz + §z)(xy2) r6znu od UNKF.
RieSenie,
h(x,y,2) = (xz+y2)X+y+2) = (x2+y)xz+ 22X +y+2) = (x +y)Z+ VX + )X +y+Z) =

=(x+y)F+2)x+2)X+y+2)
NKF(h) = (x +y)y+ 2)x + 2)X + y+ 2).

Priklad 6. Pomocou B-vyrazu napite pravdivostné ohodnotenie vyrokovej formuly
a=(p=9gVva.
RieSenie. Najprv n§deme k vyrokoveg formule a tautologicky ekvivaentnd formulu, ktoraz lo-
gickych spojok obsahujeleny/, A, .

a=(p=>qgvag~(vavag~(prgvg=b
Ak pravdivostnymi ohodnoteniami vyrokovych premennych p, g siv poradi premenné x, v, tak

pha(x,y) = phu(x, y) =xy +y.

Priklad 7. Ngdite UNDF a UNKF vyrokove fomuya=((p= ) A(p=r1)) = (g=r).
RieZenie. Ngjprv vyjadrime pravdivostné ohodnotenie formuly a pomocou B-vyrazu.

a~((pvagalpvr)=@vr)~(pvg Alpvr)vI(AT)
Ak zvdime php = X, phq =Yy, phy =z tek

pha(x,y,2) = X+y)® +2) +yz.

Teraz n4jdeme UNDF booleovskej funkcie pha(x, y, 2).
pha(X,y,2) = xy +xZ2+yz = xy(z+2) + x(y+y)Z+ (x +X)yz =

= XYZ+ XYZ + XyZ +XyZ,

UNDF(pha) = Xyz+ XyZ + XyZ + XyZ.

Potom
UNDF(@) = (p AGAT) V(PATGAT)V (PAGAT)V(PAQAT).
UNKF formuly a mozeme ziskat napr. pomocou tabul ky booleovskej funkde pha(x,y, z).

X y 2| pha(x,y,2)
000 0 X+y+2
001 X+y+2
010
011
100
101
110
111

X+y+2z

ORRPRRELRORO

X1
+
<
+
NI
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UNKF(pha) = (x+y+2)(x+y+Z2)Xx+ Y+ Z2)X +V + Z).
Potom
UNKF@) =(pvavrnAlpvagvi)A(pvavr)Alpvgyvr).

Priklad 8. Ukézte, Ze mnoZina {h}, kde h:B3 — B, h(x,y,z) = Xyz je Uplny systém boole-
ovskych funkdi.
Riesenie. Kedie{+,-, _} je uplny systém booleovskych funkdi, staci ukazat , ze funkde x +y, xy
aX sadauvyjadrit len pomocou funkae h.

X = xxx = h(x, x, x),

X+y=X+y=Xy=xy.1=x.1.1yy.1.1 = h(h(x, 1,1), h(y,y, 1), 1),

xy =Xy = xy.1.1.1 = h(h(x,y, 1), 1, 1).

Priklad 9. Funkciu f(x,y, z) = (x + y2)(x + z) vyjadrite pomocou S,-vyrazov.
ReSenie.

t(x,Y,2) = (x + ¥2)(x + 2) = X(72)x2 = (X2))(x2) =(X(2)) (x2) =
=((x 1)1y ) tD) D) 1 z1)=

=((xt)t iyt t2) NDxt)r(@zr)=
=((x )ty 1))t (xt)t@z))

Priklad 10. Funkdiu f(x,y,z u) = (X + z+ 0)(x + y)(X + y + Z + u) vyjadrite pomocou P-vyrazov.
RieSenie.

fx,y,zu) =X +z+0)X+y)X+y+z+u)=X+z+0)+x+y)+ X+y+Z+u)=
=(k4ziw) I iy t&Eiylziu)=
S((x D1z LIy L) byt ze) vuw)

Priklad 11. Nakredlite Karnaughovu mapu booleovske funkde f(x,y,z) = (X +y)(y + 2).
RieSenie. Pre nulové body funkcie f plati:

N(f) = N(x +y) U N(y+2) = {(1,0,0),(1,0,1),(0,0,0)}.
Teraz uz lahko zostavime K arnaughovu mapu funkcie f.
y z

0|1 1
x{{o|1]1|0

H
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Priklad 12. Pomocou Karnaughove mapy ngjdite UNDF a jednu NDF (r6znu od UNDF) funkcie
h(x,y,z u) = (§ + z+u)(x + Z + W)X +y).

RieSenie.

N(h) = {(0,1,0,0),(1,1,0,0),(0,0,1,1),(0,1,1,1),(1,0,0,0),(1,0,0,1),(1,0,1,0),(1,0,1, 1)}

N

UNDF(h) = XyZU + XyZU + XYZU + XyZU + XyZU + XyZU + XyzU + XyZU,

(D 0
0 0
0D
0 0

SISIEIC,
CIOIEIS;

N

NDF(h) = XyU + XZu + yzZuU + Xyu.

0
0
]

0

ooo|:|

10| o[l
HEEES

Priklad 13. Pomocou Karnaughovej mapy ngdite NKF (roznu od UNKF) funkde g(x,y, z u) =
= Xy + Xyu + yzu.
RieZenie. Vytvorime K arnaughovu mapu funkde g a pomocou nej ndjdeme NDF(g).

J(g) = Ixy) U Ixyu) U I(yau) = {(1,1,0,0),(1,1,0,1),(1,1,1,0), (1,1,1, 1),
(0,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1),(1,0,1,1)}
J(@ =B*\J@g) ={(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,1,0,1), (0,1,1, 1),
(1,0,0,0),(1,0,0,1),(1,0,1,0)}

g z u

Il o[1] NDR@ =yu+yz+xy,

X_“_; (13 8% g0x,Y,2,u) = U +§Z+xyu = (y +uly + 2)(x + 5 +T),
YI'ol o 1] 1 NKF(g) = (y+u)(y+2)(x + y+ ).

Priklad 14. N§dite SNDF ajadro funkde h(x,y, z,u) = Xyl + XZu + Xz + yzZu + Xyu.

RieSenie. Na Karnaughovg mape funkdie h vyhladdme v&etky konfigurécie jednotkovych bodov,
ktoré nie si cast ou vacSg konfigurécie jednotkovych bodov — tym ziskame vaetky prosté im+
plikanty funkcie h. Ich sictom je SNDF. Jadro tvoria tie prosté implikanty, ktoré obsahuju

10
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jednotkovy bod funkcie h, ktory nie je jednotkovym bodom Ziadneho iného prosténo implikanta
tgjto funkcie.

u
z
14| o] 1l o o )
SNDF(h) = XZ + Xyl + yZU + Xz + XyU + yZU + yz2u + Xyu,

X o [|a]] 1/] o

EIRRETRI I Jadro(h) = Xz +xz
y

| o |1

Priklad 15. Ngjdite vietky INDF a MNDF funkde h(x,y, z) = (x + y+ Z)(X + y + 2).

RieSenie. Ako vidiet z Karnaughovg mapy, kazdy jednotkovy bod funkde h je jednotkovym
y VA

111(1]o0

x{l 1{0]1]1

bodom dvoch prostych implikantov, preto Jadro(h) = 0.
Na pokrytie jednotkového bodu (0, 0, 0) prostymi implikantmi méme tri moznosti:
1. vyberieme XZ anewberieme yz,
2. vyberieme yZ a nevyberieme Xz,
3. wherieme Xz § yz.
1. KedZe nevyberame yz, musime jednotkovy bod (1,0,0) pokryt prostym implikantom xy.
2 Ostévajli nepokryté dva jednotkové body (0, 1, 1), (1,1, 1).

y a) Bod (0,1,1) moZeme pokryt prostym implikantom Xy alebo yz.
[1]1]|1]0 Vyberme xy. Na pokrytie bodu (1, 1, 1) nembZeme pouZit prosty
XI [1/0] 1|1 implikent yz, lebo wz vybraty Xy by bol nadbytocny, ostéava nam
prosty implikent xz. M&me w2 pokryté vaetky jednotkové body
y Z funkde h, ziskdi sme teda
L1 3]o INDF1(h) = XZ+ Xy + Xy + Xz
|l o[22
a) Bod (0,1, 1) teraz pokryme prostym implikantomyz. Tym padom
y z mame pokryté vetky jednotkové body funkcie h a ziskdi sme
3]0 e
Xl o |_1| 1 INDF2(h) = XZ+ Xy +yz

2. KedZe nevyberdme Xz, musime jednotkovy bod (0, 1, 0) pokryt prostym implikantom xy. Jed-
notkové body (1,1, 1),(1,0,1) mdZzeme pokryt bud jednym prostym implikantom xz alebo
dvomi prostymi implikentmi yz, xy. Tak dostéavame dalSe dve INDF.

11
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y VA
1|L1d o INDF3(h) = yZ+Xy +xz,
x| o [T
y Z
[1]| ]| o
xlﬂj 0 |(1]| 1] INDF4(h) = yZ+ Xy +yz+ Xy.

3. V tomto pripade na pokrytie jednotkovéno bodu (0,1, 1) mbZzeme pouzit iba. Podedny jed-
notkovy bod (1,0, 1) pokryjeme prostym implikantomxy alebo xy. Dostévame tak daSe dve

y Z INDF funkde .
[mIEREE INDFs(h) = yZ+ X2 +yz+ XY,
Y EIEBE
y Z
1 |[1]]o o
INDFg(h) = .
XlLl o T 6(h) =yZ+XZ+yz+xz

Spocitanim pismen jednatlivych INDF Zigime, Ze funkda h ma dve
minimédne norméne digunktivne formy:
MNDF1(h) =INDF,(h) = XZ+ Xy +yz,
MNDF,(h) =INDF3(h) = yZ + Xy + Xz,

Priklad 16. N§dite v3etky INDF a MNDF funkde h, ak N(h)={(0,0,0,0), (0,0,0,1),
(1,0,0,1),(1,1,1,0),(0,1,0,0) .
RieSenie. Ngdeme jadro.

z —1 Z .
o|l1|1l] o oL o
X L1l 1o Jedro(h) =xz+yu. 4] o
1l of[1]1 1 of|1 |1
y y
0|1 ][1]] 1 0|1 ][1]| 1

1. Na pokrytie jednotkovéno bodu (1,0, 0,0) vyberieme prosty implikat xZU de nevyberieme
xyu. Potombod (1,0, 1,0) musime pokryt implikantomyz.

INDF1(h) =Jadro(h) + Xzt + yz

12
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2. Na pokrytie jednotkového bodu (1,0,0,0) vyberieme prosty implikart Xyt ae nepouZijeme
xZu. Potom bod (1,1,0,0) musime pokryt prostym implikentom xyz. Ostavajlci bod
(1,0, 1,1) mdZeme pokryt prostym implikantomyz alebo zu. Dostévame tak dalSe dve INDF

; U ; 4
ol [T 1l o ol [1|rTh| o
XTIkl 4] o Tl ey o
1] o|[T] 2] N BE
y y
0| [L||1f| 1 0 | [2 |Uall] 1
INDF(h) =Jadro(h) + xyu + xyz + yz, INDF(h) =Jadro(h) + xyu + Xyz + zu.
3. Na pokrytie jednotkového bodu (1,0,0,0) vyberieme prosty implikat xZU g xyu. Na
u pokrytie posledného jednotkového bodu (1,0, 1,1) mbZe-
Z me pouzit prosty implikant yz alebo zu. Dogtdi sme daSe
dve INDF.
ol 2| o
INDF3(h) =Jadro(h) + XZU + xyu + yz
VR )| o
INDF4(h) =Jadro(h) + xZU + xyu + zu.
1 o Il 1
y MNKF(h) =INDF1(h) = Xz+ yu+xZl + yz
o |1 |lall| 2 ' Y ye

Priklad 17. Ngdite vietky MNKF funkdie g(x,y,z u) =Xyz + Xyl + yZu + Xyz
RieZenie. Ngjprv ndjdeme vietky MNDF funkde g.

_ I
g L T

o 1] 10 Jadro(g) = yz+ xyu + Xyz,
X

L a0 INDF1(g) =Jadro(g) + xzu + yzu,

01 o |Lll]|2 INDF2(g) =Jadro(g) + xyu =MNDF().

y —
1o ol Potom

gx,y,zu) =g(x,y,zu) = yz+xyu+ Xyz+xyu = (y+ 2)X +y+ u)(x + y + 2)(X +y + 1),

MNKF(g) = (y+2)X +y+u)(x +y + 2)(X + y + U).

13
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2.2. Cvicenia

o

Booleovské funkcie a vyrazy

Booleovsku funkaiu urcentl B-vyrazom U (X, y, 2) = (Xz + yz) + xyz zapiste pomocou tabulky.
Zidtite, ci sUB-vyrazy U aV ekvivdentné.

a) UXy)=xy+X+y), V(XY)=Xy+xy,

b) Ux,y,2 = (X +Y)X2), V(x,Y, 2 = XY) (x2)
C) U(X,y,u,v) =xv+xy+xav, V(X,y,u,V)=(X+V)X+U)X+Y),
d) U(x,y,zu)=xu+xy+Xzu, V(X,y,zu)=(X+u)x+Z)(X+y+U).

Pomocou tabulky ekvivdendi B-vyrazov ukézte, Ze B-vyrazy U aV sU ekvivaené.
a UXY,2=x+y+y(x+2), V(XY,2=Z+Xy,
b) UX.y,2)=(x+y)(X2), V(xY,2) = (XY)(X2),

c) U(x,y,zu)=xu+xy+Xxzu, V(X,y,zu)=(X+u)(x+Zz)(X+y+u).

Ngjdite v3etky jednotkove a nulové body funkdie g bez pouztia tabul ky funkcie.
a) 9(X,y,2 =Xz+Xxy+Xxyz,
b) g(x,y,2 =(x +y)(x+2)z,

0 9x.y,9=(x+y+2)(x+y)z.

UNDF a UNKF B-vyrazov a booleovskych funkcii

Akeé je oznacenie dementarneho Sicinového ci Sctového dena?
a) Xyz, x+y+z

b) xyzu, x+y+z+u

C) Xyau, x+y+z+0U.

Ktory dementarny slctovy ci slicinovy clen ma oznacenie
a So(X,¥,2, To(x,Y,2),
b) Si2(X,Y,zU), T12(X,Y,ZU)

N§dite UNDF a UNKF B-vyrazu, ci funkcie
a U(X,y,2 =(x+y)z+ (x+ 2y,
b) V(X,y,zu)=(X+y+Uu)(x+z+u)X+z+U),

©) 9(x.y.2 =((xy+2y+x(y+2)(Xy+2)
d) h(x,y, z u) = Xy + Xyu + Xyz+ zu + zU.

Normalna digunktivna a konjunktivna forma
B-vyrazov a booleovskych funkcii

Ngdite jednu NDF (r6znu od UNDF) ajednu NKF (r6znu od UNKF) funkce
8 g(x,y.2 =(xz+y2)(xy+),
14
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b) g(x,y.2) =(X +y2) + (X +y)Z.
9. U(X,Y,2) = (X +Y)(X +y+2)(y+ 2). Ngdite jednu NDF (r6znu od UNDF) B-vyrazu U..
10. V(x,Y, 2) = Xz + xyZ + y. Njdite jednu NK F (r6znu od UNKF) B-vyrazu V.

Normalna digunktivna a konjunktivna forma
vyrokovych formdal

11. Napigte vyrokovu formulu, ktorg pravdivostné ohodnotenie je reprezentované B-vyrazom

a) (x+(y+2))(xz+ y2),
b) 1.xyz+0-xz+1-Xyz,
0 O+x+y) A +xX+y)0+X+y+2).

12. Pomocou B-vyrazu napi&e pravdivostné ohodnotenie vyrokove formuly a.
a a=p=q,
b) a=(p=qg)=r,
¢ a=p=(q=r),
d a=(pAg=>r,
e a=((pva)=>r)v{EAT).

13. N§dite UNDF a UNKF vyrokove formuly a.
a8 a=p=q,
b) a=(p=q) = (= p),
0 a=((pva)Ar)= (V).

14. Ngdite NDF a NKF (r6znu od UNDF resp. UNKF) vyrokove formuly b.
d b=(p=g=pE=T),
b) b=(p=0qg)e (p=>T),
¢) b=(pva)ar)=(Evr).

Uplny systém booleovskych funkcii

15. Ukazte, ze mnozina Q je USBF, ak
8 Q={+ "}
b) Q:{.’_}.

16. Funkciu g vyjadrite pomocou P,-vyrazov.
8 9y, =(X +y2(x+y2),
b) 9(x,y,2) = (x +y)X+y+2),
c) 9(X.y,2=yz+Xxyz

17. Funkciu g vyjadrite pomocou S;-vyrazov.
8 g(x,y.2 =(X+y2(x +y2),

15



RNDr. Peter Kaprdlik, PhD. Priklady z Logickych systémov

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

b) g(x,y,2=(x+y)X+y+2),
c) 9(x,y,2 =yz+xyz.

Funkciu g vyjadrite pomocou P-vyrazov.
a) g(x,y,zU) = yu+Xau+Xxyzu,
b) g(x,y,zu) = (z+U)(y+Z+u)(X+y+Z+U).

Funkciu g vyjadrite pomocou S-vyrazov.
a) g(x,y,zU) = yu+Xau+Xxyzu,
b) g(x,y,zu)=(z+U)(y+Z+Uu)X+y+Z+0).

Kombinacné logické siete

Nakredite kombinacnu logickU siet priradent k B-vyrazu
a) U(x,y,2)=(x+y)z+(x+2y,

b) Ux,y,2) = ((xyz+ 2)y + x(y + 2))(xy + 2),

0) U(x,y,2) =X+ Xy +Xxyz,

d) Uxy,2)=x+y+2)X+y)y+32).

Nakredite kombinacn( logicku Set zostavend lenz 2-vstupovych clenov NOR (resp. NAND),
ktora redizuje funkdu

a) f(x,y,2) = x+y)z+ (x+2y,

b) alx,y,2)=X+xy +xyz,

0 h(x,y,2)=(x+y+2&+y)y+2),

Nakredite kombinacnu logickd Set zogtavenu lenz 3-vstupovych clenov NOR (resp. NAND),
ktora redizuje funkdu

a) f(x,y,zu)=Xz+xyzu
b) glx,y,zu)=(y+2)(x+y+z+u)

Nakredite kombinacni logicku set zostaven( len z clenov NOR (resp. NAND) bez ob-
medzenia poctu vstupov, ktora redizuje funkciu

a) f(x,y,zu) = Xy+Xyz + yzi + Xyzu,

b) glx,y,zu)=(y+U)x+y+2)X+y+Z+0).

Booleovské funkcie f : B" — B™
Napiste booleovsku funkdu, ktord by redizovaa
a) scitovanie dvoch nezgpornych celych cisdl v dvojkoveg Sistave, z ktorych prvé je jednoci-
ferné a druhé dvojciferné,
b) nésobenie dvoch ngviac dvojmiestnych nezgpornych celych cisdl v dvojkove sidtave,
a zostavte k ng kombinacn( logicku siet.

Nakredite kombinacnu logickl siet dvojkového dekodera s dvomi adresovymi vatupmi.
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26.

27.

28.

29.

30.

31

32.

33.

35.

Kombinacny logicky obvod mé dva vstupy a &yri vystupy. Ked vatup (x1,X2) reprezentuje v
binang sigave cido k =x121 +x22% nech wstup (z1,22,73,24) reprezentuje cido
3k =223 +2522 + 2321 + 2420, V tabulkoveg forme zapide logicku funkciu f:B? - B4,
ktora priduicha k tomuto obvodu. Navrhnite jg fyzikdnu redizaciu pomocou clenov NAND.

Nech A=ajag, B=h;bo sl cida v dvojkoveg Sigave (a;,bi € {0,1}). Navrhnite kombi-
nacnl logicku si et, pomocou ktoregj vieme rozhodnlt , ci A =B, A< Baebo A>B.

Zostrojte kombinacni logicka si et, ktora ma na vstupe dve n-tice ndl a jednotiek
X=(x1,...,Xn),Y=1(y1,...,yn) anavysupe 0, sk X £ Y, a1, ak X = Y.

Nakredite kombinacnu logicku siet multiplexora s dvomi adresovymi vatupmi.

Pomocou multiplexora s dvomi adresovymi vatupmi generujte funkcaiu
a glxy)=(((x )Ly x4y,
b) glx,y,2) = (x + yz)(xz+y2).

Pomocou multiplexora s tromi adresovymi vatupmi generujte funkciu
a) glx,y, 2= x+yz)xz+yz),
b) g(x,y, zu) = 1 v &vorici (x,y, z u) St aspon tri jednotky.

Karnaughova mapa

Nakredite Karnaughovu mapu booleovske funkde

a) glx,y) =xy+y,

b) glx,y) = (x +y)X+y),

©) olx,y,2)=Xy+xy+z

d gy,zu)=((((x 1y t)tuwtxt)t2)t)tlytzt 1) tkty),
e) g(x,y,zu,v) =1« vpdic (x,y, z u,v) je pany pocet jednotiek.

Funkcia f je urcena norménou digunktivnou formou. Nakredite Karnaughovu mapu priradent
k tejto NDF, ak

a) f(x,y)=Xy+x,

b) f(x,y,2z) =Xyz+xy+Vyz

o) f(x,y,zu)=Xyzu+xyz+yz

d) f(x,y,zu) =Xz+Z+xyu,

e) f(x,y,zu)=yz+Yyu+Xzu,

) f(x,y,zu,Vv) =XZU+XZ + Xyu + Xy,

9 f(x,y,zu,v) =yz+xy +Xxyzu.

. Pomocou Karnaughovej mapy ngjdite NDF (r6znu od UNDF) funkde g, ak

a) 'J(g) = {(Oa 1$ 0)7 (1a 11 0), (01 17 1); (11 1a 1)}’

b) N(g) = {(1! 01 11 O)! (11 1) O! O)l (0! 01 1! 1)! (11 11 1! 1) }1

c) g(x,y,zu,v)=1ovpiid (x,y, zu,v) jeviac jednotiek ako ndl.
Pomocou Karnaughove mapy ngdite NKF (réznu od UNKF) funkde g, ak
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36.

37.

38.

39.

40.

a) glx,y,2)=Xyz+xy+yz,

b) o(x,y,zu) = Xyzu+xyz+yz,

o) glx,y,zu) =Xz+Z+xyu,

d) gx,y,zu) =yz+yu+Xzu,

e g(x,y,zUu,Vv) = Xz +XZ + Xyu + Xyzv,
) glx,y,zu,v) =yz+xyW + xyzu.

V automobile méame Styri nez&vidé ovlddacie prvky p,t,d,h. Tieto nam umoznuju zgpntit
parkoveacie svetla P, timené svetla T, dialkové svetla D, hmlové svetla H. Platia tieto zasady: Pri
zapojeni hociktorého zo svetid T, D, H muga byt zapojené g P. Pri zapojeni H musa byt za-

pojené g T. Svetla T a D nemdzu byt zapojené sicasne.

Ngdite MNDF pre funkde P, T, D,H premennych p,t, d, h. Navrhnite fyzikdnu realizaciu

tychto funkdi pomocou clenov NOR.
Minimalizacia B-vyrazov

Ngjdite SNDF ajadro funkde g, ak

a) glx,y,2)=XZ+yzZ+Xyz+Xxz,

b) glx,y,2)=Kx+y+Z2)X+y+2),

0) g(x,y,zu) = xz+Xyu+yzu+ Xyl + yZu,

d) gx,y,zu)=(x+z+u)ly+z+0),

e g(x,y,zu) = XZ+yz+xzu+Yyzu + XyQ,

) gx,y,zuv)=Kx+z+U+Vv)y+Z+U+ VX +y+u)X+y+z+v)X+y+U+v).

Ngdite vietky INDF a MNDF funkdie g, ak

a) gx,y,2)=XZ+yzZ+Xyz+Xz,

b) glx,y,2)=Kx+y+Z2)X+y+2),

0 g(x,y,zu) = Xy +Xy + Xzl + yZU + X7,

d) o(x,y,zu) =Xy + U+ Xyz + Xzu + XZu,

e g(X,y,zUu) = XZ+yu+ Xzl + Xyu + xyQ,

) o(x,y, zu) =Xz+xZ+Xyu + yz +yzu,

9 g(x,y,zu) = yu+Xz+yzu+xyz + xyz,

h olx,y,zu,v) = ZUV + yZu + XZu + Xzu + yZuv + XZLv.

Ngdite véetky MNDF a MNKF funkde g, ak

a) g(x,y,2) =Xxy+xyz+Xxyz

b) glx,y,zu)=Kx+y+z+u)X+y+u)x+y+z+0u)X+y+0),

©) g(x,y,zu) = yzu+Xxyu+Xz+yzu +xyz,

d) g(x,y,z u) = Xyzu+XZU + YZU + yzu + yzu

e gix,y,zu)=x+z+u)x+y+z+u)x+z+u)X+y+z+u),

) g(X,y,zUu,v) = Xyz+ Yz + XJU + XyZ + XYV + XyZ0,

9 gx,v,zuv)=y+z+Uu+v)Z+u+V)X+y+Zz+U+Vv)ly+Zz+U+V).

N&dite MNDF a MNKF booleovskej funkdie g(x,y, z, u,v) = Xz+ yuv + yzuv + Xyzuv ak tej

z nich, ktord ma meng pismen nakredlite pridtchg tcu kombinacni si et.

18

Priklady z Logickych systémov



Priklady z Logickych systémov RNDr. Peter Kaprdik, PhD.

2.3. Vydedky

2. @) nie. b) &no. ¢) nie. d) &no. 4. a) J(g) ={(0,0,1), (0,1,1),(1,1,0),(1,1,1),(1,0,0)}.

b) N(g)={(0,1,0),(0,1,1),(0,0,0),(0,0,1),(1,0,1),(1,1,2)}. © Jg) ={(10,1),(1,1,1),
(0,0,1),(0,1,0)}. 5.a S5(x,Y,2), T2(X,Y,2). b) Si13(X,y,zU), T2(X,y,zU). ¢) Sio(X,Y,zU),
Ts(X,y,zU). 6.8 Xyz, Xx+y+z b) Xyzu, X+y+z+u. 7.8 Xyz+Xxyz+Xyz, (X+y+2)
X+y+2)(x+y+2(X+y+2(X+y+2). b) Xyzu+Xyzu+ Xyzu+ Xyzu + Xyzu + XyzZu + Xyzu +
XyZu+ XyZu + XyzZu+xyzu, (X+y+z+u)(X+y+z+u)(X+y+z+u) (X +y+z+u)(X+y+ z+u).
C) XyZ+XyZ+ +XyZ+Xyz, (X+y+2)(X+y+Z)(x+y+2)(X+y +2).

d) Xyzu + Xyzu + XyZu + Xy Zu + Xyzu ++XyZu + Xyzu + XyzU + XyZU + Xyzu + Xyzu + XyzU,
X+y+z+u)x+y+z+u)X+y+z+u)x+y+Z+U). 8. a) napr. NDF(g) = Xy +yZ,

NKF(g) = y(X + Z). b) napr. NDF(g) == xy + X2+ XZ + yz, NKF(g) = (x + 2)(y + 2).

9. napr. NDF(U) = Xy + Xyz +yz. 10. napr. NKF(V) = (x + 2)(X +V + 2)y.

11. @) (pv(qVF))/\((pAr)v(qAF)). b) PAGAD V{PAGAT).c) (pva)A(pvavr). 12.
a) pha(x,y) =X+y. b) xy+z c) x+y+zd) x+y+z € (x+y)z+xz 13. @ UNDF(a) =
=EAGVPADVI(PAQ), UNKF(@)=pV g b) UNDF(@)=(pAq)V({EAG), UNKF(a) =
=PV APV a.c) UNDF(@) =(pAgA N V(PAGAT), UNKF(@) =(pVvaVvr)A

Apvav D AlpvavApvagvApEvavrAlpvagyr). 14 @ ngr. NDF(b) =
=NKF(b) =pV g. b) napr.NDF(b) = (pAT)V(PATGVPADVI(QAT), NKF(D)=[pEVa) A
ApVGVv ). © napr. NDF(b) =NKF(b)=pVvp. 16. @ napr.((x ¢) L (y ! (z1)) ) ¢
XL () 4@z D) napr. (xL(yd) L ((x4) Lyt L)) © napr. ((yi(zi) ¢
((x4) $yi) V) +2) 4. 17. @ napr. (x 1 ((yt) 12) 1) 1 (x?1) t(yt2) 1. b
napr. (x 1) ty)*(xt(y?) t(@zt)) t-onapr.(yt) 121 ((xty 1) tzt).18
Ay twWixIEY) dud) L ((xd) tylzi@ul) 4.

P)((z W) L (yd @) dupd((xd) Lyd) L(@zd) L uld))).

19.9((yt Wt t(xt)rztu)t xlyt)t(z1)tu).
B)(Zt)tuwt(yt)tzt(u1r))t(xtytz1tu))t.24 a) sictomcisa x, y1y- je ngviac
trojciferne cido z,z,z3, kde z; = xy1y2, 2 = Xy1 + XY, Y2 +Xy1Y,, Z3 = Xy2 +XY,. b) sicinom
cisd  xiX2, yiy2 je ngviec dvorcifené cdo  z17,7374, kde 73 = XiXay1Ya,
2y = X1X2Y1 +X1Y1Y,, Z3 = X1XaY1 +X1XoY2 +X1Y Y2 + XoY1Y,, Z4s = Xoy2. 25. adresové
vsipy: A, B, waupy: sy, ..., S, pricom s = S(A, B), kde Si(A,B) je i-ty dementdny Sicinovy
cden 26. f(x1,x2) = (X1X2,X1X2,X1 ® X2, X2)- 34. @ napr. NDF(g) =y. b) napr. NDF(g) =
=yZ+xyu+yzi+zu+xy. C€) napr. NDF(g) = zuv + Xzu+ X2V + XUV + Xyz+ Xyu + XyV +
+yzu +yuv + yzv. 35. 8@ napr. NKF(g) = (x + 2)(y + 2). b) napr. NKF(g) = (z+ u)(x + y)(X + 2).
) napr. NKF(g) = (x +y+Z)X +Z +u). d) napr. NKF(g) = (y + 2)(Z+u)X +y+ u). € napr.
NKF(g) = (x +y+Z)X+z+u)X +y+0)(x +Z+ V). f) napr. NKF(y+z+u). 37. @ SNDF
(g) =Xz +y+xz=Jadro(g). b) SNDF(g) = Xz +yz + Xy +yz + xz+ Xy, Jadro(g) = 0. ¢) SNDF
(g) = XZ+Xyu + yzu + YZU + XyU + XZ+ Xyu + yzZu + Xyu + yzu,

Jadro(g) = 0. d) SNDF(g) = Ui + Zu + XZ + XU + Xy + yz+ yu, Jadro(g) = ZU + Zu + yu.

€) SNDF(g) = XZ+ Xy + XU+ yz +xzu+ xyu +yzu, Jadro(g) = yz+xu. f) Jadro(g) = Xt + yv,
SNDF(g) = XU+ Xy2V + YZUV + XZV + ZUV + Xy UV + XZUV + XYZU + Xyz+ yZU + yv. 38. @)

INDF(g) = XZ+y+xz=MNDF(g). b) INDF12(g) = Xz +xy + ;2’”2 ,
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INDF3.4(g) = yZ+ Xy + < i? XY INDFs(g) = X2+ 7 +yz+x2, MNDF1(g) = X2+ Xy +yz
MNDF(g) =yz+Xy+xz ¢) Jadro(g) = xy + Xy + zli, MNDF12(g) =INDF1 »(g) =Jadro(g) +
XZU _ _ _ XZUu
yau d) Jadro(g) = xy + Xy + U, INDF12(g) ==Jadro(g) + 2y + y2u
INDF3.4(g) =Jadro(g) + Xz + < ;f_;‘j , kazda INDF je g MNDF. €) Jadro(g) = xZ + Xz+ u,
INDF1.2(g) =Jadro(g) + Zu + < gﬁ‘ . INDF3.4(g) =Jadro(g) ++Xu+ < ;‘/Zuf‘ , kazda INDF

je & MNDF. f) Jadro(g) = Xz+xZ, INDF12(g) =Jadro(g) ++zu+ ;;'S , INDF34(g) =

:Jadro(g)+iu+< ;;;J , kaZd& INDF je g MNDF. g) Jadro(g) = yu + yu + Xz, INDF 1 2(g) =
_ XZU _ XZU 4z . .

:Jadro(g)+zu+< vz INDF1,2(g) =Jadro(g) ++yz+< o , kazda INDF je g MNDF.

yzZuv
Xyuv + Xyzv

Xyz + < 3_/zuv
Xyav

, 39. @ MNDF(g) = xz+

yZu +
h) J&jI’O(g) =XZu+Xu, IN DF1,2,3,4(g) :Jadro(g) + ZUv +

yZIv
XyQv + Xyzv

Xyz + < YZUV
xXyzv

+yz, MNKF(g) = (x + 2)(y + Z). b) MNDF(g) = Xy + xti + Xz, MNKF(g) = X+ G)(x + y+ Z). €)
(X +y+u)

(Y+Z+u)

d) MNDF(g) = xy + xZU + yzlii +yzu +yzu, MNKF(g) = (x + z+ u)(x +y + Z+ 0)( + Z + u)
(y +z+ U). € MNDF(g) = xZ+xy + Xyz+ xu, MNKF(g) = (x + 2)(x + y+ 0)(X + Y + Z+u). ) ,
MNKF(g) = (y+z+u)(y+z+Vv)x+y+Z)(x + z+ T). )

yzZu +
INDFs 6 7.8(g) =Jadro(g) + XZv ++

MNDF(g) = yu+ Xz + zu+xyz, MNKF1.2(g) = (x+z+u)X +z+ u)(X +y +2)

MNDF12(g) =G+ YV +yav + X,V; , MNKF(g) = (§ +z+TU)(y+T+V)(x +y+ U+v). 40. @
, MNKF(g) = z+ u)X +u)X +Vv)(y+2).

3. Konecné automaty
3.1. RieSené priklady

Priklad 1. Zariadenie pouzZiva vstupnu abecedu X = {a,b} a vysupni abecedu Z ={0,1}. Pri
vstupe b, ak predchédzajuce dva vstupy bdli a, b (v tomto poradi) je vystup 1. V' ostatnych pripa-
privstLpe|babbbaabba
vwsupje | 001000010

dochje vystup O (napr. ). Opi&te zariadenie ako automat.
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RieSenie. Zariadenie opiSeme ako automat , kde X ={a,b}, Z={0,1}. S={sa,Sap, S }, pricom
automat prejde do stavu:

Sa VZdy po vatupe pismena a,

Sab PO Vstupe pismena b, ak predchadzajici vaup bol a,

Sp PO vstupe pismena b, ak predchadzajici vstup nebol a.
Graf automatu A:

Tabulka automatu A:

| a b

S $/0  s,/0
S s, /0 5/0
S /0 s/1

Priklad 2. N§dite ekvivaentré stavy automatu A a zostavte tabul ku k nemu redukovaného auto-
metu AR, ak automet A je dany tabulkou

a b
1 1/0 2/0
2 | 41 90
3 7/0 90
4 | 31 3/0
5 8/0 4/0
6 | 770 4/0
7 31 41
8 | 6/1 91
9 3/1 6/0

Riegenie. Priamo z tebul ky vidiet, 72 E; = ({1,3,5,67},{2,4,9}, {7,8} }. Teraz potrebujeme zs-
tit, Ci

1E,3, 3E,5, 5E;6 2E>4, 4E9, 7E, 8
1E>5, 3E26, 2E> 9,
1E2 61

5(1,a)=1,6(38,a)=7, 1E.7 = 1E,3,
5(1,a)=1, 6(5,a)=8, 1E,8= 1E,5,
5(1,a)=1, 06,a)=7, 1E17 = 1E,7,
5(3,a) =7, 5(5,a)=8, 7E18, 6(3,b) =9, 5(5,b) =4, 9E14,= 3E,5,
5(3,a)=7,06,a)=7, 7E17, 5(3,b) =9, 5(6,b) = 4, 9E14,= 3E,6
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5E»3, 3E26 = 5E;6,

Dag uwéadzame uz len vydedky:
224,279, 4E,9, 7TE,8.
Teda

E>=1{{1},{3,56},{2},{4,9},{7,8}}.

Teraz Zstujeme ci plati: 3E3 5, 3E36, 5E36, 4E39, 7E38.

0(3,a) =7, 5(5,a)=8, 7E»8, 6(3,b) =9, 4(5,b) = 4, 9E,4,= 3E35,
5(3,a) =7, 6(6,a)=7, 7E»7, 6(3,b) =9, 5(6,b) = 4, 9E,4,= 3E36,
5E33, 3E36 = 5E36,

5(4,a) =3, 5(9,a) =3, 3E23, 6(4,b) =3, 5(9,b) =6, 3E26,= 4E39,
0(7,a) =3, 5(8,a) = 6, 3E26, 6(7,b) =4, 6(8,b) =9, 4E,9,= 7E38.

Es=E,=E={{1),{3,5,6},{2},{4,9},{7,8}}.

Oznacme s; = {1}, s, ={3,5,6}, s3 ={2}, s4 ={4,9}, ss ={7,8}. Potom redukovany auto-
mat Ar je dany tabulkou

a b

S1 s1/0 s3/0
S S5/O S4/O
S3 S4/1 S4/O
S4 82/1 Sz/O
S5 52/1 54/1

Priklad 3. N§dite ekvivalentré stavy medz automami A, B. Sl tieto automaty ekvivaentné?

Al a b Bl a b
S1 52/0 53/1 {1 t3/1 tz/O
S5 | s1/1 =3/0 to | t1/0 to/1
<3 52/0 51/1 {3 tl/l tz/O
S4|S4/0 <1/1

RieSenie. Vytvorime novy automat AU B - Zednotenie automatov A, B av nom ngjdeme ekviva-
lentre stavy.

AuUB|l a b Ei={{sn, 83,5012, {s2,t1,t3}}
S1 52/0 S3/1
S2 | s/l s3/0 s1Essz v S1E2S, s1Eoty v S3fE2s4
sz | %/0 /1 S3Eaty v saots
Sq S4/0 S]_/l
t1 [t2/1 t,/0 SpEoty vV SoEots t1Eots
to, [t1/0 t,/1
ts [ta/l /0 B2 =({s1,88,t2), {sa 7, {s2, 11}, {13}

S1E3s3 vV S1Ests v S3Ests v SpEat1 vV
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Es=E,=E={{s1,s3,t2),{sa},{So, t1},{t3}}

Zidili sme, ze s; ~ s3 ~t2, Sp ~ t1. Automaty A, B nie si ekvivaentré, lebo napriklad k stavu s,
automatu A neexistuje ekvivaentry stav v automeate B.

3.2.Cvicenia

1.

10.

Navrhnite tabulkou Medlyho automat A= (S, X,Z,6,4), v ktorom [X| =3,|Z| =3, |9 =3 a
nakredite jeho gref.

Navrhnite tabulkou Moorov automat A = (S X,Z,d,u), v ktorom |X| =3, |Z| =2, |9 =4 a
nakredite jeho graf.

Zaiadenie pouziva vstupni abecedu X = {a,b} a vystupnu abecedu Z ={0,1}. Vydup je 1
prave vtedy, ked na vstupe boli za sebou pismend bab. Popi&te zariadenie ako automat.

Popiste automat so vstupnou abecedou X ={1,2,3} a vysupnou Z={0,1}, ak vysup
Z(t) = 1 prave vtedy, ked pre vstupy plati x(t - 2) + x(t - 1) >2x(t) (+ je obvyklé scitovanie v
mnozine rednych cisd).

Zaiadenie ma vstupnl abecedu X = {0,1} a vystupn( abecedu Z ={0,1}. Vydup #t) =1
préve vtedy, ked pre vatup plati x(t) = x(t - 2), (t > 3). Opiste toto zariadenie ako automat.

Popi&te automat A = (S X, Z,5, 1), &k X ={a,b}, Z={0,1}. Vysup je 1, vzdy ked navstupe
jev poradi &vrté b (nemusia i za sebou), inac je vystup 0.

Popiste ako automet zariadenie, ktorého vstupna abeceda je X = {a,b}, vystupna Z={0,1} a
na vystupe sa objavi 1 prave vtedy, ked sa na vstupe nachadza &vrté a v bloku pismen a
idUcich za sebou (pocitadio blokov dizky 4). V opacnom pripade je vystup O.

HadZem mincou Vyhrdm 1 Sk za kazdé druhé piamo a za hlavu, ked pred nou bola hlava (inéc
nevyhravam). Popiste automet, ktory bude hiast moju vyhru (vystup je 1 prave vtedy, ked
vyhréavam).

Chceme citat dovensky text (26 zékladnych pismen plus medzera medzi dovami). Navrhnite
zariadenie, ktoré bude indikovat pritomnost dova zacingUceho nat a konciaceho nar. Popiste
to zariadenie ako automat.

Dany je Medyho automat tabulkou. Zidtite, ci k nemu existuje sino ekvivadentny Moorov auto-
mat. Ak existuje, popiste ho tabulkou.

a)
| a b | a b
S|s1 s2/ 0 1
s1|ss s2|1 O
Sy | S22 &1 0 1
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11. Automa A je dany tabulkou. Nakredlite graf automatu A a vypocitaited(s,w), A(s,w), ak
a) s=3, w = aababbba,

a b
1 3/1 1/0
2 4/0 3/1
3 4/0 3/0
4 2/1 2/0
b) s=4, w=abbchaac

a b C| u
1 3 2 4 0
2 1 4 2 1
3 4 1 3 1
4 1 3 2 0

12. Zariadenie mé tri vatupné znaky 0, 1, Q. Na , otézku‘ Q vioZen na vatup odpoveda, ci pocet
doteraz vydanych jednotiek bol parny alebo neparny. Popiste toto zariadenie ako nelipine Spe-
cfikovany automat.

13. N§jdite ekvivdentné stavy automatu A daného tabulkou

14. N§jdite ekvivdentné stavy automatu A daného tabulkou

X y
1 2/0 3/0
2 3/1 6/1
3 5/0 1/0
4 2/0 4/0
5 1 6/1
6 5/0 2/0

X y
1 2/1 6/1
2 /0 5/0
3 6/1 2/1
4 2/0 7/0
5 6/0 7/0
6 3/0 4/0
7 5/0 7/0
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15. N§dite ekvivdentné stavy automatu A daného tabulkou
X y z
0/0 1/0 2/0
0/0 1/0 3/0
5/0 5/1 6/0
3/0 5/1 8/0
710 8/0 9/0
710 2/1 8/0
7/1 8/1 0/1
3/0 5/1 8/0
7/1 8/1 91
1/0 4/0 3/0

©CoOoO~NO O~ WNPEFO

16. Automat A je dany tabulkou:

a)
X Yy
s1| s3/0 sp/1
So 83/0 82/1
S3| 4/l s1/0
Y] S4/1 S]_/O
b)

~NOoO Olh WN P

R O 01O 01 NDN|D
N OWWwbhNNT
OFrRr P OO0OO0OOo0O|D
R OOOOOOoO|T

N3gjdite k nemu redukovany automat Ar.
17. N§gdite redukovany automat automatu A z prikladov 13, 14 a 15.

18. Zidtite, ktoré stavy automatov A, B su ekvivaentné. Su automaty A, B ekvivaentné?

Al X y B X y

€1 52/0 53/1 t1 t1/0 t2/1
So | 1/0  s4/1 to | tafl t41/C
<3 53/1 51/0 i3 t3/1 tl/C
S4 54/1 52/0 ta tl/C tl/l

19. MnoZina stavov automatu A; je S={s;,S2,53,54+ aautomau A, je T ={ty,t2,t3,t4}. Oba
automaty magji vstupnil abecedu X = {x} a vystupnd abecedu Z ={0,1}. Funkcie J a 4 sl
dané tabulkami
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X X X X
1 S1 0 t1 to 0
So S1 1 to [P 0
S3 S3 1 i3 11 1
<4 S3 1 ta 14 1
Sl:lA]_, As ekvivaentné?
20. Automaty A a B st dané tabulkami:
Al xi| x B| xs | x
S1 82/0 53/1 t1 t]_/O tz/l
So S]_/O S3/1 to t3/1 tl/O
<3 53/1 51/0 i3 tg/l t2/0
Vy&drite, ci automaty A a B si ekvivdentné.
3.3.Vydedky
| a b C | a b | u
S /11 s/1 s$/3 So | s1 st 1
S, /2 /13 s/ S1 | S S 1
1L npr. S |21 2 sB3 j10gnebao S| 2 s 0 114

d(s,w) = 4, A(s,w)=01100100. b) d(sw)=3, A(s,w)=01010011. 13. E=({1,34},
{6},{2,5}}. 14. E={{1,3,{2,6},{4,5},{7}}. 15. E={{0},{1,{9},{4},{2},{3,7},
{5},{8},{6}}. 18. S1 ~ Sy ~tq, 53~s4~t2~t3;aﬂomatyriesﬂelwivdentné. 19. &o. 20.

ne.

4. Fyzikalna realizacia automatov
4.1. RieSené priklady

Priklad 1. Vytvorte dvojkovy automat, ktory pokryva automat A = (S, X, Z, 5, A) dany tabul kou

| a b C

p gu rlu g

q pu ov rlu
r pv rlu plu

Budiace funkde a vystupna funkciu vyjadrite pomocou B-vyrazov.
RieSenie. Ngprv wtvorime k automatu A kodovy ekvivdent Ag. Zakodujme stavy, vstupy a
vystiupy automatu A napr. pomocou zobrazeni

f:S— B2, f(p)=(0,0), f(g) =(0,2), f(r) =(1,0),
g:X— B?, g(a) =(0,0), glb) =(1,0), glc) = (1, 1),
h:Z— B, h(u)=0, h(v) =1,

co mdZeme znézornit pomocou Karnaughovych map:
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) Xo

Pl A a u
vl | T leC zZl | v

Pri tejto vol be kddovym ekvivaentom automatu A je automat Ag = (f(S), g(X), h(Z2),ds, i), kde
f(S) = {(0,0),(0,1),(1,0)}, g(X)={(0,0),(1,0),(1, 1)}, h(Z) ={0, 1}a funkde dg, Ag Sl ur-
cené tabulkou

As | (0,00 (1,00 (1,1
(0,0)f (0,1)0 (1,00/0 (0,1)1
(0,1)| (0,00 (0,1)/1 (1,0)/0
(1,0)| (0,0)/1 (1,000 (0,0)/0

Automat  rozfiime na dvojkovy nelplne Fpecifikovany automat Ag = (B?, B2,B,0g, /s), ktory
pokryva automet :

Az | (00 (1o (1,1 (01)
(0,0) (0,1)0 (1,000 (1)1 - 1/-
(0,1) (0,00 (0,11 (1,000 - /-
(1,0)| (0,01 (1,000 (0,000 - /-
(1) -1/- - /- - /- - /-

Budiace funkde a vystypna funkciu vyjadrime pomocou K arnaughove) mapy:

Y, X, X2 Y, X _ 2 . X, _ 2

1 - 1|0 - 00 -
illol 1] o] - ! olol- Y1 _
Yo | ————— Yo | F———— Yo | ————
?l'lolo] 1] - 2ol 1]o]- 2ol 1]o]-

Nedefinované hodnoty dourcime tak, aby sme minmalizovdi DNF tychto funkci:

Yl X1 X2 Y2 X1X2 z X1X2
JIRIEIE [L)o0]aTd 0jo|il]
Yillolld] o] 0 Yil[o]o]o]o0 it olo |2
ojo|[1]1 0[1]jo]o 1 |[1][ 0|4l
y2 y2 y2
0| ofla]1 o|lofo ofla)l oo

Y1 = X1X2Y, +X2Y2, Y2 =XiY, Y, + X2V, Y, +X1XaY2,  Z=X2Y,Y, + X1y1 + X1X2Y2
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Priklad 2. Kdédovy ekvivdent Ag automatu A je urceny tabul kou

As | 0O 1

(0,0)| (1,02 (1,1)/0
(1,0)| (0,0)/1 (1,0)/0
(1,1)| (1,2)0 (0,01

Navrhnite fyzikdnu redizaciu automatu A pomocou synchrénnych JK - prekl&pacich obvodov.
Rie3enie. Dvojkovy automat Ag pokryvaj(ci automat A:

As 0 1

(0,0)| (1,0)1 (1,2)/0

(1,0)| (0,0)/1 (1,0)/0

(1,2)| (1,10 (0,0)1

01| -1/- - /-

Budiace funkdie a vystupna funkdia automatu Ag:

Y X Y X z X z X

1)1 01 1(0 |T| 0

Yili o | 1 “ill o | O Yil{ 1] 0 Y1 |i| 0

110 1|0 0|1 0[]

Vo l—1— Yo | ' —— Yo | == Y, o1
Z=Xy, +Xy2

Nedefinované hodnoty budiacich funkdi zatial neSpecifikujeme, urobime tak pri zostavovani vstu-
pov JK - prekldpacich obvodov, ktoré generuj U tieto budiace funkcie. Uvedomme g, Ze na dosiahnu-
tie prechoduy; - Y; musime nastavit vstupy J; aK; podlatejto tabulky

J K

Yi —

vl - 1] ¥

Karnaughove mapy pre vstupy JK -preklapacich obvodov st potom takéto:

Jp X K X Jp X K2 X
1(1 - | - 0] 1 - | -
il| = | - il 1] 0 Yifl 0| 0 | - | -
-| - o1 | - 0|1
Yo 1 Y, 1 Y, 1 Y, T

Dodefinujeme nedefinované hodnoty tak, aby sme minimdizovai DNF tychto funkai.
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Ji _X Ky X J5 _X Ky _X
1| 1 [1]| o o |[1] o |[1]
Yill1 ] 1 Y1 |i| 0 Yilf o| 0 Yil| o ||1
1)1 0 ]_1\ 0| o oll1
Yo Y Y, Yo
1)1 o |[4] 0 ||1] 01
Ji1 =1, Ki= )_()_/2 + XY2, Jo = X)_ll, Ko =x
1x
&
» & t —Ll z
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4.2. Cvicenia

1. Navrhnite fyzkanu redizaciu automatu daného tabulkou pomocou synchronnych SR
preklgpacich obvodov.

>w 0|
w O X>»|oT
> > wo
O r Rr[K

A
B
C
2. Navrhnite fyzikdnu redizéciu automatu daného tabulkou

| a b ¢ d
1|10 20 11 1/0
2 120 30 10 11
3130 30 1/0 1/0
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pomocou synchronnych K - preklépacich obvodov.

3. Navrhnite fyzikdnu redizaciu automatov z prikladov 3 aZ 8 pomocou synchrénnych prekla-
pacich obvodov.

4.3Vysedky
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