KAPITOLA 2

Booleovské funkcie

V tvode sme sa stretli s pravdivostnymi ohodnoteniami vyrokovych foriem, ¢o su
funkcie, ktoré zobrazuju prvky mnoziny {0, 1}" do mnoziny {0, 1}. Takymito funkciami sa
budeme v tejto kapitole podrobnejsie zaoberat. Dohodnime sa, ze dalej budeme pouzivat
oznacenie B = {0, 1}.

1. Booleovské funkcie a booleovské vyrazy

Definicia 2.1. Kazda funkcia f : B" — B, n € NT sa nazyva booleovskd (tiez
logickad) funkcia n premennych.

Dohoda. Ako premenné v booleovskych funkcidch budeme pouzivat x, vy, z, u, v, resp.
tieto premenné s indexami.

Funkcie jednej premennej st uvedené v tab. 1.

TABULKA 1. Booleovské funkcie jednej premennej

v | hil@) | fo(@) | f3(@) | fal2)
0 | 0o | 1
1 0o | 1

Existuji aj dalsie booleovské funkcie jednej premennej? Ak by sme cheeli do tabulky 1
pridat dalsiu funkciu, t.j. vlozit do tabulky dalsi stipec ntl a jednotiek, zistime, Ze je rovny
niektorému z predchadzajicich $tyroch stipcov. Znamena to, Ze booleovské funkcie jednej
premennej su iba Styri.

Kolko existuje booleovskych funkcii dvoch premennych? Zapisme tieto funkcie do ta-
bulky. Kedze defini¢ny obor booleovskej funkcie dvoch premennych mé Styri prvky, bude
mat tabulka (okrem hlavicky) Styri riadky. Funkcii bude tolko, kolko existuje roznych
stipcov nil a jednotiek. V kazdom riadku je jedna z dvoch hodnét 0, 1, preto mézeme
vytvorit 2-2-2-2 = 2¢ = 22° = 16 roznych booleovskych funkeii dvoch premenngch.
Uvadzame ich v tab. 2.

Veta 2.1. Booleovskych funkcii n premennych je 22",

DOKAZ. Pocet vsetkych n-tic prvkov z mnoziny B je 2". Aby sme definovali booleovski
funkciu n premennych, musime pre kazda z tychto 2™ n-tic zvolit jednu funkéni hodnotu
z dvoch prvkov mnoziny B. Kazda takato funkcia je teda urc¢ena 2"-ticou nil a jednotiek
a tych je mozné vytvorit 2-2-...-2 = 22", O

on

Poznamka 2.1. Takéto su poc¢ty booleovskych funkcii pre niektoré hodnoty n:

n=1 22 =22=4 n=4, 2% =21%—=65536
n=2 2¥=2"=16 n=5, 22 =232=4 99497 x 10°
n=3, 22 =28=256 n =10, 22 = 21024 = 1 7976931348 x 1038

25



26 2. BOOLEOVSKE FUNKCIE

TABULKA 2. Booleovské funkcie dvoch premennych

(z,9) || fs(z,y) | folz,y) | falz,y) | fe(z,y) | folz,y) | fro(z,y) | frulz,y) | frz(z,y)
0,0 o 0 0 0 1 0 0 0
©0,1) ]| 0 0 0 1 0 0 1 1
(1,o)| o 0 1 0 0 1 0 1
L) o 1 0 0 0 1 1 0
(z,y) || fis(z,y) | fraz,y) | fis(@,9) | fre(,y) | fre(z,y) | fis(@,y) | fro(z,y) | faolz,y)
0,00 ]| 1 1 1 0 1 1 1 1
01| o 0 1 1 0 1 1 1
(1.0)|| 0 1 0 1 1 0 1 1
L1 1 0 0 1 1 1 0 1

Kazda booleovska funkcia n premennych je n-arnou operaciou na mnozine B. VSim-
nime si Specilne jednu unarnu — f; (tab. 1) a dve binarne — fg, fi6 (tab. 2). Ak porovname
tabulky tychto funkcii a pravdivostné tabulky vyrokovych formil p,pA g, pV q, zistime, Ze
pravdivostnymi ohodnoteniami tychto formil v danom poradi st funkcie f3, fg, fi6, Cize

phﬁ(‘r) = f3([[‘), php/\q(xu y) = fﬁ(x7y)7 pthq(‘Ta y) = flG('r’y)'

Definicia 2.2. Logickym siucétom nazyvame bindrnu operaciu na mnozine B, ktoru
oznacujeme + a definujeme takto:

z+y = fis(z,y).

Logickym sicéinom nazyvame bindrnu operaciu na mnozine B, ktort oznacujeme -
a definujeme takto:

z-y = fo(z,y).
Negaciou (alebo komplementom) nazyvame unarnu operaciu na mnozine B, ktort
oznacCujeme ~ a definujeme takto:

Z tabuliek funkcii fg a fig vidiet, Ze
0+0=00+1=1,14+0=1, 14+1=1,
0-0=0,0-1=0,1-0=0,1-1=1,

¢o mozeme zapisat aj pomocou Cayleyho multiplika¢nych tabuliek, ktoré v tomto pripade
majua tvar:

—_ | =
=)

(vl enl Nan)
— O

+10
010
111

7Z tabulky funkcie f3 zase zistime, Ze

0=1 T1=0.
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Poznamka 2.2. Mnozinu B spolu s bindrnymi operaciami logicky sucet, logicky sucéin
a unarnou operaciou negacia nazyvame Booleova algebra.
Préave definované operacie nam umoznuju zapisat mnohé booleovské funkcie Sikovnej-

§im sposobom nez st tabulky, napr. fi7(x,y) = x + (T - 7). O platnosti tejto rovnosti sa
lahko presvedcime:

04+0-0)=0+(1-1)=0+1=1= £7(0,0),
04+0-1)=0+4+(1-0)=0+0=0= f7(0,1),
1+(T1-0)=14(0-1)=140=1= f17(1,0),
1+(T-1)=1+(0-00=1+0=1= f17(1,1)
Veta 2.2. Pre kazdé x,y, z € B plati

1. z+y=y+=x rTY=y-x komutativne zakony

2. (+y+z=x+Wy+z2) (x-y)-z=z-(y-2) asociativne zdkony

3. (w+y)-z=@-2)+y-2) (v -y)+2z=(x+2)-(y+z) distributivne zdkony

4. r+y=7-y T y=2+7 de Morganove zakony

S0. THx =1 TT=T zakony idempotentnosti

6. r+7T=1 r-T=0 zakony komplementarnosti

7. T=zx zékon involucie

8. w4+ (x-y) = r-(r+y) ==z zékony absorpcie

9. z+0=x r-l==x zakony identity

10, z4+1=1 x-0=0 zakon jednotkového scitovania a

nulového nasobenia

DOxkAZ. Dokazeme napr. vlastnost = + (x - y) = z. Ostatné vlastnosti sa daji dokazat
a

analogicky. Oznacme L(z,y) =z + (z - y) a P(z,y) = z. Potom
L(0,0) =0+ (0-0) =0+ 0= 0= P(0,0),
L(0,1) =04 (0-1)=0+0=0 = P(0,1),
L(1,0) = 1+ (1-0) = 1+0=1 = P(1,0),
L(1,1) =1+ (1-1)=1+1=1=P(1,1), 0

Z tabuliek operacii logického suctu a stéinu priamo vidiet, Ze plati nasledujice tvrde-
nie.

Veta 2.3. Pre kazdé z,y € B plati

r+y=1 & rz=1Vy=1
r+y=0 & z=0Ay=0
ry=1 & z=1ANy=1
rz-y=0 & z=0VvVy=0

OJ

Ozna¢me F,, mnozinu vSetkych booleovskych funkcii n premennych. Na mnozine F,
definujme operacie stcet, stcin a negiciu, ktoré budeme oznacovat v poradi +

Definicia 2.3. Nech f, g : B” — B su booleovské funkcie, potom
sucétom booleovskych funkcit f, g nazyvame funkciu

f+g : Bn - B7 (f+g)(l'1,7l’n) = f(mla"'axn) +g(x1a"'7xn)7
sucinom booleovskych funkcit f, g nazyvame funkciu

ngn_)B, (fg)(zlay'xn) :f(xh?xn)g(xlv?xn)?
negaciou funkcie f nazyvame funkciu

f:B" =B, f(x1,...,2,) = f(x1,...,20).
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Priklad 2.1. f(z,y,2) = v+ (y - 2), g(x,y,2) = y + 2 st booleovské funkcie troch
premennych. Aky je predpis funkcie h = f-¢g?

RIESENIE. h(z,y,2) = (f - 9)(z,y,2) = f(z,y,2) - g(x,y,2) = f(z,y,2) - g(x,y,2) =
=z+(y-2) (y+2).

Poznamka 2.3.

1. Vlastnosti z vety 2.2 zostanu v platnosti aj v pripade, keby z,y, z boli booleovské
funkcie n premennych. Mnozina F;, spolu s prave definovanymi operaciami stictu, sic¢inu a
negacie je tiez Booleova algebra. (Booleovu algebru by sme mohli definovat ako lubovolni
mnozinu B, na ktorej st definované operacie +, -, ~ tak, ze st splnené vlastnosti vety 2.2.)

2. V kazdej Booleovej algebre plati princip duality: Ak v pravdivom tvrdeni zme-
nime + na -, 0 na 1 a naopak, dostaneme opit pravdivé tvrdenie. Overte si, Ze je tento
princip splneny vo vsetkych desiatich vlastnostiach vety 2.2.

Podla zakona absorpcie st funkcie dvoch premennych f(z,y) = =z, g(z,y) = = +
(x - y) rovnaké, aj ked vyrazy z, = + (z - y)su rdzne, pokial sa na ne pozerame ako
na postupnosti znakov. Vidime, Ze niektoré funkcie sa daju vyjadrit viacerymi vyrazmi
vytvorenymi z premennych, znakov operacii 4, -, a zatvoriek. Na druhej strane sa vynara
otézka, ¢i je mozné pomocou takychto vyrazov vyjadrit kazda booleovskt funkciu. Podme
sa tymito vyrazmi zaoberat podrobnejsie.

Definicia 2.4. Booleovsky vyraz (kratko B-vgraz) n premennych zi,...,x, je
slovo nad abecedou {+,-,7,(,),0,1,21,...,z,} definované takto:
(1) 1,...,2,,0,1 st booleovské vyrazy.
(2) Ak U,V st booleovské vyrazy, tak aj U, (U + V), (U - V) st booleovské virazy.
(3) Iné slova nie st booleovské vyrazy.

Dohoda.

(1) V samostatne stojacom B-vyraze vynechavame vonkajsie zatvorky.
(2) Princip priority ,- pred +“: = -y + z znamena (x - y) + 2.
(3) Znak logického st¢inu budeme ¢asto vynechévat, teda namiesto x-y budeme pisat
xy.
(4) B-vyraz U n premennych x1, ..., 2, ozna¢ujeme aj U(z1,...,x,).
Poznamenajme, ze body 1 a 2 tejto dohody st analogické ako v dohode o formuléch.

Priklad 2.2.
(1) Premenné z,y, z si B-vyrazy.
(2) v+ y,zy,yz,zZx su B-vyrazy.
(3) (x 4+ y)z, (xy)z,yz + « st B-vyrazy.
(4) 4+ y + 4z nie je B-vyraz. [

Poznamka 2.4. Ked7Ze B-vyrazy su slovd, tak rovnost B-vyrazov je rovnost slov, ¢ize
dva B-vyrazy st rovnaké, ak maji rovnaky pocet pismen a rovnaké prvé pismena, atd.,
rovnaké posledné pismend. Napriklad nerovnaji sa B-vyrazy (z + y)z, xz + yz. Pritom,
ako lahko zistime z tabuliek, ako booleovské funkcie st rovnaké. Preto je vzdy potrebné
vediet, ¢i ide o B-vyraz, alebo booleovska funkciu.

Kazdy B-vyraz U(xy,...,x,) uréuje jednoznacne booleovski funkciu. Jej hodnotu
v bode (1, ..., 0,) € B" uréime tak, Ze za premenné x, . .., z,, dosadime prvky 3y, ..., 3,
a vykoname uvedené operécie s tymito prvkami. Tato funkciu modzeme oznadit takisto
U(zy,...,x,). Ak v8ak chceme, aby bolo priamo z oznadenia vidiet, Ze je to funkcia uréend
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B-vyrazom U, pouzijeme oznacenie fy resp. fy(z1,...,x,). TieZ hovorime, ze B -vgraz
U(zy,...,x,) reprezentuje funkciu fy(zi,...,z,).

Priklad 2.3. B-vyraz U(z,y, z) = (¢ + 7)z urcuje funkciu fy(x,y,2) = (x +7)z. Jej
hodnota v bode (0,0,1) je f7(0,0,1) =(0+0)-1=(0+1)-1=1. |

Definicia 2.5. B-vyrazy U(zy,xo,...,2,), V(x1,29,...,2,) sa nazyvaju ekviva-
lentné, ak urc¢uji rovnakt booleovskiu funkciu. Oznacujeme to

U=V, resp. U(z1,x9,...,2,) =V (x1,29,...,2y,).
Poznamka 2.5. Predchadzajicu definiciu mozeme strucne zapisat takto:
U=Ve fu=fv
Priklad 2.4. Dokéazte, ze vz + yz = (x + y) 2.

RIESENIE. Vytvorme tabulky funkcii uréenych tymito B-vyrazmi (tab. 3). [

TABULKA 3. Tabulka funkcii z prikladu 2.4

Ty, z |z |yz |xz+yz |e+y | (z+y)z
0,0,0] 00| 0 0 0
0,0,1/0]0]| 0 0 0
0,1,0/ 00| 0 1 0
0,1,110 |1 1 1 1
1,0,0[ 0|0 0 1 0
1,0,1| 110 1 1 1
1,1,0] 0 | O 0 1 0
L,1,101 |1 1 1 1

Priklad 2.5. Dokazte, Ze pre B-vyrazy plati

RIESENIE. Stadi ukazat, Ze B-vyrazy r+y, T.y a B-vyrazy x.y, T + g uréuju rovnaké
booleovské funkcie. Vidime to z nasledujtcej spoloc¢nej tab. 4. |

TABULKA 4. Tabulka funkcii z prikladu 2.5

oy | T Y| Z+Y |y | T+Y |y |TY |2ty
0,0[1]1 1 1 0 010 0
0,1(1/0| 1 0 0 0|1 1
1,0[0 (|1 1 0 0 0|1 1
1,1/0(0] O 0 1 1|1 1

Veta 2.4. (Tabulka ekvivalencii B-vyrazov.) Nech U, V, W st B-vyrazy s premennymi
x1, %9, ...,T,. Potom plati:
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El. U+V=V+U uv=vU komutativne zdkony
E2. U+V)+W=U+(V+W)UVW=UVW) asociativne zdkony
E3. (U+V)W=2UW+VW UV +W = (U+W)(V+ W)distributivne zakony
E4. U+V UV uv=U+V de Morganove zakony
E5. U+U=U vu=U zakony idempotentnosti
E6. U+ U UU =0 zakony komplementarnosti
E7. U=U zakon involicie

ES. U+ (UV)=U UUu+Vv)=Uu zékon absorpcie (pohltenia)
E9. U+0=U v-1=U0 zakony identity

E10.U +1= U-0=0 zakony jednotkového scito-

vania a nulového nasobenia

DOKAZ. fuiv = fu+ fv = fv+ fu = fvau. Z toho vyplyva U +V = V 4+ U. Ostatné
vlastnosti sa dokazu podobne. 0

Veta 2.5. (zdkony stability) Pre kazdé B-vyrazy U, V, W plati: ak U = V| tak

U+W2V+W
UW VW
=R

DOKAZ. B-vyrazy U,V st ekvivalentné, preto nimi uréené booleovské funkcie s rov-
naké, t.j. fu = fi. Potom

Josw = fu+ fw = fv + fw = fvaw
fow = Jufw = fviw = fvw
fe=fv=fH="Ff

odkial uz vyplyva tvrdenie vety. O

Dohoda. Dohodneme sa na dalSich zjednodusSeniach pri zapise B -vyrazov.

1. Nebudeme rozlisovat medzi B-vyrazmi U + V', V 4+ U a tiez medzi UV, VU.

2. B-vyrazy (U+V)+ W, U+ (V + W) budeme povazovat za rovnaké a miesto nich
budeme pisat U + V + W. Podobne namiesto (UV )W ¢ U(VIWW) budeme pisat UVW.

3. Za rovnaké budeme povazovat aj B-vyrazy 1-U, 0+ U, U, tiez 1+ U, 1 a tiez 0- U,
0.

Priklad 2.6. Napiste B-vyraz ryzu + zyzu + xyzu pomocou najviac 5 vyskytov
pismen z,vy, 2, u.

RIESENIE.
E5 E1 E3,E1
TYZU 4+ TYZU + TYzu = TYZU 4 TYZU 4 YU + TYzu = YU+ YU + ryzu + cyzu =
£6 E3,E1
> oyz(u+u) +xzu(ly+79) = oyz+xzu 2 ozz(y + u). [

Definicia 2.6. Nech f : B" — B. Prvok (a4, ...,a,) € B" sa nazjva

jednotkovy bod funkcie f, ak f(aq,...,a,) =1,
nulovy bod funkcie f, ak f(ai,...,a,) =0.

Mnozinu vSetkych jednotkovych resp. nulovych bodov funkcie f budeme oznacovat J(f)
resp. N(f). Tieto pojmy budeme vztahovat aj na B-vyrazy, ktorymi je funkcia f urcena.

Veta 2.6. Nech f, g st booleovské funkcie n premennych. Potom
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(1) f=g9 < J(f)=J(9), f=g < N(f)=Ng),
(2) J(f+9)=J(f)UJ(g), N(f+g)=N(f)NN(g),
(3) J(f-9)=J(f)nJ(g), N(f-g)=N(f)UN(g),
(4) J(f)=N(f), N(f)=J(f)

DOKAzZ.

(1) Tvrdenie vyplyva z toho, ze kazdy bod defini¢ného oboru booleovskej funkcie je
bud jednotkovy alebo nulovy.
(2) Z vlastnosti

flzr, .o xn) +g(xy, .., zn) =1 f(or,...,x,) =1V g(a,...,2,) =1

vyplyva J(f +g) = J(f) U J(g)-
(3) Z vlastnosti

flz, oo xn) - g(xr, . .,zn) =1 f(or,...,x0) =1 Ag(xq,. .., 2,) =1

vyplyva J(f - g) = J(f) N J(g).
(4) Z vlastnosti
mzlﬁf(xl,,xn) =0

vyplyva J( f) = N(f).
Tvrdenia o nulovych bodoch sa dokazuju analogicky. |

Priklad 2.7. Uréte mnozinu vSetkych jednotkovych bodov funkcie
f(z,y,2,u) = 2y + TZu + y2u.

RIESENIE. Funkcia f je stic¢tom troch funkcii

f1<x7y7z7u) =1y, f2(x7y727u) = EEU, f3(x7y7z7u) = yzav

preto J(f) = J(f1)UJ(f2) UJ(f3). Z vlastnosti: su¢in prvkov z B sa rovna 1 prave vtedy,
ked kazdy prvok sa rovna 1, vyplyva

J(fl) = {(1, 1,0,0), (1, 1,0, 1), (1, 1, 1,0), (1, 1,1, )},
J( f2) = {(070707 1)7 (07 1?07 1)}7
J(f3) ={(0,1,1,0),(1,1,1,0)}.

Potom
J(f) = {(070707 ]‘)7 (07 1707 1)7 (07 ]‘7 170)7 (17 17 ]‘7 1)7 (17 17070)7 (]‘7 1707 1)7 (]‘7 ]‘7 170)}
[ |

1.1. Uplna normalna disjunktivna a konjunktivna forma.

Definicia 2.7. Elementarnym sidcinovgm élenom (elementarnym sicinom)
n premennych xy,xs, ..., x, nazgyvame B-vyraz

S(x1, %2,y Tn) = Y1Y2 - - - Yn,
kde y; € {z;,T;}, prei € {1,2,...,n}.

Priklad 2.8. Elementarne stc¢inové ¢leny 2 premennych su 4. Sa to: zy, Ty, 27, T¥.
Elementarnym stc¢inovym ¢lenom nie je 7y. Elementarnych stcinovych ¢lenov 3 premen-
nych je 8. Su to: xyz, Tyz, Yz, ryzZ, TYZ, TYZ, TYZ, TY 2. [ |
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Veta 2.7. Jednotkové body kazdych dvoch réznych elementarnych stcinovych ¢lenov
su rozne.

DOKAZ. Nech

U(x1,Ta, ..., Ty) = Ulz . . . Up, w; € {x;, T},
V(zy, 29, ..., Ty) = V10g . .. Up, v; € {x;,T;}
st rozne elementarne stcinové ¢leny. Kedze st rozne, tak pre niektoré k € {1,2,...,n}

up = T, Up = T alebo u, = Ty, v; = 1. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat,
ze nastal prvy pripad. Potom pre k-té zlozky (%, v jednotkovych bodov ¢lenov v poradi
U,V plati 8 = 1,7, = 0. To vsak znamena, ze tieto jednotkové body st rozne. [

Je zrejmé, ze pocet réznych elementarnych siacinovych c¢lenov s n premennymi je 2".
Kazdy elementarny stcinovy ¢len ma prave jeden jednotkovy bod, ktory ho teda jedno-
znacne charakterizuje.

Kazdej n-tici (j1,Jj2,---,Jn) € {0,1}" mozeme jednoznacne priradif nezdporné celé
¢islo j = j1.2" V4 o272 4o 5,120 45,290 < j < 2" — 1. Ale aj naopak kazdému
celému ¢islu 7, 0 < j < 2" — 1 je jednoznacne priradend n-tica (ji, jo,...,J,) taka, ze

J= 512" 4 522" e g 2 20

Definicia 2.8. Nech (j1, jo, . . ., jn) € B"™ je jednotkovy bod elementarneho su¢inového
¢lena anech j = j;.27 145,27 2 4. .45, 1.2 +4,.29. Potom tento stcinovy ¢len budeme
oznacovat S, j,...i) (%1, T2, ..., ,) alebo S;(x1, 22, ..., x,) a nazyvat ho elementdrny
stucinovy élen priradeny k n-tici (j1,72,---,Jn)-

Priklad 2.9. Ako oznacujeme elementarny siacinovy ¢len zyz? Ktoré elementarne
stcinové ¢leny maju oznacenie Sg¢(z,vy, z,u) a Si5(z,y, z,u)?

RIESENIE. Jednotkovy bod elementarneho st¢inového ¢lena z7z je (1,0,1). Potom
j=122402+1.2°=5, ateda 27z = Su0.1)(2,y, 2) = S5(z,y, 2).

6 = 0.23+1.2241.240.2°, preto jednotkovym bodom elementarneho sti¢inového ¢lena
Se(x,y, z,u) je (0,1,1,0) a teda Sg(z,y, z,u) = Tyzu.

15=1.234+1.22+1.2+1.2° preto (1,1,1,1) je jednotkovy bod ¢lena Si5(z,y, 2, u), a
teda Si5(x,y, z,u) = xyzu.

Definicia 2.9. Kazdy B-vyraz

U(.Thl’g,...,x‘n) = Coso(ﬂfl,IQ,...,an)—|—"'—|—an_152n_1(131,132,...,13”):
2" —1

= ZCij (%1,1’2,...,.%“), kde Cj S {0,1},
j=0

nazyvame uplnd normalna disjunktivna forma, v skratke UNDF.

V zépise UNDF (na zéklade dohody o zjednodusSeni pisania B-vyrazov) budeme st-
¢inové Cleny, pri ktorych je nulovy koeficient, vynechévat a nebudeme pisat koeficienty
¢, = 1. Teda napriklad 1.xy 4+ 0.7y + 1.27 + 0.T§ budeme pisat v tvare zy + 7.

Priklad 2.10. UNDF dvoch premennych st napr. xy, xy+7y, Ty +2y+7Ty. UNDF
troch premennych st napr. xyz, xyz + Tyz + 2yz, Tyz + 2y 2, 0. |

Veta 2.8. Kazdé dve rozne UNDF urcuju dve rézne booleovské funkcie.
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DOkAz. Nech
9n_1
Uz, g, ..., xn) = Y. ¢;Si(x1,22,...,2,), ¢j €B,

Jj=0
2" —1

V(l’l,ZEQ,. .. ,l’n) = Z dij([EhZL’Q, ce ,ZEn), dj €B
j=0

st dve rozne UNDF. Potom existuje k € {0, 1,...,2"—1}, Ze ¢, # di. Nech (a1, ag, ..., ay)
je jednotkovy bod elementarneho sic¢inového ¢lena Sk (1, xs,. .., x,). Potom pre funkcie
urc¢ené B-vyrazmi U, V plati

an—1

fU(aly Qg, ... ,Oén) = Z Cij(Oéh Qg, ... 7Oén) = CkSk;(a/la Qg, ... ,Oén) = Ck,
=0
on_1
fv(Oq, Qo, . .. 7O[n) = z dij(Oél, g, ... ,Oén) = dkSk(Oéh o, . .. 7O[n) = dk
=0
Kedze ¢, # dy, tak z toho vyplyva fy # fv. O

Veta 2.9. Kazda booleovska funkcia je urcéena B-vyrazom.

DOKAz. Uplna normélna disjunktivna forma n premennych je stétom 2" elementér-
nych sucinovych ¢lenov nésobenych konstantami, ktoré mézu mat hodnotu 0 alebo 1.
Z toho vyplyva, ze UNDF n premennych je 22°. Presne tolko je aj booleovskych funkcii
n premennych. Preto kazda booleovska funkcia je urcené niektorou UNDF. 0

Definicia 2.10. Nech U(xy, zo, ..., z,) je UNDF a W(xy, zo, ..., z,) je B-vyraz, taky
ze W =2 U. Potom U sa nazyva uplna normalna disjunktivna forma B -vygrazu W,
tiez uplna normalna disjunktivna forma funkcie fy a piSeme

UNDF(W) =U, UNDF(fy)="U.
Veta 2.10. Nech g : B" — B je booleovska funkcia n premennych. Potom
UNDF(Q) = Z g(ab ag, ... aan)S(a1,a2,...,an)($17 Xy ... 7$n) -

(a1,a2,...,an)EB™
0, ak g nema jednotkovy bod

— D Slar,azan) (1, T2, ..., Ty), ak g mé jednotkovy bod
(a1,a2,...,an)€J(g)

DOKAZ. Sta¢i ukazat, Ze hodnota funkcie uréenej uvedenym B-vyrazom v lubovol-
nom bode (by, by, ..., by,) sa rovna g(by,bs,...,b,). Ak si uvedomime, Ze pre elementarne
sucinové cleny plati

S(al,ag,...,an)(bla b2a R 7bn) =1l& (ah az, . .. 7an) = (blu b2a R 7bn)7

tak
Z g(ab"'7an)5(a1,...,an)(b17--'abn) -
(a1,...,an)EB™
= g(bl, o ,bn)S(bl,...,bn)(bb - ,bn) + Z g(al, . >Gn)5(a1,...,an)(51, A ,bn) =
(a1,...,an)EB™
(a‘lv"'va‘n)#(bl 7777 b")
=g(by,....b,) -1+ > glay,...;an)-0=g(by,...,by). O

(a1,...,an)EB™
(at,e..,an)F (b1, sbn)
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Priklad 2.11. Néajdite aplnt normalnu disjunktivnu formu B -vyrazu
W(z,y,2) =Ty +z +Tyz.

RIESENIE. Kedze UNDF(WW) = UNDF( fi), zostavime tabulku funkcie fy, ktora je
urcend B-vyrazom W a ku kazdému jednotkovému bodu funkcie fy, napiseme k nemu
priradeny elementarny sacinovy clen.

vy z| fw(z,y,z)| S;
000 0
001 1 Tz
010 1 TyZ
011 0
100 0
101 1 Yz
110 0
111 1 TYZ

Hladand UNDF je st¢tom tychto elementarnych stcinovych ¢lenov:

UNDF(W) = UNDF(fw) = Tyz + Tyz + 27z + xy=.

[ |
Uvedieme este algoritmus, ktorym ndjdeme UNDF B-vyrazu W (zq,xo,...,z,) bez
toho, aby sme konstruovali tabulku funkcie fy,. Pouzijeme pritom ekvivalencie z vety 2.4.
1. Pomocou de Morganovych zdkonov zostrojime k B-vyrazu W (zy, xo,. .., x,) ekvi-
valentny B-vyraz Wy(z1,xs,...,2,), v ktorom nie je znak negacie (pruh) nad znakom
operacii + a -.
2. Pomocou distributivnych zadkonov odstranime v B-vyraze Wi(zy,xs, ..., z,) zat-
vorky. Dostaneme B-vyraz Wy(xq, 2o, ..., 2,) ekvivalentny s Wi(z1,z,...,x,), pricom
Wy(x1, 2z, ..., x,) bude v tvare ,suctu stcinov*.

3. Pomocou zakonov involicie, komutativnosti, asociativnosti, idempotentnosti, kom-
plementarnosti, identity, nulového nésobenia a jednotkového scitovania kazdy scitanec

upravime na tvar yi,ys, - . ., Yn, kde y; € {z;,T;, 1} pre i = 1,2,...,n. Pri ipraviach mo-
zeme, ale nemusime pouzivat zdkony absorpcie. Ziskame tak B-vyraz W3(xq, o, ..., z,) =
W2($1,$2, PN ,ZL’n>.

4. V kazdom séitanci B-vyrazu Ws(zy, 2, ..., x,) nahradime y; = 1 ekvivalentnym
B-vyrazom x; + T;. Dostaneme B-vyraz Wy(xy, za, ..., x,) = Wi(21, 22, .., Ty).

5. Pomocou distributivneho zékona odstranime v B-vyraze Wy(xy, zo, ..., x,) zat-
vorky. Dostaneme B-vyraz Ws(xy, 2, ..., x,), v ktorom kazdy s¢itanec je elementérny

stucinovy clen.
6. Pomocou zakona idempotentnosti zli¢ime rovnaké elementarne sucinové cleny. Zis-
kany B-vyraz We(zq, xg, ..., x,) je uz UNDF(W).

Priklad 2.12. Pomocou ekvivalentnych tprav najdite UNDF B-vyrazu

RIESENIE. W (z,y,2) =Ty + Z + TyzZ
Wi(z,y,2) =Tz zZ
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~

Wo(x,y,2) Zaz+gz+Tyz Zax-1- 24+ 152 +7yz = Wi(2,9, 2)
Ws(z,y,2) = x(y +7)z + (¢ + T)yz + Tyz = Wa(z,y, 2)
Wiz, y,2) & xyz + ayz + 1Yz + TYz + Tyz = Ws(x,y, 2)
Ws(z,y,2) = xyz + 27z + Tyz + Tyz = UNDF (W) [ |
Dualnymi pojmami k pojmom elementarny sucinovy ¢len a tiplna normalna disjunk-
tivna forma st elementarny suctovy ¢len a Gplna normélna konjunktivna forma. Strucne

uvedieme ich definicie a vlastnosti.

Definicia 2.11. Elementarnym suctovgm clenom (elementarnym sucétom)
n premennych xq,xs, ..., x,, nazyvame B-vyraz
T(x1,Z2, ... &) =Y1 + Y2+ -+ + Yn,
kde y; € {z;,7;}, prei € {1,...,n}.
Priklad 2.13. Elementarne suc¢tové ¢leny 2 premennych su 4. St to: x + vy, T + v,

r+7, T+7y. Elementarne suctové ¢leny troch premennych st x+y+z2, x+y+2z, v +y+ 2,
r+y+z,r+tyt+z,r+y+z,c+y+z,r+y+z. |
Pocet elementarnych stactovych ¢lenov n premennych je 2".
Definicia 2.12. Nech (v, 15, ...,1,) je nulovy bod elementarneho stctového ¢lena a
nech v = 11.2" 1 + 152" 2 + . 4 1,.2°. Potom tento stétovy ¢len budeme oznacovat

Tonvaywm) (@1, 22, ..., ) alebo T, (21, x2,...,,) a nazyvat ho elementdrny suctovy
élen priradeny k n-tici (v1,vs,...,1,).

Definicia 2.13. Kazdy B-vyraz

V (l'l,xg, e ,xn) = (Co + TO (1'1,1'2, e ,.f[,'n)) e (anfl —+ T2n,1 (.1'1,1'2, Ce ,l'n)) =
2n_1
= I] (e, + T, (1, 79,...,2,)), kdec, € {0,1},

v=0
nazyvame uplnou normalnou konjunktivnou formou, v skratke UNKF.
Nech W(xq,xo,...,z,) je B-vyraz, taky ze W = V. Potom V sa nazyva uplna nor-
malna konjunktivna forma B -vyrazu W, tiez uplna normalna konjunktivna
forma funkcie fy a piseme

UNKF(W) =V, UNKF(fy)="V.
Priklad 2.14. UNKF dvoch premennych st napr.
r+y, (x+y)(@T+y) @T+Y), (z+y)(@+7), 1L

UNKF troch premennych st napr.
(x+y+z2)(z+7+2), T+y+2)(e+7+2)(c+y+2)T+y+2)T+y+z). R

Veta 2.11. Nech g : B" — B je booleovska funkcia n premennych. Potom
UNKF(g) = H (g(alv ag, . .. 7an) + T(a17a27---,an)(x17 T, 7x'fl)) =

(a1,a2,...,an)EB™
1, ak g nema nulovy bod

Tlas,a,..0n) (%1, T2, ..., ), ak g mé nulovy bod
(a1,a2,...,an)EN(g)
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Priklad 2.15. Najdite UNKF funkcie g(x,y, z) = Ty + Z + TyZ.

RIESENIE. Zostavime tabulku hodnét funkcie ¢g. Do dalsieho stipca tabulky zapiseme
priradené elementarne sictové ¢leny k nulovym bodom funkcie.

ryz|g(ry,z2) T,
000 0 T4y+z
001 1

010 1

011 0 T+7+
100 0 T+uy+
101 1

110 0 T+7+2
111 1

UNKEF funkcie g je sti¢inom tychto ¢lenov:
UNKF(g) = (z+y+2)(c+7+2)(T+y+2)(T+7+ 2).

Uvedieme este druhy spdsob — ekvivalentné tpravy B-vyrazu, ktorym je funkcia g
urcena. Algoritmus je podobny ako pre UNDF, akurat pouzivame dualne postupy:
TY+ 2+ Tz 2Ty z+TZ 2 (T+ Y2 +TYZ = (v + 7))z + Tyz =
(+7)z+T) (@ +7)z+y)((z+7)z+72) =
(+y+2)(z+2)(z+7+y)(z+y) (e +7+2)(2+2) =1 (T+2) 1 (y +2)(x +T+7%)
@+2)(y+2) @ +7+2) 2 (T+0+2)0+y+2)(z+7+7)
(
(
(

2

THyg+2)aT4+y+2)(c+7+2) =
THy+2)T+y+2)(e+y+2)T+y+2)(c+7+2) =
T+y+2)(T+y+2)(x+y+2)(z+7+2z)=UNKF(g) [ ]

111111111

1.2. Normalna disjunktivna a konjunktivna forma.

V tejto Casti sa budeme zaoberat zovSeobecnenim elementarnych stcinovych (sicto-
vych) ¢lenov a uplnej normaélnej disjunktivnej (konjunktivnej) formy. Elementarny stci-
novy ¢len sme definovali ako B-vyraz

M(zy,29,...,20) = 1Y2 . . . Yn, kde y; € {z;,T;}.
Nés budu teraz zaujimat podobné B-vyrazy, len v nich niektoré y; mozeme nahradit aj
hodnotou 1 (tato jednotku na zéklade zakona o jednotkovom nésobeni spravidla do vy-

razu nebudeme pisat; takyto vyraz vznikne z elementarneho sic¢inového ¢lena vynechanim
niektorych premennych).

Definicia 2.14. Sdcéinovym élenom n premennych x4, ..., x, nazyvame B-vyraz
S(x1,x9, ..., Tn) = Y1Y2...Yn, kde y; € {z;,7;,1} (ak y; = 1 mdzeme tiato jednotku
v zapise st¢inového ¢lena vynechat).

Priklad 2.16. Sucinovych ¢lenov 2 premennych x,y je 9. Sa to tieto suc¢inové Cleny:
17 x’ E? y? y’ ‘Tyv Iiy7 'ry7 fg' .

Je zrejmé, ze pocet roznych stcinovych c¢lenov n premennych xy, s, ..., x, je prave
3". Mozeme ich teda ocislovat ¢islami od 1 po 3". Predpokladajme, Ze sme jedno pevné
oCislovanie Sy (1, s, ..., Ty), ..., S3n (21, T2, ..., x,) uz zvolili.
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Definicia 2.15. Kazdy B-vyraz
3”
U(zy,xg,...,2,) = chSk(asl,a:Q, .., Ty), kde ¢ € B,
k=1

nazyvame normdalna disjunktivna forma, v skratke NDF.

Ak V(zq,x9,...,2,) je B-vyraz a U(zxy,xs,...,2,) je NDF, ktord je ekvivalentna
s V(x1,22,...,2,), budeme hovorit, ze U(xy,xs,...,2,) je normdlna disjunktivna
forma B -vyrazu V(zi,2,,...,2,) a pisat NDF(V) = U.

Ak booleovska funkcia f : B" — B je urend normaélnou disjunktivnou formou
U(zy,x9,...,2,), tak U(zy, 29, ..., 2,) budeme nazyvat normadlna disjunktivna for-
ma booleovskej funkcie f: B" — B a budeme pisat NDF(f) = U.

V zapise normalnej disjunktivnej formy budeme stcinové ¢leny, pri ktorych stoji nulovy
koeficient, vynechévat a nebudeme pisaf jednotkové koeficienty. Teda napriklad 0.1 +
0.z+1.740.y4+0.7+ 1.2y + 0.7y + 0.27 + 0. Ty budeme strucnejsie pisat v tvare
T + xy. VSeobecne, ak

3n
Uy, xg, ..., x,) = chSk(xl,xg, cey T)
k=1

je NDF a m je pocet tych koeficientov ¢, ktoré sa rovnaja 1, tak tie stic¢inové cleny, pri
ktorych stoja jednotkové koeficienty, teraz nanovo ocislujeme od 1 az po m a dani NDF
budeme pisat v tvare

Uy, xg,...,2,) = ZSk(xl,xz,...,xn)

k=1

Pretoze kazdy elementarny stcinovy clen je aj suc¢inovym c¢lenom, je UNDF B-vyrazu
aj NDF tohto B-vyrazu. Je preto pravdivé tvrdenie, Ze kazda booleovskt funkciu mézeme
ur¢it pomocou NDF. Tato reprezentacia, prirodzene, uz nie je jednozna¢né, lebo napriklad
pre kazdé (z,y) € B je f(z,y) =Ty +x =y + .

Definicia 2.16. Sictovgm clenom n premennych xy, xs, . .., x, nazyvame B-vyraz

T(x1, 22, &) =Yy1+ Y2+ ...+ yn, kde y; € {x;,7;,0} prei € {1,... ,n}.

Priklad 2.17. Sactovych ¢lenov 2 premennych z,y je 9. S to tieto suctové cleny: 0,
r,T, Y Y, r+y, Tty T+Y, T+Y. u

Podobne, ako sti¢inovych, tak aj sactovych ¢lenov n premennych je prave 3". Predpo-
kladajme, ze sme tieto stuctové ¢leny pevne ocislovali:

Ti(x1,22, .. Tp)y ey Tan (X1, oy ooy X)),

Potom, podobne ako sme definovali NDF, mozeme definovat aj normalnu konjunktivnu
formu.

Definicia 2.17. Kazdy B-vyraz
37’l

Ulxy,xe,...,2,) = H(Ck + Ti(z1, 22, ..., 2y)), kde ¢ € B,
k=1

nazyvame normalna konjunktivna forma, skratene NKF.
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Analogicky, ako pre NDF, sa definuju pojmy normalna konjunktivna forma B -
vyrazu a normalna konjunktivna forma booleovskej funkcie. Opif plati, Ze kazda
booleovské funkcia sa dd urcit pomocou normaélnej konjunktivnej formy.

Tak ako pre NDF aj pre NKF budeme pouzivat skrateny zapis: Nech m je pocet ko-
eficientov ¢, ktoré sa rovnaju 0. Tie stuctové ¢leny, pri ktorych sa tieto nulové koeficienty,
nanovo o¢islujeme od 1 az po m a dani NKF budeme pisat v tvare

m
Ulxy,xe,. .. ,x,) = HTk(xl,xg,...,mn).
k=1

Priklad 2.18. Ukazte, ze U(x,y,2) = Tz + a2y + Yz, V(z,y,2) = Ty + yZz + xz st
NDF tej istej booleovskej funkcie.

RIESENIE. Staci ukazat, ze B-vyrazy U a V st ekvivalentné:

Ulz,y,2) =TZ+ay + Jz 2Ty + §)Z + ay(z + 2) + (2 + T)gz =

3. 1. 5. 4. 6. 2.
TYZ +TYZ + Yz + Yz + Yz + Y2

~

|
|
112

TYZ+7Tyz) + (Tyz + 2yz) + (vyz + 27=2)

(
2TYZ+2)+ T+ o)y +a(y+9)2 2Ty +yz+az=V(x,y,2)

1.3. Normalne disjunktivne a konjunktivne formy vyrokovych formaul.

Pravdivostné ohodnotenie kazdej formuly vyrokového poc¢tu je booleovska funkcia.
Specialne vieme, Ze

php\/q(x’ y) = + ya php/\q(xa y) = l‘y, ph}_a(x> =T.

KedZe mnozina {V, A,”} je iplnym systémom logickych spojok, mozeme Tubovolnt vyro-
kovt formulu n premennych py, p, ..., p, vyjadrit len pomocou tychto logickych spojok.
Ak v tejto formule prepiseme V na +, A na - a p; na z; pre i € {1,2,...,n}, zrejme
dostaneme B-vyraz, ktory reprezentuje pravdivostné ohodnotenie tejto formuly. Z druhej
strany, kazda booleovsku funkciu f(xy,zs,...,z,) je mozné reprezentovat B-vyrazom,
ktory neobsahuje 0 a 1. Ak v tomto B-vyraze prepiSeme + na V, - na A a x; na p;
prei € {1,2,...,n}, dostaneme vyrokovi formulu, ktorej pravdivostnym ohodnotenim je
funkcia f. Z tychto avah tiez vyplyva:

Veta 2.12. Kazda booleovska funkcia je pravdivostnym ohodnotenim niektorej vyro-
kovej formuly. OJ

Priklad 2.19. Uréte pravdivostné ohodnotenie formuly a(p,q,7) = ((p = r)Aq) = r
pomocou B-vyrazu.

RIESENIE. Najprv nijdeme k formule a(p, ¢, r) ekvivalentni formulu, ktoré z logickych
spojok obsahuje len V, A, ".

a(p,q,7) ~ (pVr)ANg) =1~ ((PVr)AgVr

Teraz moézeme pravdivostné ohodnotenie formuly a vyjadrif takto (vyrokové premenné
P, q, nahradime v uvedenom poradi premennymi x,y, 2):

pha(p,q,r)(ffay,z) = m+ Z = I’Z"‘@‘f‘ y4
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Priklad 2.20. Napiste formulu a(p, ¢, r, s), ktorej pravdivostné ohodnotenie je repre-
zentované B-vyrazom U(z,y, z,u) = 1-2ju + 0-yzu + 1-zyZu.

RIESENIE. KedZe U(z,vy, z,u) = (zyu) + (zyZzu), hladand formula je

a(p,q,r,8) = (PAGAS)V (pAGATAs)

a tiez ktordkolvek s nou ekvivalentnd formula. [ |

Normalna disjunktivna a konjunktivna forma vyrokovych formil je analégiou k pojmu
normélna disjunktivna a konjunktivna forma B-vyrazov. Vzhladom na vyssie spomenut
pribuznost B-vyrazov a vyrokovych formil méZeme norméalnu disjunktivnu a konjunk-
tivnu formu vyrokovych formil definovat pomocou B-vyrazov.

Najprv sa dohodnime na nasledujucom oznaceni. Nech U(x1,xs,...,2,) je B-vyraz,
v ktorom sa nevyskytuju znaky 0, 1. Vyrokovt formulu, ktortt z neho dostaneme prepi-
som znaku + na V, znaku - na A a zdmenou booleovskych premennych x, s, ..., x, na
vyrokové premenné pi,ps, ..., p,, budeme oznacovat ay(p1, p2, .-, Pn)-

Definicia 2.18. Nech B-vyraz U(xq,x2,...,2,) je NDF (resp. NKF), pri¢om sa v nej
nevyskytuji znaky 0 a 1. Potom vyrokova formulu ay(pi,pe,...,p,) nazyvame nor-
malna disjunktivna (resp. konjunktivna) forma kazdej vyrokovej formuly b ekviva-
lentnej s formulou ay (p1, pe, - - -, pn) @ oznacujeme ju NDF(b) (resp. NKF(b)).

Definicia 2.19. Nech U(zy,xs,...,2,) je elementarny sucet a V(xy,zo,...,z,) je
elementarny sucin premennych 1, xs, . . ., z,. Potom formulu ay (p1, pe, . . ., p,) nazyvame
elementarnou disjunkciou premennych py, ps, ..., p, a formulu ay (p1, ps, . .., pn) ele-
mentarnou konjunkciou premennych pi, ps, ..., .

Nech B-vyraz W je UNKF, W # 1. Potom formulu ay nazyvame 4plnou normal-
nou konjunktivnou formou formuly b tautologicky ekvivalentnej s formulou ay a
oznacujeme ju UNKF (b).

Nech B-vyraz W je UNDF, W # 0. Potom formulu ay nazyvame uplnou normal-

nou disjunktivnou formou formuly b tautologicky ekvivalentnej s formulou ay a
oznacujeme ju UNDF (b).

Priklad 2.21. N4ajdite UNKF a UNDF formuly p < g.

RIESENIE. Urobime pravdivostni tabulku danej formuly (tab. 5). Pomocou nej naj-
deme UNKF a UNDF B-vyrazu. K nim prepisom priradime UNKF resp. UNDF formuly.

Mbzeme postupovat aj tak, Ze priamo z tabulky priradime elementarnym siac¢tom ele-
mentarne disjunkcie, resp. elementarnym sucinom elementarne konjunkcie. Tie potom
spojime konjunkciou, resp disjunkciou.

TABULKA 5. Pravdivostna tabulka formuly p < ¢

pq|p

=

00| 1
01 0 pVq (z+7)

0

1

10
11
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Veta 2.13. Nech b je formula. Ak existuje UNDF (b), tak b ~ UNDF (b). Ak existuje
UNKEF (b), tak b ~ UNKF (b).

DOKkAz. Formula b, aj UNDF (b) a UNKF (b), pokial existuji, maja rovnaké pravdi-
vostné ohodnotenie, teda st tautologicky ekvivalentné.

Poznamenajme, ze UNDF (b) neexistuje prave vtedy, ked b je kontradikcia a UNKF(b)
neexistuje len vtedy, ked b je tautolégia. O

2. Uplny systém booleovskych funkcii

7 casti o UNDF a UNKF vieme, ze kazda booleovska funkcia f : B” — B sa da
vyjadrit pomocou logického suctu ¢, : B> — B, gi(z,y) = x + vy, logického stéinu
go : B> — B, g»(z,y) = xy a negacie g3 : B — B, gs(x) = T. Presnejsie, funkcia f sa d4
vyjadrit ako zloZend funkcia z funkcii g1, g2, g3.

Priklad 2.22. Vyjadrite funkciu f(z,y,2) = © + 7 + yz ako zlozent funkciu z logic-
kého stuctu ¢;(x,y), logického siucinu go(x,y) a negacie gs(z).

RIESENIE. f(z,y,2) = (x + ) + (y2) = 91(2,7) + 92(v, 2) = 1 (91(2, 93(v)), 92(y, 2)) =
= g3(g1(91(2, 93(v)) 92(y; 2))) u

Predoslé avahy nas vedu k nasledujiicej definicii.

Definicia 2.20. Mnozina { f1, fa, - . ., fx} booleovskych funkcii sa nazyva dplng sys-
tém booleovskych funkcii (struéne USBF), ak kazda booleovska funkcia f sa da vy-
jadrit ako zlozend funkcia z funkcii fi, fo, ..., fr.

Veta 2.14. Nech Q je USBF a R je lubovolnd mnozina booleovskych funkcii. Ak
sa da kazda funkcia f € Q vyjadrif ako zloZena funkcia z funkcii mnoziny R, potom aj
mnozina R je USBF.

DOKAz. Tubovolni booleovskil funkciu vieme napisat ako zlozent funkciu z funkcii
mnoziny Q, lebo tato mnozina je USBF. Ak sem za funkcie mnoziny Q dosadime ich vy-
jadrenia pomocou funkcii mnoziny R, dostaneme funkciu f zapisant ako zlozent funkciu
len z funkcii mnoziny R. OJ

Priklad 2.23. Dokédzte, Ze mnoZina Py = {hy}, kde hy : B> — B, hy(z,y) =7 + y je
USBF.

RIESENIE. Podla predchadzajtcej vety staci dokazat, ze logicky sucet, sucin a negacia
sa daju vyjadrit len pomocou funkcie h;.

T=z+x=h(z,2),
r+y=rty=zt+y+zty=h(h(z,y),h(ry)),
ry=Ty=2+y=x+a+y+y=nh(hzz),hyy).

Definicia 2.21. Booleovski funkciu hy (z,y) = x + y nazyvame Pierceovou fun-
kciou, a oznacujeme hy (z,y) = (z | y).
Booleovsktu funkciu hs (z,y) = Ty nazyvame Shefferovou funkciou, a oznacujeme
hy (z,y) = (z T y).
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Ak pouzijeme oznacenia |, T binarnych operacii definovanych Pierceovou a Shefferovou
funkciou, tak

Vidime, Ze aj mnozina Sy = {hs} je USBEF.

Kazda booleovska funkcia f : B" — B je n-arnou operaciou na mnozine B. Pre
zjednodusenie zépisu tejto operacie a zlepSenie jeho prehladnosti pouzivame namiesto
f(zq,x9,...,2,) iné, vhodnejsie oznacenie. Napriklad pre bindrnu operaciu uréent Shef-
ferovou funkciou pouzivame znak T a namiesto hs(x,y) piSeme (z T y). Vo vSeobecnosti
budeme prvok f(zi,xs,...,x,), ktory je zapisany pomocou znaku prislusnej operécie,
oznacovat (11,2, ..., Tn)u;-

Nech Q je mnozina (navzajom rdéznych) booleovskych funkcii. Analogicky ako sme
definovali B-vyrazy budeme definovat Q-vyrazy.

Definicia 2.22. Nech Q je mnoZina booleovskych funkcii. Potom Q-vgraz n pre-
mennych v, xs,..., 1, definujeme takto:
1. x1,x9,...,2,,0,1 s Q-vyrazy n premennych.
2. Ak Uy, Us, ..., Uy st Q-vyrazy n premennych a (f : B¥ — B) € Q, potom aj
(U1, Uy, ..., Uk)w, je Q-vyraz n premennych.
3. Kazdy Q-vyraz n premennych x1, s, ..., x, vznikne pomocou bodov 1 a 2.

Poznamka 2.6. Ak Q je USBF, tak kazda booleovské funkcia sa da vyjadrit pomocou
Q-vyrazu.

Priklad 2.24. Najdite P, a Sy-vyrazy, ktoré reprezentuju funkciu
flz,y,2) =z +yz+ z.

RIESENIE.

flx,y,2)=ov+yz+z=0+y+z+z=2+@Wl2)+2=( | @l2)+2=
=((zl@l2)1l2)=(z1l@Fl2) 1)1l {(=]@!l2)]2)
=@l (wlylEl)1) L@l (vly)l(z]2))]2),

@y 2)=Tyz+z2=Tz+2=2yzz=(x T2)(y 1 2) (2 T 2) =
=(@T2)TW12)(T12)=(z12)1(WT2)1(=72). u

Dohoda.
1. V Py a Ss-vyrazoch budeme vyrazy (U | U), (U 1 U) skracovat na (U ]), (U1).
2. V samostatne stojacich Py a Sy-vyrazoch budeme vynechavat vonkajsie zatvorky.

Na zaklade tejto dohody, mézeme Py a Sp-vyrazy urcujice funkciu f z predchadzaja-
ceho prikladu napisat takto:

(b 1LED)LDL (@) TT2)71 =)
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Definicia 2.23. Pierceovou funkciou n premenngch, n > 2, nazyvame booleov-
sk funkciu

hgn)(xl,:vg,...,xn) =1+ a2+ ...+,

a budeme pouzivat oznacenie (x1 | xo | ... | z,).
Shefferovou funkciou n premenngch, n > 2, nazyvame booleovsku funkciu

hé”)(:cl, T, ..., Tp) = T1X2 - Tp
a budeme pouzivat oznacenie (x1 T a2 T ... 7T zy).
Veta 2.15. Kazdé z mnozin P, = {h\"}, S, = {h{"} pre n > 2 je USBF.

DOKAz. Staci ukazat, ze Pierceova funkcia hy(z,y) = = | y sa da vyjadrif pomocou
funkcie hg") a Shefferova funkcia hy(x,y) = = T y zase pomocou funkcie hé”)

hi(z,y)=z+y=z+y+0+...40=(z |yl 0]...10)
ho(z,y) =Ty =y -1-...-1=(xTyT17...71)
[

Poznamka 2.7. Pierceovu a Shefferovu funkciu n premennych sme mohli definovat
vdaka tomu, Ze bindrne operdcie + a - s asociativne. Keby sme uvazovali o ternér-
nych operéaciach definovanych funkciami f; : B3 — B, fi(x1, 22, 23) = 21 + (22 + 73) a
fo: B3 — B, fo(r1, 9, 23) = (x1+22)+3, zistili by sme, Ze stt rovnaké ako operéacia, kto-
rej hodnoty oznacujeme x1+x2+x3. To pravdaze neplati v pripade Pierceovej funkcie. Uva-
Zujme o funkcii hf’) : B — B, h§3)(:c1,x2,x3) = (z1 | 2 | 3) = 21 + 19 + T3 = T1ToT3.
Porovnajme ttto funkciu s funkciou g; : B® — B, gi(z1, 22, 23) = ((z1 | 22) | x3) =

=T, t T2+ 23 = 21 + 2273 = (11 + 72)T3 a s funkciou g, : B3 — B, go(11, 29, 23) =

= (r1 | (22 | 23)) = 21 + 22 + 23 = T129 + 23 = T1 (29 + x3). Teraz je uz velmi jednodu-
ché sa presvedcit, ze tieto tri funkcie st rozne. To znamen4, Ze bindrna Pierceova operacia
nie je asociativna a ternarna Pierceova operacia nie je definovana ani jednou z funkcii
g1, g2- Rovnaka situacia nastava aj pre Shefferove funkcie.

Priklad 2.25. Najdite Ss-vyraz, ktory reprezentuje funkciu
f(LU, Y, z, ’U,) =Yz + TYu + TrYZU.

RIESENIE.
flz,y,z,u) = yz + Tyu + xyzu = yz + Tyu + 2yzu = (yzz) (Tyu) (xgzu) =

yzz) ((zzx)yu) (zzu)y = (y22) (zer)yu) (r2u)yyy =

= (
= (yz2) ((zzx)yu) (((zzu) -1-1) gyy -1) =

= WT212)((@Ta12) Ty Tu)(((2T21u) 11T (Y Ty Ty)-1) =
= ( (

= (

yTz12)((zTeT2)TyTu)((@T2Tu)TLT)T(yTyTy)T1) =

(w1212 1 ((@T2T2) Ty Tu) T (@ T2Tu) TLT)T(y Ty Ty) T1)) u

Uplnym systémom booleovskych funkeif st aj mnoziny P = {h{®,n®, .. nM ..}
a S = {hg),h?), . hg ,...}. Preto kazdu booleovskil funkciu moZeme reprezentovat

P-vyrazmi aj S—Vyrazml
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Priklad 2.26. Vyjadrite funkciu f(z,y, z,u) = yz + Tyu + xJzu pomocou P-vyrazov
aj S-vyrazov.

RIESENIE.
flz,y,z,u) =yz+Tyu+ayzu =gz+Tyu+agzu=y+z+x+y+u+c+y+z+u=

=y+zZ+r+yt+tu+Try+z+u=Flz)+@lylu)+(Tlylzlu) =
=(@l2)l@lyly)]l @lylzlu)=(@.l2l@lyle)l@Tlylzlu)l=
(whlEMIEL@) @)@yl ) )]

(7,9, 2,u) = yz + Tyu + TYzu = Yz + TYu + TY2U = YZ TYU TY2U =
=)@ TyTw)(@1yT2Tu)=((yT2)T (@D TyTwT@TE)TzTu) u

—

3. Kombinac¢né logické siete

Booleovské funkcie je mozné realizovat (modelovat) pomocou roznych technickych
prostriedkov, napr. mechanickych, hydraulickych, pneumatickych alebo elektrickych. Ich
zakladom je realizécia tych booleovskych funkcii, ktoré tvoria tplny systém. Obvykle
st to logicky stcet, logicky stéin a negécia (tvoria uplny systém booleovskych funkeii).
Fyzikalne systémy, ktoré realizuju tieto zdkladné booleovské funkcie budeme nazyvat (zd-
kladné) logické éleny alebo hradld. Pri realizacii pomocou elektrickych prostriedkov
sa najcCastejsie pouzivaju tieto dva spdsoby:

1. Vyuziva sa pritomnost elektrického pridu (napétia) na priradenie hodnoty 1 a jeho
nepritomnost na priradenie hodnoty 0. (V tomto pripade ide o tzv. pozitivnu logiku. Je
mozné uvazovat aj o opacnom priradeni, vtedy hovorime o negativnej logike. My budeme
pouzivat iba pozitivnu logiku.)

2. Vyuzivaju sa technické zariadenia, ktoré si schopné prevadzky pri dvoch (znac¢ne)
odlisnych hladinach elektrického napétia. Pre nase ivahy je vyhodné jednu z nich oznacit
ako ,vysoki“ hladinu napitia (v praxi spravidla 5 V) a priradif jej hodnotu 1 a druhi
oznacit ako ,nizku* hladinu napétia (v praxi spravidla 0,5 V) a priradit jej logick hodnotu
0 (pozitivna logika).

V zariadeniach prvej skupiny zékladnou zlozkou logickych ¢lenov st obvykle kontaktné
relé. V zariadeniach druhej skupiny sa na konstrukciu logickych ¢lenov pouzivaja polovo-
dicové diédy a tranzistory.

—

1
X xX+y

yo DI oz=x+Yy o [

U,

X R U

Uy

[0} O

a) b)

OBR. 1. Suctovy logicky clen.

Kazdy logicky ¢len je charakterizovany vztahom medzi jeho vstupnymi a vystupnymi
logickymi premennymi. Vstupné premenné si nezavislé a vystupné premenné su za-
vislé premenné tej booleovskej funkcie, ktortt dany logicky c¢len realizuje. Kazdej vstupnej
premennej z (vystupnej premennej z) je priradené napiitie U, € {Uy, U;} (U, € {Uy, U;}).
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U nazyvame jednotkovou droviiou, Uy nulovou drovriou napitia (signalu). Napétie
U, nazyvame vstupnym, U, vystupnym napdtim logického ¢lena. Pripomenime, Ze pre
struénost vyjadrovania obvykle nerozliSujeme medzi x a U,, resp. z a U..

Suctovy logicky célen (¢len OR) je realizaciou booleovskej funkcie f(x,y) = = + y.
Jedna takato realizacia je znédzornena na obr. la. Idedlne berme do Gvahy, ze napr. U; =
5V, Uy = 0V. Ak potom pripojime na ktorukolvek z diéd jednotkovi tiroven napétia,
diéda sa otvori a U, = U (zmensené o ubytok na didde, ¢o zanedbavame). Diédy pripojené
na uroven U, sa uzatvoria. Ak sa zanedbajui ubytky napéti na diédach, pre vystupné
napitie plati U, = max{U,, U,}, ¢o skutocne zodpoveda funkénym hodnotam logického
suctu. Pre suctovy logicky ¢len budeme pouzivat symbolick znacku uvedent na obr. 1b.

Sucinovy logicky célen (Clen AND) realizuje booleovski funkciu f(x,y) = zy. Na
obr. 2a je jeho diddova realizacia. Nech je U > U;. Ak je na ktorukolvek diédu pripojené
vstupné napiétie Uy, didda je otvorend, a ak zanedbame jej vnutorny odpor v priamom
smere, uroveni Uy (zviiéSend o ubytok na didde, ktory mozeme zanedbat) je aj na vystupe
¢lena. Uroven napitia U; sa objavi na vystupe ¢lena prave vtedy, ked st obidve diédy

U

R

a) b)
OBR. 2. Sucinovy logicky clen.

uzavreté, t.j. ked je na ne pripojené vstupné napitie Ur. Ak zanedbame tbytky napétia na
diédach, tak pre vystupné napétie plati U, = min {U,, U, }. Obvod teda skutocne realizuje
logicky sui¢in. Symbolickd znacka sti¢inového logického Clena je na obr. 2b.

Logicky élen negator (invertor) (¢len NOT) realizuje funkciu f(x) = Z. Na obr. 3a
je priklad jednoduchého tranzistorového negatora, kde tranzistor pracuje ako bezkontak-
tovy spinac¢. Pri U, = U; je tranzistor otvoreny a ak zanedbame jeho odpor v priamom
smere, U, = Uy. Naopak pri U, = Uy je tranzistor zatvoreny, takze U, = U;. Schematicka
znacka negatora je na obr. 3b.

Fyzikalnu realizaciu lubovolnej booleovskej funkcie nazyvame kombinacény logicky
obvod. Nés teraz nebude zaujimat skutocna fyzikdlna realizacia booleovskej funkcie ale
iba jej schéma (kombinac¢na logicka siet), ktora opisuje, ako sa kombinaény logicky obvod
zostavi zo zakladnych logickych ¢lenov. Takéto schémy sme uz definovali pre logické ¢leny,
st to ich schematické znacky. VSimnime si, Ze ich mozeme povazovat za orientované grafy,
ktoré v pripade suctového a sucinového logického ¢lena maji dva vstupné vrcholy z, y
a jeden vystupny vrchol a v pripade negatora jeden vstupny vrchol x a jeden vystupny
vrchol z = = + y, resp. z = xy. TakGto kombina¢ni logickt siet moézeme priradit ku
kazdému B -vyrazu.



3. KOMBINACNE LOGICKE SIETE 45

+0,

=X

a) b)

OBR. 3. Logicky ¢len negator.

Definicia 2.24. Kombinac¢né logicka siet prisltichajica k B-vyrazu U(xy, 2, ..., x,)
je jednoduchy orientovany graf, ktory obsahuje n vstupnych vrcholov xq, xs, ..., z,, jeden
vystupny vrchol U(xy, s, ..., x,) a niekolko funkénych vrcholov, ktoré predstavuji pou-
7ité logické cleny. Schéma takéhoto grafu je na obr. 5a. Vnutorna struktira (dalie hrany

a funkéné vrcholy) tohto grafu je reprezentovand pomocou logickych ¢lenov v zavislosti
od induktivnej definicie B -vyrazu takto:

1. Kombinac¢né logické siete patriace k B-vyrazom U(z1, xo,...,2,) =0,
V(zy,xe,...,2,) =1 aW(xy,2,...,2,) = x; s na obr. 4.
0e—>e () lo&——>e | Xi @——>0X;

OBR. 4. Kombinac¢né logické siete patriace k B-vyrazom 0, 1 a x;

2. Nech kombinacna logicka sief patriaca k B-vyrazu U(xq,xo,...,2,) je na obr. ba.
Potom kombina¢na logicka siet patriaca k B-vyrazu U(xy,zs,...,z,) je na obr. 6.

Y &y y & vy

X7 @&—> Ulxy, .., xp) Y2 &—> VO, o Ym)
: —> —>®

Xy @—> Vi @—>

a) b)

OBR. 5. Kombinac¢né logické siete patriace k B -vyrazom U,V

3. Nech kombinac¢na logické sief patriaca k B-vyrazu U(zq,xo,...,2,) je na obr. ba
a kombina¢na logické siet patriaca k B-vyrazu V(yi,9s,...,ym) je na obr. 5b. Potom
kombina¢né logické siete patriace k B-vyrazom U(z1,za,...,2,) + V(y1,92,. .-, Ym) &

U(zy,x9,...,2,) - V(y1,Y2,- .., Ym) SQ na obr. 7 a 8.
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X1 o——> U
X) @— 1

o—>0 [(xq, ..., X;;)

X, —>

OBR. 6. Kombinac¢na logicka siet patriaca k B-vyrazu U

.XI H U
X) @&—>

>0 Ulxy, ..., x,) )+ V1, oo Y

1 o——> 174
Vo @&—>

ymH

OBR. 7. Kombinac¢né logicka siet patriaca k B-vyrazu U + V'

X1 o—> U
Xy —>

>0 Ux), ... X,)- V01, oo Vi)

Y1 o—> \%
Vo @&—>

ymH

OBR. 8. Kombinac¢na logick4 siet patriaca k B-vyrazu U - V

Priklad 2.27. Na obr. 9 je kombinacnéa logicka siet prislichajica k B-vyrazu
U([El, o, xg) = (xl + $2)$3 + (1’1 + 952)53. [ |

Dohoda o zjednoduseni kreslenia kombinaénych sieti

Pri kresleni kombinac¢nych logickych sieti budeme pouzivat tieto zjednodusSenia:
1. Orientované hrany budiu smerovat zlava doprava, preto na nich prestaneme kreslit
sipky.
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20—

X3‘

re—1 1 o—l—)& |
’%

OBR. 9. Kombinac¢na logicka siet patriaca k B-vyrazu (x1 + xg)zs + (21 + x2)T3

2. Vstupné vrcholy budeme vyznacdovat iba vtedy, ked z nich vystupuji najmenej dve
hrany. Vstupné premenné zodpovedajice nevyznacenym vstupnym vrcholom pripiSeme
k hranam, ktoré s tymito vrcholmi inciduju.

3. Vystupné vrcholy vynechame a im priradené vystupné premenné pripiseme k pri-
slusnym hranam.

4. Ak z jedného vstupného alebo funkéného vrchola vychadza viac hran, pridavame
do kombinacnej logickej siete nové vrcholy - vnatorné vrcholy, ako to vidiet na obr. 10.
Vnttorny vrchol kreslime iba vtedy, ked z neho vychédzaju aspon dve hrany.

T

e i B

OBR. 10. Vnutorné vrcholy

5. V pripade, ze na vstup niektorého logického clena privadzame negaciu niektorej
premennej, vyznacime to krizkom na prislusnom vstupe. Teda napr. logicku sief z obr. 11a
nahradime logickou siefou z obr. 11b.

Kombinacné logicka siet z predchadzajiceho prikladu nakreslend podla dohodnutych
zjednoduseni je na obr. 12.

Pri zostavovani kombinac¢nych logickych sieti booleovskych funkcii budeme ako funkéné

vrcholy pouzivat aj iné logické ¢leny, nez sme doteraz uviedli, napr.:

Logicky élen NOR je realizaciou booleovskej funkcie f(z,y) = = + y. Jeho oznacenie
je na obr. 13.
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1
X — o— 1 .i'l'y x—q1 .i'l‘}/
T S
y
a) b)

OBR. 11. Zjednodusenie kreslenia logickej siete, ak na vstup logického ¢lena
je privadzana negacia premennej

X1 —1 1

X2

%3 [ ] 1
& | [

OBR. 12. Kombinaé¢né logicka siet z prikladu 2.27

X —

o—— X + y

y—

OBR. 13. Logicky ¢len NOR

Logicky élen NAND je realiziciou booleovskej funkcie f(z,y) = Ty. Jeho oznacenie
je na obr. 14.

o—— Xy

OBR. 14. Logicky ¢len NAND

n-vstupovy logicky célen OR (resp. AND, NOR, NAND) n > 2, je realiza-
ciou funkcie f(z1,xq,...,2,) = 1 + 23+ -+, (resp. f(x1,29,...,2,) = T12T2 ... Tp,
flzy, 29, ... 2p) =21 F 22+ -+ 2y, f(a1,20,...,2,) = TyT2...Z,). Oznacenia tychto
logickych ¢lenov st v poradi na obr. 15 az 18. V technickej praxi je pocet vstupov tychto
logickych ¢lenov zhora ohranic¢eny spravidla ¢islom 8. My o hornom ohraniceni vstupov
logickych ¢lenov nebudeme uvazovat.

Logicky ¢élen XOR je realizaciou booleovskej funkcie f(x,y) = Ty + 27 = = & v.
Jeho kombinacné logicka siet a znacka st na obr. 19.
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Xy 1 1 &
X2 X2
X+ - +x, . - X1X2 e Xy
Xy Xn
OBR. 15. n-vstupovy logicky ¢len OR OBR. 16. n-vstupovy logicky clen AND
X1 1 X1 &
X9 X2
o————— X1+ +Xy, O—————— XX ... Xy
Xy Xn
OBR. 17. n-vstupovy logicky ¢len NOR OBR. 18. n-vstupovy logicky ¢len NAND
x &
1 X — =]
— O— x®y
< y
y

OBR. 19. Logicky ¢len XOR

Na zaver sa este dohodnime, Ze pri kresleni kombinacnej siete patriacej ku komple-
mentu vyrazu budeme logicku sief z obr. 6 nahrddzat logickou siefou z obr. 20.

X1 U
X2
Uxy, ..., x,)
X, —
OBR. 20. Kombinac¢né logicka sief patriaca k U(z1, xs, ..., Ty)

Priklad 2.28. Nakreslite kombina¢ni logicku siet zostavend len z dvojvstupovych
logickych ¢lenov NOR, patriacu booleovskej funkcii f(z,vy, 2) = zy + Z.

RIESENIE. Vyjadrime funkciu f pomocou Pierceovej funkcie dvoch premennych, teda
pomocou Py-vyrazov:

fry,2)=2y+z2=(T+7)+2)=(((r+2)+(y+y) + (2 +2)) =
=(((@la)lwly)lEl))l((@lz)]lwly)l(z12)
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Na zaklade tohto vyjadrenia uz lahko zostavime kombinacnu logicku siet funkcie f. Je na

obr. 21. [ ]
1
I
—4]
Z{l 1 °—+:1 P— f(x, ¥ 2)

OBR. 21. Kombinac¢né logicka sief funkcie f z prikladu 2.28

Priklad 2.29. Nakreslite kombina¢na logicka siet zostavenu len z logickych ¢lenov
NAND (resp. NOR) patriacu booleovskej funkcii f(z,y,2) = (z + 9)(z + y + 2)(T + 2)
bez obmedzenia poc¢tu vstupov logickych ¢lenov.

RIESENIE. Vyjadrime funkciu f pomocou S-vyrazov resp. P-vyrazov. Pritom pripus-
time, Ze vo vyrazoch uréujucich funkciu f mozu vystupovat aj negacie premennych.
a) Kombinac¢na logicka siet zostavend pomocou logickych ¢lenov NAND (obr.22).

f(z,y,2) = (x+7) (z+y+2)(T+2)=(Ty) (TYZ) (27) = (Ty) (TYZ) (2%) =
=@ty TE@E1y12)T@12) 1 (@TyYT@Ty12) 7T (x172)
xXyz
ISR
. 0—
® d & L & &
S S
o9 —
&

OBR. 22. Kombina¢né logicka siet zostavend z logickych ¢lenov NAND

b) Kombina¢na logické siet zostavena pomocou logickych ¢lenov NOR (obr.23).

flx,y,2) =@ +y)(r+y+2)T+2)=(x+y)+(@+y+2)+T+2)=
=zl l@lylzl(@]l2)
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XYz
°® 1
D—
¢ —9
® 1 1
P — f(x, ¥, 2)
.—
qd1
b

OBR. 23. Kombinacnéa logicka siet zostavena z logickych clenov NOR

Priklad 2.30. (Porovnavaci obvod - komparator) Nech ¢,d € B", ¢ = (¢, ¢a,. .., Cp),
d = (di,ds,...,d,). Chceme navrhnut logicku sief, pomocou ktorej by sme automaticky
rozhodli, ¢ ¢ = d, alebo ¢ # d. Preto uvazujeme o funkcii f : B> — B, pre ktort plati:

1 =d
f(c,d):f(cl,CQ,...,cn,dl,dQ,...,dn):{ 0 ﬁfﬁiﬂ

Lahko sa presved¢ime, Ze tejto poziadavke vyhovuje funkcia

flz1, 20, Ty Y1, Y2y -5 Un) = (1 B 1) (2 B y2) .. (T, D yn).

Logicku siet patriacu k danej funkcii uvadzame na obr. 24. Pouzili sme v nej logické cleny
XNOR, ktoré realizuju booleovsku funkciu g(z,y) = = & y. [ |

xl —:1

Y1 —]

X2 — &
yy —| - f(xl, N AT ,yn)

OBR. 24. Kombinac¢né logické sief komparatora

4. Booleovské funkcie f: B" — B™

Funkcia f : B" — B™, f = (f1, fe, ..., [m) m& m zloziek. Kazd4 z tychto zloziek je
zrejme booleovskd funkcia, teda f; : B" — B, pre i € {1,2,...,m}. Preto aj funkciu
f : B" — B™ budeme nazyvat booleovské funkcia.
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Kazda zlozka f; : B" — B booleovskej funkcie f : B" — B™ je ur¢ena B-vyrazom. Ku
kazdému B -vyrazu patri kombinac¢nd logicka siet. Dostavame m-ticu logickych sieti, ktora
reprezentuje fyzikalnu realizaciu danej booleovskej funkcie. Tuto m-ticu logickych sieti
budeme nazyvat kombinacna logické sief patriaca k funkcii f : B® — B™. Tato logicka
siet je dand pomocou B-vyrazov urcujucich jednotlivé zlozky danej funkcie. Jednym zo
Specifik tejto siete je ta vlastnost, ze vSetky logické siete patriace k jednotlivym zlozkam
maju spolo¢né vstupné vrcholy. Preto mdéZeme uvazovat aj o spolo¢nych logickych ¢lenoch,
ktoré sa mozu nachadzat stcasne v niekolkych logickych siefach, patriacich k jednotlivym
zlozkam danej funkcie. Tento problém uz stvisi s otazkou minimalizacie kombinacnych
logickych sieti. Podrobnejsie sa o iom mozete do¢itat v praci [3].

Priklad 2.31. Logicka sief patriaca k booleovskej funkcii

f:B? =B f(r.y,2) = (file,y,2), fol2.y,2)) = (& + )2, 2 + (z +7))
je na obr. 25. [ |

y— — /1

i

OBR. 25. Kombina¢n4 logickd siet funkcie f : B> — B? z prikladu 2.31

— />

Priklad 2.32. (Kontrola parity) Pri prenose informécii sa ¢asto k prenésanej n-tici
pridava eSte jedno miesto (jeden bit), aby sme mali moznost kontroly prenesenej uzitocénej
informécie (na vstupe mame n-ticu (a, as, ..., a,) a na vystupe (n + 1)-ticu). Na obr. 26
uvadzame logickt siet, pomocou ktorej generujeme pridavny bit b tak, aby pocet vSetkych

=1 =1 J— =1

TR -

ay ’/ ai
a A a
as . ® as
an : i ap

OBR. 26. Generovanie pridavného bitu na kontrolu parity

jednotiek na vystupe bol parny. To znamena, Ze ak na vystupe je neparny pocet jednotiek,
ide o nespravny prenos (Sum). |

Priklad 2.33. Uvazujme o funkcii f : B2 — B2, f(z,y) = (s,p), ktorej hodnoty
uvadzame v tab. 6. Hodnoty tejto funkcie sa vyskytuja pri s¢itani dvoch ¢isel x, y v dvoj-
kovej ststave. Hodnota s urcuje zvySok po deleni (obycajného) suctu ¢islom 2 (teda je
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TABULKA 6. Tabulka funkcie f(z,y) = (s,p)

r,y|s|p
0,000
0,1[1]0
1,010
1,1]0]1

to sCitanie podla modulu 2). Hodnota p ndm udéva prenos, ktory je nenulovy iba pri
séitani 1 + 1. Z tabulky priamo vyplyva, ze s = © & y a p = zy. Logicka sief patriaca
k tejto funkcii je nakreslena na obr. 27a. Na obr. 27b je nakreslend znacka logického ¢lena,

=1
X
b— HS
X s——
&
— p Y—] Pr—
y
a) b)

OBR. 27. Logicky clen poloscitacka

ktory je realizaciou booleovskej funkcie f : B> — B?, f(x,y) = (s,p). Tento logicky ¢len
nazyvame poloscitacka. [ |

Priklad 2.34. Pri sc¢itovani ¢isel v dvojkovej stistave je potrebna aj funkcia
f:B3— B2 f(x,y,2) = (s,p), ktord udava stcet s podla modulu 2 ¢isel z,y, 2 a prenos
p. Jej hodnoty uvadzame v tab. 7. Lahko sa d4 overit, Ze s = x @y @ 2z a priamo z tabulky

TABULKA 7. Tabulka funkcie f(z,y, z) = (s,p)

Yz

000
001
010
011
100
101
110
111

V)

el = = el

—_ O O = O = = O

dostavame
p=7Tyz + xyz + vyz + xyz = (Tyz + xyz) + (2yz + 2yz) + (2yz + 2yz) = yz + 2z + xy

Prislusnt logickn siet funkcie f uvddzame na obr. 28. Na obr. 29 je znacka logického
¢lena, ktory je realizaciou funkcie f. Tento logicky ¢len sa nazyva uplna scéitacka. M
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x—o—1=1 =1
o—'_ O—— S
y—1® T
Z L
® &
'_
O & —{1
— D
&

OBR. 28. Kombinac¢néa logicka siet tplnej s¢itacky

SM
X S
y—
YA P

OBR. 29. Znacka pre uplnu sc¢itacku
Logické ¢leny poloséitacka a iplna s¢itacka sa daju vyuzit na generovanie logickej siete,
pomocou ktorej je dvom ¢islam x, z, 1 ... To & YpYn_1 ... Yo, zapisanym v dvojkovej

sustave, priradeny ich stcet s,11 8, S,_1 ... So. Tato logicku siet uvddzame na obr. 30.

Sl S

S0 S2 n
HS J SM J SM J SM J
S — S — h) — S

r r A0 L

X0 Yo X1 1 X2 Y2 Xn Yn

OBR. 30. Logické siet pre s¢itovanie dvoch ¢isel v dvojkovej ststave

Vsimnime si eSte, Ze keby sme chceli zostrojit booleovsku funkciu vyjadrujticu séitanie
dvoch 8-miestnych ¢isel v dvojkovej ststave, potrebovali by sme vytvorit tabulku funkcie
f : B — B Tabulka tejto funkcie by mala 26 = 26.219 = 64 . 10® = 64000 riadkov, ¢o
predstavuje asi 2000 tlac¢enych stran.
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TABULKA 8. Booleovska funkcia z prikladu 2.35

Q

—_ -0 o R = o ol
o)
o
o)
-
)
[\o]
o)
w
w
W
o)
ot
o)
=
)
~

A
0
1
0
1
0
1
0
1

_ == =0 O O O
S O O O O O O
S O O O o O~ O
O OO OO O = OO
O O OO = O OO
O O Ok O O O O
O O R O O O O O
O =P O O O O O O
_ o O O O o o o

Priklad 2.35. (Dvojkovy dekéder) Budeme uvazovat o logickom obvode, ktory méa
n vstupov a 2" vystupov. Vstupy sa zvykni oznacovat postupne A, B,C,... a vystupy
S0, S1, S2, . . .. Na vstup privadzame n-ticu 717> ... j, € B", ktori povazujeme za dvojkovy
zapis &sla j = 7,27 145,272 4. .. 45,20 pridom éislicu 7, s najnizsou vahou privddzame

—  dJd«&
—3 S
—
A &
3 51
d&
S2
+—3
&
B n 53
&
&
e S
c 5
d&
S6
&
S7

OBR. 31. Logicka siet z prikladu 2.35

na vstup A, ¢islicu j,_1 na vstup B atd. Ak na vstup privedieme n-ticu j1js . .. j,, aktivuje
sa prave vystup s;, kde j = 712"t + j32"% + -+ 4 5,2°, ktory nadobtda hodnotu 1,
ostatné vystupy maji hodnotu 0. Booleovski funkciu f : B® — B8 f = (sq,s1,...,57),
ktord opisuje dany logicky obvod pre n = 3, uvaddzame v tabulke 8. Pre vystupy daného
logického obvodu dostavame: sy = ABC, sy = ABC, sy = ABC, s3 = ABC, s, = ABC,
ss = ABC, s = ABC, s; = ABC'. Prislugnt logick sief uvddzame na obr. 31. Na obr. 32
je logicky clen, ktory je symbolom (Tubovolnej) logickej siete patriacej k uvedenej funkcii
f : B3 — B3, Tento logicky ¢len nazyvame dvojkovy dekéder (s troma adresovymi
vstupmi). |
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pc |0

I N 11—
27

37

—B |
57

77

OBR. 32. Logicky clen dvojkovy dekéder

Priklad 2.36. (Multiplexor) Pomocou dvojkového dekédera zostavime schému logic-
kého obvodu, ktory ma n adresovych vstupov A, B, C, ... a 2" tzv. informac¢nych vstupov
Ey, E1, Fs, . ... Tento logicky obvod ma iba jeden vystup S. Na adresové vstupy privedieme
n-ticu jijo ... j, € B™, ktorti povazujeme za dvojkovy zapis &isla j = 51271 + 52" 2 +
oo+ j,2% pricom na vstup A privadzame hodnotu j, s najmensou vdhou, na vstup B
hodnotu 7,1 atd. Na informacéné vstupy privadzame Ifubovolné (logické) hodnoty. Vtedy
na vystupe S dostdvame ti hodnotu, ktora je privedend na informacny vstup E;. Sym-
bolicky uvddzame hodnoty prislusnej funkcie S pre n = 3 v tabulke 9. VSimnime si, Ze
v skutoc¢nosti ide o funkciu 3+ 2% = 11 premennjch. Na vyplnenie tabulky takejto funkcie

TABULKA 9. Funkcia z prikladu 2.36

™
N
N

_ = RO oo o

T = T =TT =S = e i )

_ O = O = O = O
&

by sme potrebovali 2! riadkov = 2048 riadkov = 65 stran. Dalej je zrejmé, Ze
S=ABCEy+ABCE,+ ABCE,+ ABCE;+ ABCE,+ ABCEs+ ABCEs+ ABCE;.

Logicku siet patriacu k danej funkcii sme ziskali pomocou dvojkového dekddera. Tato
sief je nakreslena na obr. 33. Oznacenie prislusného logického ¢lena, ktory nazyvame
multiplexor, uvadzame na obr. 34. [ |

Priklad 2.37. (Pouzitie multiplexora na generovanie logickych funkcii) Uvazujme o
Tubovolnej (ale pevne zvolenej) funkcii f : B3> — B. Jednu funkciu sme zvolili pomocou
tabulky 10. Ak chceme, aby na vystupe S multiplexora bola funkcia f, porovnanim tabu-
liek 10 a 9, zistime, Ze staci tito funkciu povazovat za funkciu premennych C' = z, B =y,
A = zapre j = j12° 4+ j2' + j32° na informa¢ny vstup E; pripojif konstantu 0 préve
vtedy, ked f(j1,j2,73) = 0, a konstantu 1 prave vtedy, ked f(j1, j2,j3) = 1. Logicku siet
patriacu k funkcii f z tabulky 10 sme zostavili pomocou multiplexora s troma adresovymi
vstupmi. Je nakreslend na obr. 35. |
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E, &
E,
| &
DC (1)
4 —A _‘—
2 ! s
3_ = |
B —|B Al
5_
C_C 6_
7

OBR. 33. Logicka siet z prikladu 2.36

MX

A w ;>|\10\u]4>wt\)~o

OBR. 34. Logicky ¢len multiplexor
TABULKA 10. Funkcia z prikladu 2.37

_— O = O = O = O W
— = O Rk O Rk O

— == RO O O O
—_— - O O Rk = O Ol

Priklad 2.38. Ked pozornejsie Studujeme tabulku 9, vidime, Ze v kazdom riadku
mame dve moznosti pre volbu Ej;, a teda na vystupe moézeme dostat 16 réznych moznosti.
To znamenad, Ze pomocou multiplexora s troma adresovymi vstupmi moZzeme generovat aj
funkciu $tyroch premennych. Postupujeme pritom takto. Uvazujme o funkcii f : B — B,
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1 0
0 mMx
1
2
3
4 S
5
6
7
z —A]
y —1B
x —C

OBR. 35. Logicka siet z prikladu 2.37

ktorej premenné oznac¢me postupne z,y, z,u. Tak ako v predoslom priklade polozme x =
C,y = B, z = A. Dalsi postup vyvsvetlime na konkrétnej funkcii f : B* — B, ktorej
hodnoty uvadzame v tabulke 11. Pri zostavovani tejto schémy sme postupovali takto.
Stvorice (x,y, z,u) = (C, B, A, u) usporiadame do dvojic tak, aby sa prvky v jednotlivych

TABULKA 11. Funkcia z prikladu 2.38

C B Alul|f

0 0 0|1]o|B
0 0 af1)1|B
0 1 0|1]1| B
T -
R
L0 112 B
FHAEE
L1 11)e|B 0

dvojiciach nelisili na prvych troch miestach. Dostavame dvojice (j1, ja, js,0), (j1, jo2, Js, 1).
Kazdej takej dvojici je priradeny informacny vstup E;, kde j = j122 + 752" + j32°. Potom
vidime, ze pre volbu pripojenia na vstupe £; mame Styri moznosti:

(1) Ak f(j17j27j370) = f(j17j27j37 1) = 07 pOlOZime Ej = 0.
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(2) Ak f(jl,jg,j370) = f(jl,jg,jg, ].) = ]., poloiime Ej =1.
(3) Ak f(jl,jg,jg, 0) = 0, f(jl,jQ,jg, 1) = 1, poloiime Ej = Uu.
(4) Ak f(jl,jg,jg, 0) = 1, f(jl,jg,jg, 1) = 0, poloéime Ej =U.
Na zéklade tychto pravidiel sme zostrojili aj logicku siet, ktora patri k funkcii z tabulky

11. Tato logicka siet uvaddzame na obr. 36. [ |
1 0 u
(1) MX
2
—qQd3
—Qq4
4 wa
6
7
z —A]
y —B
x —C

OBR. 36. Logické siet z prikladu 2.38

5. Karnaughove mapy

Karnaughova mapa je Specifickd tabulka, sliziaca na zapis booleovskej funkcie, ktora
nam umozni jednoduché grafické vyznacenie NDF tejto funkcie. Budeme ju definovat
rekurentne vzhladom na pocet premennych booleovskej funkcie.

Definicia 2.25. Karnaughova mapa pre booleovské funkcie n premennych
Z1,...,2, je tabulka pozostavajuca z 2" Stvorcekov, pricom kazdému Stvorcéeku je prira-
deny prave jeden bod z B".

Pre n = 1 je Karnaughova mapa znazornend na obr. 37a. Stvoréeku, ktory je zlava vy-
znaceny zvislou ¢iarou, je priradeny bod 1 a Stvorceku nad nim bod 0.

X+l
Mi’l
b
Mn M’
X1
X+l M"l
a
a) b) c)

OBR. 37. Karnaughova mapa pre a) jednu premennt, b) n + 1 premennych

Nech M, je Karnaughova mapa pre funkcie n premennych zi,...,x,. Mapa M, 1 sa
skladd z mapy M,, a jej simerne zdruZzeného obrazu M/ podla osi a (obr. 37b) resp. podla
osi b (obr. 37¢c). Vodorovna resp. zvisla kédovacia ¢iara pri M oznafena premennou 1
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vyjadruje, Ze kazdému Stvoréeku z M) je priradeny bod (z1,...,%,, Tpi1) € B™"*! pre
ktory x,,+1 = 1, a kazdému Stvorceku z M,, zas bod, pre ktory z,,1 = 0. Kédovacie ciary
pri M/ rovnobezné s osou, ktoré vznikli simernostou podla tejto osi, sa nevykresluju.

Na obr. 38, 39, 40, 41 a 42 je znézorneny sposob zostavenia Karnaughovych méap pre
2, 3,4, 5 a 6 premennych. Pouzitie Karnaughovych méap pre viac ako 6 premennych je uz
problematické. Priradenie bodov z B" jednotlivym Stvoréekom Karnaughovej mapy pre
n = 4 vidiet na obr. 43.

X, %)

\ 4

OBR. 38. Karnaughova mapa pre 2 premenné

X3

X2 X2 X2
—>
X1 X1 X
OBR. 39. Karnaughova mapa pre 3 premenné
X4
X4
X3 Xy [ X5 X3
—> —> ?
xl‘ X1 X1 X1 X1 X1
xl‘
X2 X2 Xo X2 X2 X»o

OBR. 40. Karnaughova mapa pre 4 premenné

Definicia 2.26. Ak v Karnaughovej mape pre n premennych do kazdého Stvorceka,
ktory zodpoveda bodu (ay,...,a,) € B", vpiSeme hodnotu funkcie f : B® — B v tomto
bode, t.j. f(a,...,a,), ziskame Karnaughovu mapu booleovskej funkcie f.

Priklad 2.39. Na obr. 44 je uvedena tabulka a tieZz Karnaughova mapa booleovskej
funkcie f styroch premennych. [ |

Ukézeme si, ako je mozné na Karnaughovej mape funkcie f znazornit jej NDF. Aby
sme to mohli urobit, bude vhodné zaviest nasledujice pojmy.
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Y Xs X5
X3 4 X4 X3 X3 Xyq X3

| X

Xy Xy X

OBR. 41. Karnaughova mapa pre 5 premennych

X6 X6
x, 25 X Xs
b S M Xy —— X4
X1 X1
X2 X2
—>
X
X1 X1
X3 X3
x4 X Xyq
5 X6

OBR. 42. Karnaughova mapa pre 6 premennych

X
X3 4

(0,0,0,0) | (0,0,1,0)| (0,0,1,1) | (0,0,0,1)
*111(1,0,0,00| (1,0,1,0) | (1,0,1,1) | (1,0,0,1)
(1,1,0,0)| (1,1,1,0)| (1,1,1,1)| (1,1,0,1)
x| |(0,1,0,0)| (0,1,1,0)] (0,1,1,1)] (0,1,0,1)

OBR. 43. Body priradené k jednotlivym Stvorc¢ekom Karnaughovej mapy

Definicia 2.27. V normalnej disjunktivnej resp. konjunktivnej forme n premennych
x1, %2, ..., T, budeme kazdy vyskyt z; alebo T; pre i € {1,2,...,n} nazyvat pismenom.
Pocet pismen v si¢inovom, resp. si¢tovom ¢lene budeme nazjvat jeho diZkou.

Vsimnime si teraz, aké st mnoziny jednotkovych bodov funkcii uréenych niektorym
suc¢inovym ¢lenom. V tejto suvislosti budeme pouzivat nasledujice oznacenie: nech x je
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Ty w2 w3 14| f(21,72,73,74) X4
0 0 0 0 1 =
0 0 0 1 0 110loloO
0 0 1 0 0 X1
0 0 1 1 0 Lprjprpo
0 1 0 0 1
11
0 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 o | 1t]1|1]o
0 1 1 1 1
1 0 0 O 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 1 1 1
1 1 0 O 0
1 1 0 1 0
1 1 1 0 1
1 1 1 1 1
OBR. 44. Tabulka a Karnaughova mapa funkcie f
premennd a j € {0,1, %}, potom
' x,ak j=1
=< x,akj=0
1,ak j =%
Pri tomto oznaceni lubovolny stc¢inovy ¢len n premennych x4, . . ., x, mdzeme pisat v tvare
Elementérny stéinovy clen M(xy, o, ..., x,) = xi'xd® ... xJ» (v tomto pripade j; €

{0,1}) ma len jeden jednotkovy bod, je to n-tica (ji,7J2,...,7n). Ak v tomto elemen-
tarnom stucinovom c¢lene nahradime napriklad j,. hodnotou *, dostaneme stc¢inovy clen

S(z1, g, . .., x,), ktory vlastne vznikne z M (1, xs, . . ., z,) vynechanim pismena x, alebo
Z,. Tento stcinovy ¢len ma dva jednotkové body, st to n-tice (j1, ..., Jr—1,0, Jrs1,- -, Jn)
a (jiy- s Jr1, 1, Jr41y- -, Jn). MnoZinu tychto dvoch n-tic budeme oznacovat

<j17 s 7jT—1’ *7jT+17 s 7]71)

Ak budeme v tychto Gvahach pokracovat dalej a vynechame dalSie pismeno v st¢inovom

Clene S(z1,xq,...,2,), dostaneme stcinovy clen dlzky n — 2, ktory mé 22 jednotkovych
bodov. Zrejme stéinovy élen zi'zy? ...z n premennych dlzky n —i mé 2° jednotkovych
bodov. Mnozinu tychto bodov budeme oznacovat symbolom ( ji, ja, ..., jn), v ktorom na

miestach vynechanych pismen bude figurovat znak .

Priklad 2.40. Sucinovy ¢len 1237476 Siestich premennych xq, zo, x3, T4, T5, T¢ MO-
zeme zapisaf v tvare 20xiz%x}. Tento stcinovy ¢len mé Stvorprvkovii mnozinu jednotko-

vych bodov
(0,%,1,0,%,1) = {(0,0,1,0,0,1),(0,0,1,0,1,1),(0,1,1,0,0,1),(0,1,1,0,1,1)}.
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Definicia 2.28. Utvar pozostévajtci zo vetkyjch §tvoréekov Karnaughovej mapy zod-
povedajucich jednotkovym bodom stéinového ¢lena n premennych, ktory ma dizku k, na-
zyvame 2" *-tica jednotkovich bodov. Speciilne pre k = n ho nazyvame izolovany
bod. Pre izolované body, dvojice, Stvorice, osmice, ... budeme pouzivat spoloény nazov
konfiguracie jednotkovych bodowv. Izolované body budeme na mape vyznacovat kriz-
kom, ostatné konfiguracie ramcekom.

Volne budeme hovorit, Ze stéinovy élen pokryva konfiguraciu jednotkovych bodov
tohto sucinového Clena a tiez, Ze sucinovy élen pokryva mnoZinu svojich jednot-
kovych bodow.

Teraz ukazeme, ako vyzeraju konfiguracie v jednotlivych Karnaughovych mapéach.

V pripade booleovskych funkcii jednej premennej je situacia jednoducha. Do tvahy
prichddzaji iba tri st¢inové ¢leny: x, T, 1. Prvy pokryva jednoprvkovi mnozinu (1), druhy
(0) a treti pokryva dvojprvkovii mnozinu (x) = {1,0}. Konfiguracie zodpovedajtce tymto
mnozinam jednotkovych bodov st na obr. 45 a, b, c.

® 1]
® ] B

a) b) c)

OBR. 45. Konfiguracie jednotkovych bodov
a) Izolovany bod pokryty su¢inovym ¢lenom x.
b) Izolovany bod pokryty stéinovym ¢lenom Z.
¢) Dvojica pokryté st¢inovym ¢lenom 1.

Pri funkcidch dvoch premennych z,y uz musime uvazovat o deviatich st¢inovych
¢lenoch zy, Ty, 2y, TY, x,T, y, Y, 1. Prvé styri pokryvaju izolované body (1,1),(0,1),
(1,0), (0,0). Stcinovy ¢len = pokryva mnozinu jednotkovych bodov (1, %) = {(1,0), (1,1)}.
Zodpovedajica dvojica jednotkovych bodov je na obr. 46a. Tato dvojica tvori cely riadok
mapy dvoch premennych, v ktorom x = 1. VSimnime si eSte, Ze tato dvojica vznikne spo-
jenim dvoch izolovanych bodov (na obr. 46a s vyznacené ¢iarkovanym krazkom), ktoré
st sumerné podla zvislej osi simernosti o tejto mapy. Podobne sicinovy ¢len T pokryva
dvojicu, ktora v mape dvoch premennych tvori riadok, v ktorom = = 0 (obr. 46b).

4 4 y y
1 1 B 1 “0_, B 1 o
x| [ x x ! x||| !
Lo Lo
a) b) 9 d)

OBR. 46. Dvojice na Karnaughovej mape pre 2 premenné

Konfiguracie jednotkovych bodov pokryté sti¢inovymi ¢lenmi y a 7 st nakreslené na
obr. 46¢, d. Sucinovy ¢len 1 pokryva mnozinu (x,*) = {(1,0),(1,1),(0,0),(0,1)}. Zod-
povedajuca Stvorica v Karnaughovej mape dvoch premennych je tvorend vsetkymi jej
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Stvoréekmi (obr. 47). VSimnime si, Ze tato Stvorica sa skladd z dvoch dvojic, ktoré st
sumerné podla jednej z osi simernosti mapy, pokrytych suc¢inovymi ¢lenmi = a T, resp. y
ay.

OBR. 47. Stvorica na Karnaughovej mape 2 premennych

V pripade funkcii troch premennych z, vy, z prichadza do iivahy 27 stcinovych ¢lenov.
Osem z nich st elementarne siuc¢inové ¢leny, ktoré pokryvaji izolované body. Dvanést
st¢inovych ¢lenov mé dlzku 2. Dvojice, ktoré tieto ¢leny pokryvaji st na obr. 48. Pri
kazdej dvojici je tam uvedeny aj sticinovy clen, ktory tuto dvojicu pokryva.

Xy Xy

X

Al
52/ 2/ b\

OBR. 48. Dvojice na Karnaughovej mape 3 premennych

Stvorice pokryté Siestimi st¢inovymi ¢lenmi dizky 1 st zobrazené na obr. 49. Stéinovy
¢len 1 pokryva osmicu, ktora je tvorena vSetkymi stvorcekmi mapy.

Vsimnime si aj tu zaujimaviu vlastnost: Karnaughova mapa M; je vodorovnou resp.
zvislou osou stmernosti rozdelen4d na dve ¢asti My a MZ (obr. 50), ktoré st vlastne
Karnaughovymi mapami dvoch premennych. Potom kazd4 2*-tica v Ms je bud 2*-ticou
v jednej z map M3, M2, alebo je spojenim 2¥~!-tice v M s jej osovo stimernym obrazom
v M2.

Da sa dokéazat, ze tato vlastnost plati aj pre ostatné Karnaughove mapy, tak ako je to
uvedené v nasledujucej vete.
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X / \ XL
\ \
d \L y y
Z
Yy
X
X
X
OBR. 49. Stvorice na Karnaughovej mape 3 premennjch
y 2 y z
M,
X M % X
1 2
M, M;

OBR. 50. Podmapy Mj a M2 na Karnaughovej mape M3

Veta 2.16. (Konstrukcia 2*-tic) Nech M,,, n > 2 je Karnaughova mapa n premennych,
ktora je jej vodorovnou resp. zvislou osou stimernosti rozdelend na dve ¢asti M! | a M2 |
(stt to Karnaughove mapy n — 1 premennych). Potom kazd4 2F-tica, k € {1,...,n} je
bud 2*-ticou v jednej z map M} |, M?_,, alebo je spojenim 2*~!-tice v M! ;| s jej osovo
stimernym obrazom v M?_;. O

Stc¢inovych ¢lenov Styroch premennych je 81. Z toho 16 mé dizku 4, 32 mé dlzku 3,
24 ma dlzku 2 a 8 ma dizku 1. Kazd4 dvojica v Karnaughovej mape My je dvojicou v
M3 alebo M?Z (berieme do vahy obidve osi simernosti). Na obr. 51 st zobrazené préave
tie Stvorice, ktoré nie st Stvoricami ani v M3 ani v M3. Podobne na obr. 52 st zobrazené
prave tie osmice, ktoré nie s osmicami ani v jednej z M3, M2.

Pri zobrazovani konfiguracii na Karnaughovych mapéach pre 5, resp. 6 premennjych
vyuzivame predchadzajicu vetu. Na obr. 53 a 54 st znazornené niektoré konfiguracie na
mapach My a Ms.

Definicia 2.29. Nech f(z1,...,2,) = >0~ Sk(21,...,2,) je booleovskd funkcia,
pricom Y " | Sk(z1,...,x,) je NDF. Tato NDF budeme na Karnaughovej mape funkcie
f znéazornovaf tak, Ze na nej vyznacime konfigurécie jednotkovych bodov, ktoré st pokryté
stucinovymi ¢lenmi Sy (x1,...,x,) pre k € {1,...,m}.
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OBR. 51. Niektoré stvorice na Karnaughovej mape 4 premennych

y

2 \e 2
Z b4
OBR. 52. Niektoré osmice na Karnaughovej mape 4 premennych

[ | ]
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OBR. 53. Niektoré konfiguracie na Karnaughovej mape 5 premennych

Priklad 2.41. Najdime dve rozne NDF funkcie f(z,y, z) uréenej mapou na obr. 55a.

RIESENIE. Vyznac¢ime na mape tejto funkcie konfiguracie tak, aby kazdy jednotkovy
bod funkcie f patril aspon jednej konfiguracii. Tym je na mape vyznacend prave jedna
NDF funkcie f. Na obr. 55b, ¢ st takto vyznacené konfiguracie, ktoré znazornuju v poradi
tieto NDF funkcie f: NDF, (f) =79z +Tyz +x, NDFy(f)=yzZ+yz+x. [ |
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Xyuv

yvw

OBR. 54. Niektoré konfiguracie na Karnaughovej mape 6 premennych

1ol 1]o @0@0 1o 1] o

T N (R0 B S R

a) b) c)

OBR. 55. Karnaughova mapa funkcie a dvoch jej NDF

Priklad 2.42. Napisme NDF funkcie f : B® — B, ktora je znazornena na Karnaug-
hovej mape na obr. 56.

RIESENIE. Jediny izolovany bod je pokryty stc¢inovym ¢lenom xyzuvw. Jedini dvojicu
pokryva stcinovy ¢len ZTyuvw. Stvorica v druhom stlpci je pokrytd stéinovym ¢Elenom
yuT W. Stvorica rozlozend v prvom a Stvrtom riadku a v prvom a $tvrtom stipci je pokryta
suc¢inovym c¢lenom ¥ Zuww. Jedini osmicu pokryva suc¢inovy ¢len ruw a jedina Sestnasticu
pokryva stucinovy ¢len yv. Teda NDF funkcie f danej Karnaughovou mapou na obr. 56
je

NDF (f) = xyzuvw + Tyuvw + yut W + TZUW + zuw + Y.

Veta 2.17. Nech f je booleovské funkcia n premennych a nech
U(zy,xg,...,2,) = ZSk(xl,xg, cey Ty
k=1
je NDF funkcie f. Potom
V(z1, g, ..., %,) = H Sp(x1, T, ... 2p)
k=1

je NKF funkcie f, pricom ak
Sk(T1, 29, ..o n) = 1Y2. . Yn, Y; € {x;,7;,1}
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OBR. 56. NDF funkcie z prikladu 2.42

tak
Sk(x17x27"'7xn):gl +y2+"'+yn‘

DOKAZ. Zrejme V(xy, 3, . .., z,) je normalna konjunktivna forma. Staci uz len dokéa-
zat, Ze je to NKF funkcie f :

flzr,2e,. . xy) = fa, 22, yxn) = D Se(1, 20, ..., x0) = [ Sk(x1, 22, ..., 2,) =

m
= [] Sk(z1,22,...,2,).
k=1

Priklad 2.43. Booleovska funkcia g : B> — B je dan4 mnoZinou jednotkovych bodov
J(g) ={(0,0,1),(0,1,0)}. Uréte NKF (nie vsak UNKF) funkcie g.

RIESENIE. Mnozina jednotkovych bodov funkcie g je

J(@) =B\ J(g) = {(0,0,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),((1,1,0), (1,1,1)}.

Karnaughova mapa funkcie g je na obr. 55a a jedna NDF tejto funkcie je znazornena
v Karnaughovej mape na obr. 55¢, odkial vyplyva, ze

9@ y,2) =Yz +tyz+a = (y+2)F+2)7.
Posledny B-vyraz je NKF funkcie g. [ |

6. Minimalizacia B -vyrazov

V tejto casti bude nasim ciefom vyjadrif booleovska funkciu pomocou NDF resp. NKF,
ktoré maji najmensi pocet pismen. Pretoze normélnych disjunktivnych (konjunktivnych)
foriem n premennych je iba kone¢ny pocet, je zrejmé, ze tato tiloha ma vzdy rieSenie
(aj ked nemusi byt jediné). Staci ,len* zobrat vSetky NDF (NKF) n premennych, z nich
vybraf tie, ktoré urcuji dand funkciu a spomedzi nich vybrat norméalne disjunktivne
(konjunktivne) formy s najmensim poc¢tom pismen. Pravda, uz pre n = 4 dostdvame
23" = 981 — (210)%.2 = 2.(10%)° = 2- 102 rozli¢nych NDF, a teda vidime, 7e tento postup
je prakticky nepouzitelny. Preto budeme postupovat inak.
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Definicia 2.30. Normalnu disjunktivnu (konjunktivnu) formu booleovskej funkcie f,
ktord méa spomedzi vSetkych normdlnych disjunktivnych (konjunktivnych) foriem fun-
kcie f najmens$i pocet pismen, budeme nazyvat minimalna normadalna disjunktivna
(konjunktivna) forma booleovskej funkcie f, skratene MNDF (MNKF).

Priklad 2.44. Najdime MNDF funkcie f(x,y,2) = (z +y)Z + 27.

RIESENIE. Pomocou Karnaughovej mapy funkcie f vytvorime vsetky tie NDF tejto
funkcie, ktoré maju tuto vlastnost: pre kazdé dva rozne siuc¢inové Cleny Sp, So z tej istej
NDF plati J(S1) ¢ J(S2) a J(S9) ¢ J(S1). Tato vlastnost ndm zabezpeci, ze v NDF sa
nevyskytni mnohé nadbytocéné ¢leny. Ak by totiz platilo napr. J(S;) C J(Ss), tak v NDF
mozeme S; vynechat a dostaneme opiat NDF funkcie f, ktord vSsak ma menej pismen.
7 takto vytvorenych NDF vyberieme minimalnu. Na obr. 57a az h st na Karnaughovych
mapéach znazornené vSetky NDF funkcie f majice uvedent vlastnost. NapiSme jednotlivé

4 Z y 4
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OBR. 57. NDF funkcie f z prikladu 2.44

NDF a vyhladajme z nich ti, ktord ma najmensi pocet pismen:
a) f(x,y,2) =Tyz + 2y Z + xyZ + 27z, 12 pismen;

b) f(x,y,2) =Tyz + zyz + 27, 8 pismen;
¢) f(x,y,2) =Tyz + 2Yz + 2%, 8 pismen;
d) f(x,y,2) = 2§ Z + 27z + ¥Z, 8 pismen;
e) f(z,y,2) = TyZ + 27 + 27, 7 pismen;
f) f(‘r Y,z ) =Yz + Y, 4 pismené;
9) f(r,y,2) = yZ + 2% + 272, 7 pismen;

9) f(w,y,2) = yZ + 2y + 7%, 6 pismen.

Vidime, ze MNDF (f) = yz + 7. [
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Takyto postup vyhladdvania MNDF je dost neprakticky a ¢asto nepouzitelny. Preto
budeme postupovat inak.

Definicia 2.31. Nech f, g st dve booleovské funkcie n premennych. Budeme hovorit,
ze funkcia f je implikant funkcie g, ak J(f) C J(g). V stlade s touto terminoldgiou, ak

je funkcia f dand B-vyrazom U(zy,xs,...,2,) a funkcia g B-vyrazom V (21, xs,. .., x,),
budeme hovorit, ze B-vyraz U(zy, z, ..., x,) je timplikant B -vgrazu V (zq,xs,...,2T,).
V tomto pripade budeme tiez hovorit, ze B-vyraz U(x1, 3, ..., z,) je implikant funkcie
g.

7Z definicie implikanta vyplyva, ze kazdy suc¢inovy c¢len z NDF funkcie f je implikantom
funkcie f.

Definicia 2.32. Stéinovy &len S(x1,zs,...,2,) = xi'xd> ...z, ktory je implikan-
tom booleovskej funkcie f : B" — B, sa nazyva prosty implikant (prvoimplikant)
funkcie f, ak po nahradeni hociktorého pismena vyskytujiceho sa v S jednotkou, do-
staneme sucinovy ¢len, ktory uz nie je implikantom funkcie f.

Priklad 2.45. Nech f(z,y,2) = zyz + zyz + Tyz. Je zrejmé, ze S(x,y, z) = xyz je
implikant tejto funkcie. Budeme vySetrovat, ¢i je to aj prosty implikant.

RIESENIE. Stc¢inovy ¢len zyz pokryva izolovany bod (1,1,1). Ak v S nahradime pis-
meno z jednotkou, dostaneme sucinovy ¢len T'(x,y, z) = xy. Ako vidief aj z Karnaughovej
mapy funkcie f (obr.58), pre mnoziny jednotkovych bodov plati J(S) C J(T') C J(f).
Preto podla definicie su¢inovy ¢len T' je implikant funkcie f a S nie je prosty implikant
tejto funkcie. Funkciu f zrejme mézeme vyjadrit v tvare f (z,y,2) = xy + zyz + Tyz. B

10,
T S

OBR. 58. Implikanty 7" a S funkcie f z prikladu 2.45

Priklad 2.46. Zistime, ¢i suc¢inovy ¢len zy je prosty implikant funkcie
flz,y,2) =2y + xyz + TYz.
RIESENIE. Otézka je, ¢i mozeme z ¢lena xy vynechat bud x alebo y a ¢i pritom zvySok

zostane implikantom funkcie f. Odpoved je jednoduché, ak si uvedomime, aké st mnoziny
jednotkovych bodov funkcie f a stcinovych ¢lenov S(z,y, 2) =y, T(z,y, z) = x. Zrejme

J(S) = (x,1,%) ={(0,1,0),(0,1,1),(1,1,0), (1, 1,1)},,

J(T> - (17 *7 *) = {(]‘7 07 0)7 (17 07 ]‘)7 (]‘7 17 0)7 (17 ]‘7 ]‘)}7

J( f) = {(17 L, 1)7 (1v L, O>’ (07 0, 1)}
Vidime, ze J(S) ¢ J(f), J(T) ¢ J(f). To znamena, ze S, T nie st implikanty funkcie f,
a preto stucinovy ¢len xy je prosty implikant funkcie f. [ |

Vyhladévat prosté implikanty sposobom uvedenym v predchédzajtcich dvoch prikla-
doch je nepraktické. Pritom prosté implikanty maja pri hladani MNDF funkcie délezita
ulohu.
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Veta 2.18. Nech U(zy,xg,...,2,) = > v, Si(x1,22,...,2,) je MNDF funkcie
f : B — B. Potom kazdy stu¢inovy ¢len S;(z1, xs,...,2,) prei € {1,2,...,m} je prostym
implikantom funkcie f.

DOKAZ. Pre kazdé « = (x1,29,...,2,) € B" je f(x) =U(x) = Si(z) + Sa(x) + -+ +
+Sm(z). Nech prei € {1,2,...,m} stcinovy ¢len S;(x) obsahuje n; pismen. Potom MNDF
U(z) obsahuje k = ny +ng + - -+ + n,, pismen, ¢o je najmensi pocet pismen zo vSetkych
NDF funkcie f. Predpokladajme teraz, ze niektory stc¢inovy ¢len S;(x) nachddzajuici sa v
MNDF U (z) nie je prostym implikantom funkcie f. Teda v st¢inovom ¢lene S;(z) existuje
také pismeno, Ze po jeho nahradeni jednotkou dostaneme stéinovy ¢len T;(x), ktory je
opét implikantom funkcie f. To vSak znamend, Ze plati

J(S;) C J(T) € J(f).

7 tejto vlastnosti vyplyva
J(S; +T;) = J(S;) U J(T;
J(T+f)=J(T)uJ

= 3
[
= <
= =

a preto plati
$i(x) + Tilw) = Ti(w),

Ti(z) + f(x) = f(2).

Na zéklade tychto vlastnosti dostavame
flz) =T(z) + f(z) = T;(z) + Si(z) + - - - + Si—1(x) + Si(z) + Sipa(z) + -+ - + S(x) =

=51(x)+ -+ Sii(x) + Ti(x) + Sipa(z) + - - + S ().
Ziskali sme NDF funkcie f, ktora ma

ng A+t (= 1) Fnga o, =k -1

pismen. To je spor s miniméalnostou ¢isla k. Preto kazdy stucinovy ¢len v MNDF danej
funkcie musi byt prostym implikantom. O

Z predchadzajucej vety vyplyva, ze pri hladani MNDF danej booleovskej funkcie mo-
zeme postupovat takto:

1. Najdeme vsetky prosté implikanty danej funkcie.
2. Z najdenych prostych implikantov zostavime vsetky NDF danej funkcie.
3. Spomedzi zostavenych NDF vyberieme vSetky MNDF.

Pri rieSeni tejto ulohy je mozné pouzit Quine - McCluskeyov algoritmus (je uvedeny
napr. v [1]), v ktorom sa vychadza z UNDF danej funkcie. My si ukdzeme, ako je mozné
riesit tito tlohu pomocou Karnaughovych map. Tu si treba uvedomit, ze prosty implikant
funkcie f je sucinovy clen, ktory pokryva 2F-ticu jednotkovijch bodov funkcie f, pricom
tato 2F-tica nie je castou Ziadnej 28 -tice jednotkovijch bodov funkcie f.

Priklad 2.47. Vsetky prosté implikanty funkcie f(x,y, z) = (z+y)Z+27 st vyznacené
na Karnaughovej mape na obr. 57h. VSimnime si, ze NDF yz + 2y + 2z, ktora obsahuje
vSetky prosté implikanty funkcie f, nie je v tomto pripade MNDF tejto funkcie. [ |

Definicia 2.33. Normaélna disjunktivna forma booleovskej funkcie f, ktora je su¢tom
vSetkych prostych implikantov tejto funkcie, sa nazyva skratena normalna disjunk-
tivna forma funkcie f, skratene SNDF.

Je zrejmé, ze SNDF vzdy existuje a je az na poradie prostych implikantov jednoznac¢ne
urcena. Ako sme videli v predoslom priklade, SNDF nemusi byt MNDF.
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Definicia 2.34. Nech U(zy,xs,...,x,) je NDF booleovskej funkcie f : B" — B, pre
ktoru plati:

1. Kazdy stcinovy ¢len, ktory sa nachadza v tejto NDF (s koeficientom rovnajicim
sa 1), je prosty implikant funkcie f.

2. Ak v danej NDF vynechame hociktory stuc¢inovy ¢len, dostaneme B-vyraz, ktory
uz neurcuje funkciu f.

V takomto pripade budeme hovorit, ze U(x1,xs,...,z,) je iredundantnd normadlna
disjunktivna forma funkcie f, skratene INDF.

Uvedomme si, Ze pre kazdy prosty implikant nachadzajici sa v INDF, musi existovat
jednotkovy bod funkcie, ktory je pokryty len tymto jedinym prostym implikantom spo-
medzi vSetkych implikantov nachddzajucich sa v INDF (v opa¢nom pripade by sme tento
prosty implikant mohli z INDF vynechat). Z definicie INDF a MNDF dalej vyplyva, Ze
MNDF danej funkcie je zaroven INDF tejto funkcie.

Ndjst INDF danej funkcie pomocou Karnaughovej mapy, znamend vybrat také konfi-
gurdcie jednotkovych bodov funkcie f, Ze

1. kaZdy jednotkovy bod funkcie sa musi nachddzat v aspori jednej vybranej konfigu-
rdacii,

2. Ziadna vybrand konfigurdcia nie je castou lubovolnej inej konfigurdcie jednotko-
vych bodov funkcie f,

3. pre kazZdu vybrani konfigurdciu existuje jednotkovy bod funkcie, ktory sa nachddza
iba v tejto konfigurdcii.

MNDF funkcie f je jej INDF s najmensim poctom pismen.

Pri vyhladdvani INDF danej funkcie, je vhodné v prvom rade uvazovat o prostych
implikantoch, ktoré sa musia nachadzat v kazdej INDF tejto funkcie. St to takéto prosté
implikanty:

Definicia 2.35. Prosty implikant P(z1,xs,...,x,) funkcie f : B" — B sa nazyva
nevyhnutny prosty implikant funkcie f, ak existuje jednotkovy bod funkcie f, ktory
je jednotkovym bodom jedine prostého implikanta P(x1,s,...,,) spomedzi vSetkych
prostych implikantov tejto funkcie.

NDF, ktora je suc¢tom vsetkych nevyhnutnych prostych implikantov funkcie f, nazyvame
jadro funkcie f.

Priklad 2.48. Najdime jadro funkcie

(1) f(z,y,2) = Tyz + 2yz + 2Yz,
(2) f(x,y,z,u) =TYu+ yzu + xyu + y zZu + xyz.

RIESENIE. 1. Karnaughova mapa funkcie f je na obr. 59a. Jednotka v prvom riadku
a trefom stlpci sa nachadza v dvojici (na obr. 59b je v trefom stipci), ktora nie je dastou
ziadnej Stvorice jednotkovych bodov funkcie f. Tato dvojica je preto pokryta prostym im-
plikantom a je nim stc¢inovy ¢len yz. Uvedeny jednotkovy bod sa nenachadza uz v zZiadnej
inej konfiguracii pokrytej prostym implikantom, preto yz je nevyhnutny prosty implikant.
Podobne jednotkovy bod v druhom riadku a §tvrtom stipci sa nachadza v jedinej konfi-
guracii, ktora je pokrytéd prostym implikantom. Je to dvojica v druhom riadku (obr. 59b),
ktora je pokryta nevyhnutnym prostym implikantom xz. B-vyraz U(x,y, z) = yz + xz je
teda jadro funkcie f. KedZe vyznacené dvojice obsahuju vSetky jednotkové body funkcie
f,je U(z,y, z) jedinou INDF tejto funkcie, a teda aj MNDF.
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a) b)

OBR. 59. a) Karnaughova mapa funkcie f
b) prosté implikanty funkcie f

2. Jednotkovy bod v 1. riadku a 1. stlpci Karnaughovej mapy funkcie f na obr. 60
sa nachadza v dvoch roznych dvojiciach pokrytych prostymi implikantmi T3z a Ty u.
Podobne kazdy jednotkovy bod v 1. a 2. riadku je aspon v dvoch konfiguraciach pokrytych
prostymi implikantmi. A% jednotkové body v tretom riadku sa v jedinej konfiguracii (je
to Stvorica) pokrytej prostym implikantom zz. Toto je teda jediny nevyhnutny prosty

y

OBR. 60. Prosté implikanty funkcie f

implikant. Jadrom funkcie f je preto B-vyraz V(z,y, z,u) = xz. V tomto pripade jadro
nie je NDF funkcie f, lebo mnoziny jednotkovych bodov J(V') a J(f) st rozne. [

Nevyhnutné prosté implikanty funkcie nemusia existovat. Preto jadro funkcie sa moze
rovnat nule. Dalej je zrejmé, 7e kazd4 INDF (a teda aj MNDF) musi obsahovat jadro
funkcie. Dalsie doplitanie jadra na INDF robime pomocou volby jednotlivich alterna-
tiv vyberu prostych implikantov, pricom vo vSeobecnosti treba preskiimat vSetky mozné
alternativy.

Priklad 2.49. N4jdime MNDF funkcie f(x,y, 2z, u) = TY0 + yzu + 2yu + § Zu + xyz
(funkcia z druhej ¢asti predoslého prikladu).

RIESENIE. Na obr. 60 st zndzornené vSetky prosté implikanty funkcie f. Odtial vy-

plyva, ze
U(z,y,z,u) =TYZ+TYU + Yzu + 2yu + Y Zu + 2

je SNDF tejto funkcie. Nie je to vSak INDF, pretoze napr. prosty implikant xyu pokryva
mnozinu jednotkovych bodov, z ktorych kazdy sa nachadza aj v inej konfiguracii jednot-
kovych bodov funkcie f. Uz vieme, Ze Stvorica je nevyhnutné, preto sa bude vyskytovat
v kazdej Karnaughovej mape, na ktorej je vyznacend INDF funkcie f. Jednotkovy bod
v prvom riadku a prvom stlpci mapy, t.j. (0,0,0,0), je pokryty dvoma rdznymi prostymi
implikantmi.
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1. Do INDF vyberme z nich najprv Tz a nevyberme Ty u (obr. 6la, b). Potom
jednotkovy bod (0,0,1,0) (v prvom riadku a druhom stlpci) musime pokryt prostym
implikantom 7zu. Ostava ndm pokryt uz len jednotkovy bod (1,0,0,1) (druhy riadok,
stvrty stipec), ¢o mozeme urobit prostym implikantom zu (obr. 61a) alebo 3 Zu (obr.
61b). Dostavame tak dve INDF funkcie f:

INDF(f) =22+ TYZ + yzu + ayu,
INDFy(f) =224+ TyZ+yzu+7yZu
Z u Z u
1 1 1 BENIR 1
X X
1)) 1! 1] 1 1
1|1 1|1
y y
a) b)
z u Z u
IR nnE
g RN * HIENIR
1|1 R
y y
c) d)

OBR. 61. INDF funkcie f

2. Vyberme teraz Ty u a nevyberme T7Z (obr. 61c). V takom pripade jednotkovy
bod (0,0,0,1) (prvy riadok, stvrty stipec) mézeme pokryt iba prostym implikantom 7 Zu.
A kedze kazdy jednotkovy bod je pokryty niektorym vybranym prostym implikantom,
ziskali sme dal$iu INDF:

INDF;3(f) = 22+ Zyu + 7 Zu.

3. Do INDF vyberme teraz obidva prvoimplikanty 3§z aj Ty u (obr. 61d). Potrebu-
jeme eSte pokryt jednotkovy bod (1,0,0,1), ¢o je mozné urobif prvoimplikantom 7 Zu
alebo zyu. Ak by sme vybrali prvy z nich, stal by sa prosty implikant T%Z nadby-
toc¢ny, lebo jeho jednotkové body by boli pokryté inymi vybranymi prostymi implikantmi

INDF,(f) =224+ Zyu+TyZ + 2qu.
MNDF funkcie f je zrejme INDF3(f) = 2 +T7u + 7 Zu, ¢o sa dalo v tomto pripade
odhadnit z Karnaughovej mapy priamo, bez hladania vSetkych INDF. |
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Priklad 2.50. Najdime MNDF funkcie f(x,y,2) =TZ+ yzZ +Tyz + xz + xy=.

RIESENIE. SNDF tejto funkcie je zobrazena na obr. 62a. Zaroven je tu vidiet, Ze jadro
funkcie je nulové, lebo kazdy jednotkovy bod sa nachadza v dvoch dvojiciach, ktoré s
pokryté prostymi implikantmi. Preto, ak chceme ndjst INDF, musime aspoti jednu dvojicu
vynechat.
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—_

—

—_

p—

—

—_
[E—

A (] x T I R | Y A Ly

a) b) c)
OBR. 62. SNDF a dve INDF funkcie f z prikladu 2.50

1. Vynechajme dvojicu pokryta ¢lenom Z j. Potom musime vybrat dvojicu pokrytu cle-
nom Tz a gz (obr. 62b). Aby sme ziskali INDF, sta¢i uz len k dvom vybranym dvojiciam
pridat dvojicu pokryti prostym implikantom zy alebo dve dvojice pokryté prvoimpli-
kantmi ¢z, zz. Najdené INDF su

INDF,(f) =Tz + 7z + xy,
INDFy(f) =Tz 4+ yz + yz + 2.

Ked na zac¢iatku vynechame prosty implikant xz ziskame opdt INDF,(f) a
INDF;(f) =Ty + yz + xy + y=.

Podobne, ked na za¢iatku vynechdme prosty implikant 4z, dostaneme opit INDF;(f) a
INDE(f)=TZ+ay+22+T7.

2. Vynechajme dvojicu pokryta ¢lenom ZZz. Potom musime do Karnaughovej mapy
zaradit dvojice pokryté implikantmi Z7 a yZ (obr. 62c). Teraz uz staci pridat dvojicu
pokryta prostym implikantom zz a dostaneme

INDF5(f) =Ty + yz + 2z,

alebo dve dvojice pokryté prvoimplikantmi zy, yz a dostaneme INDF3(f).

Ked na zacdiatku vynechdme prosty implikant xy, dostaneme INDF5(f) a INDF5(f).

Podobne, ked na zac¢iatku vynechame prvoimplikant 7z, dostaneme INDF5( f) a INDF4(f).
Najmensi pocet pismen (6) maju INDF,(f) a INDF5(f), st to teda MNDF danej

funkcie. |

Na hladanie minimélnej normélnej konjunktivnej formy by sa dala pouzit podobné
metdda ako na hladanie MNDF. Urobime to vSak inaksie. Vyuzijeme vztah medzi MNKF
funkcie f a MNDF funkcie f. VSimnime si najprv fakt: Ak

S(xl,.fg, e ,SL’n) =UY1Y2 ... .Yn, kde Yi € {Q?i,fi, 1},

je sucinovy ¢len, tak jeho komplement

S(x1,22,...,%n) = V102 - - Yn

je ekvivalentny s

S(xlaan"'7xn) :yl +y2++yn’
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¢o je stictovy clen tej istej dlzky ako S(xy, 2o, ..., x,).
Nech f je booleovska funkcia n premennych a

m
U(Q?l,xg, R ,Q?n) = ZSi(xl,xg, R ,an)
i=1

je MNDF booleovskej funkcie f(z1,za,...,2,) = f(21, 22, ..., 2,). Podet pismen v MNDF
nech je p. Pre funkciu f potom plati

m m

fx1, 29, xn) = f(x1,29, ..., 2) = ZS,-(ml,xg, ey ) = HSi(xl,xg, ey D).
i=1 i=1
Vzhladom k tomu, Ze gi(ml, Ta,...,T,) st suctové Cleny, je B-vyraz

m
V(zy, zay. .., Tp) = HSi(xl,xg, ey T)
i=1

NKF funkcie f. NavySe pocet pismen v B-vyraze V(z1,xs,...,2,) je ten isty ako v B-
vyraze U(xy,xs,...,2,), teda p. UkdZeme teraz, ze V(x1,xs,...,2,) je MNKF funkcie
f. Predpokladajme, ze tomu tak nie je a ze MNKF funkcie f je [['_, Ti(z1, 22, ..., x5).
Pocet pismen v nej nech je q. Potom ¢ < p a

7 T
f(xy, 2, m0) = HTi(ﬂUl,xm e Tp) = ZTi(l’l;mz, e Tn),
i=1 i=1

pricom T;(z1,%2,...,%n) = Y1Ys---Up, ak Ti(x1,22,...,T0n) = Y1+ Y2+ -+ Yn, y; €

T~
{x;,7;,0}. To vSak znamena, ze » T;(x1,xs,...,x,) je NDF funkcie s po¢tom pismen g,
i=1
¢o je v spore s tym, ze MNDF funkcie f je U(x1, s, ..., x,) s po¢tom pismen p. Tym sme

dokézali tvrdenie:

Veta 2.19. Nech f je booleovské funkcia n premennych a
Uz, z9,...,2,) = ZSZ'(LU17.T2, )

je MNDF funkcie f. Potom

je MNKF funkcie f, pricom ak

Si(T1,Toy oo, Tn) = Y1Y2 - - Yn, Y; € {25, T4, 1},
tak

Si(x1,Ta, .. Tn) =Ty + Ty + -+ Ty

Priklad 2.51. N4jdime MNKF funkcie g(z,y, 2) = 27 Z + Tyz.

RIESENIE. Zostrojme najprv Karnaughove mapy funkcie g a g (obr. 63). Ak porovname
Karnaughovu mapu funkcie g s Karnaughovou mapou na obr. 62a, vidime, Ze funkcia g a
funkcia f z predchadzajaceho prikladu st rovnaké. Preto

Ui(x,y,2) =TzZ+ 7Yz +ay a Us(r,y,2) =Ty +yz + 2
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a) b)
OBR. 63. Karnaughova mapa a) funkcie g, b) funkcie g.
st MNDF funkcie g. Potom podla predchéddzajtcej vety sa B-vyrazy

Vi(z,y,2) = (¢ + 2)(y +2) T +7) a Valz,y,2) = (x + y) ([T + 2)(T +2)
MNKF funkcie g.

7






