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KAPITOLA 1
Uvodné pojmy

V tejto casti uvaddzame zakladné pojmy, prevazne z diskrétnej matematiky, ktoré su
potrebné pre studium logickych systémov. V prvom rade sa dohodnime na tomto oznaceni
¢iselnych mnozin:

N={0,1,2,...,n,...},

Nt ={1,2,...,n,...},

Z — mnozina vsetkych celych cisel,

R — mnozina vsetkych realnych ¢isel,

R* — mnozina vSetkych kladnych reélnych cisel.

1. Zobrazenia a operacie

DEFINiCIA 1.1. Nech A, B st mnoziny. Pravidlo (predpis) f, ktoré kazdému prvku
x € A priradi jeden prvok y € B, sa nazyva zobrazenie mnozZiny A do mnoZiny
B a oznacuje sa f : A — B. Prvok y priradeny prvku x nazyvame obrazom prvku x
a piSeme y = f(x) (tieZ = — y). Prvok = nazyvame vzorom prvku y. Mnozina A sa
nazyva obor (tiez definiéng obor) a mnoZina B koobor zobrazenia f.

PRrRIKLAD 1.1. Nech A = {a,b,c}, B ={0,1}. Potom f: A — B;a+ 1,b+— 0,c— 1
je zobrazenie mnoziny A do mnoziny B, lebo kazdy prvok mnoziny A ma len jeden obraz.
[ |

DEFINICIA 1.2. Zobrazenie f: A — B sa nazyva

injektivne (tiez prosté), ak pre kazdé z1,x5 € A, plati: ak x; # x2, potom

f(z1) # f(x2);

surjektivne, ak kazdy prvok y € B ma vzor (t.j. ku kazdému y € B existuje také
x € A, zey = f(x));
bijektivne, ak je injektivne aj surjektivne.

PRIKLAD 1.2. Zobrazenie f z predchadzajticeho prikladu nie je injektivne, lebo a # c,
ale f(a) = 1= f(c). Je vSak surjektivne, lebo kazdy prvok mnoziny B mé vzor, konkrétne

vzorom prvku 0 je b a vzorom prvku 1 je a. |
DEFINicIA 1.3. Kartezianskym sucinom mnoZin M, M,, ..., M, nazyvame mno-
Zinu

M1 XM2 XKoo XMn:{(Zlfl,fL‘g,...,ZEn);ﬂfl GMl,ZEQ EMQ,...,l'neMn}.

V pripade, ze My = My = --- = M, = M, namiesto M x M x --- x M piSeme M™".
Prvok (z,z9,...,x,) sa nazyva usporiadand n-tica.

Usporiadané n-tice (1,2, ..., %), (Y1,%2,--.,Yn) sU rovnaké prave vtedy, ked x; = y,
To =Yg, ..., Ty = Yn.

PRrRIKLAD 1.3. Kartezidnskym stic¢inom mnozin A = {a,b,c}, B = {0,1} je mnozina
A x B ={(a,0),(a,1),(b,0),(b,1),(c,0),(c,1)}. |
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4 1. UVODNE POJMY

DEFINiCIA 1.4. Nech A je mnozina, n je prirodzené ¢islo. Kazdé zobrazenie h : A" — A
nazyvame n-drnou operdciou na mmnoZine A. Specidlne pre n = 1 sa operacia h
nazyva undrna a pre n = 2 binarna.

PRIKLAD 1.4. Funkcia f (x,y) = z + y je bindrna operacia na mnozine R, pretoZe je
definovand pre kazdé =,y € R a tiez f (x,y) € R.

Funkcia g (z,y) = x - y je tiez bindrnou operaciou na R, pretoZe jej defini¢ny obor je
R x R a pre kazdé z,y € R plati g (z,y) € R.

Funkcia h(x,y) = x — y nie je bindrna operacia na R, pretoze rozdiel kazdych dvoch

kladnych redlnych ¢isel nemusi byt kladné redlne ¢islo, napr. 2 — 3 = —1 ¢ R™, pricom
2,3 R".

Funkcia k (z) = £+43 je undrna operécia na R, pretoze pre kazdé x € R plati z+3 € R.

[ |

PozNAMKA 1.1. Nech (0 : A2 — A je binarna operacia na mnozine A. Potom obraz
dvojice (a,b) € A? namiesto [J (a,b) ¢asto oznacujeme symbolom a [(Jb.

DEFIN{CIA 1.5. Bindrna operacia [J: A2 — A sa nazjva
komutativna, ak pre kazdé a,b € A plati aJb = b0a,
asociativna, ak pre kazdé a,b,c € A plati (aOdb)Oc=aO(b0c).
Prvok e € A sa nazyva neutralny prvok binarnej operacie [J na mnozine A, ak pre
vSetky z € A plati x e =ellz = x.

PozNAMKA 1.2. Binarnu operéciu, ktort oznacujeme -, obvykle nazyvame sdcin a
jej neutralny prvok (pokial existuje) nazyvame jednotkovy prvok.
Binarnu operaciu, ktorti ozna¢ujeme +, obvykle nazyvame stucet a jej neutralny prvok
(pokial existuje) nazyvame nulovy prvok.

PRIKLAD 1.5. Bindrna operacia o : R> — R,z oy = 23y® je komutativna, lebo pre
vsetky x,y € R
zoy=a2"y’ =y’a’ =you,

ale nie je asociativna, lebo napr. pre z = v/2,y = 1,2 = v/2

(oy)or=(VBo1)oVa=(2 1)0 Vi=873
xo(yoz):%o(lo\g/ﬁ):\3/50(1-\3/5):2-2:4

3 = 1 a po Uprave (za

predpokladu, Ze = # 0) e = vz~2. Prvok e musi byt pre vSetky x rovnaky, ¢o v nasom
pripade nenastava. To znamena, ze tato operacia nema neutralny prvok. [ |

Pre neutralny prvok e € R by malo platit z o e = z, teda z3e

DEeFINICIA 1.6. Nech [, A st bindrne operacie na mnozine A. Hovorime, Ze bindrna
operacia [J je distributivna vzhladom k bindrnej operdcii /\, ak pre vietky
x,y,z € A

xO(yAz)=(z0y) A (z02),
(yAz)Oz = (yOx) A (z0x).

PRIKLAD 1.6. Na mnozine N* uvazujme bindrne operéacie:
+: (N*)? = N* - tandardné scitovanie,
O: (N - Nt 20y =,



2. JAZYK NAD ABECEDOU 5

A:(NTY? SNt zAy=y.
Binarna operéacia [J je distributivna vzhladom k operacii A, lebo pre vsetky z,y, 2z € N*
rOyAz) =20z =z,
(z0y)A(x0z) =zxlAz=z=x0(yA=z2),
(yAz)Ox =202 = 2,
(yOz)A(z02) =yAz=2z=(yAz)Ox.

Analogicky sa da ukézaft, Ze operacia A je distributivna vzhladom k operéacii [J. Naproti
tomu operéacie (], A nie st distributivne vzhladom k operéacii 4, ¢o vyplyva z faktu

1002+3)=105=1,
(102)+(103) =1+1=2#10(2+3),

2+3)Al=5A1=1
2A1)+BA) =14+1=2#(2+3)A1

2. Jazyk nad abecedou

Jednym z prostriedkov vymeny informécii medzi ludmi je Tudskd re¢. Jej vyznamové
jednotky st vety. Vety sa skladaju zo slov a slova z pismen. V tejto casti zovSeobecnime
tieto pojmy z prirodzenych jazykov.

DEFINiCIA 1.7. Neprazdnu mnozinu X nazyvame abecedou. Prvky mnoziny X na-
zyvame pismenamsi (abecedy X). Koneént postupnost pismen abecedy X nazyvame
slovom nad X. Pocet pismen v slove w nad abecedou X nazyvame dizkou slova w a
oznac¢ujeme ju |w|. Mnozinu vSetkych slov nad abecedou X oznac¢ujeme X .

Nech V ¢ X*. Symbol V nazjvame prdzdnym slovom nad X a priradujeme mu dlzku
nula. Mnozinu vsSetkych slov nad abecedou X spolu s prazdnym slovom oznacujeme X*.

PRIKLAD 1.7. Nech X = {a,b,c,d,e}. X je abeceda, jej pismenami st a,b,c,d,e.
Slovami st napr. aa, baba, cda, e, dedaecch. Slovo aa mé dlzku 2, slovo baba mé dizku 4
(|baba| = 4), |cda| = 3, |e| = 1, |dedaecch| = 8. |

PRIKLAD 1.8. Nech X = {0, 1}. Napiseme postupne vietky slovd nad X dlzok 1, 2, 3.
Riesenie.

Dlzku 1 maja dve slova: 0, 1.

Dlzku 2 maja $tyri slova: 00, 01, 10, 11.

Dlzku 3 ma osem slov: 000, 001, 010, 100, 110, 101, 011, 111. [ ]

Poznamenajme, Ze vietkych slov s dlzkou n nad dvojprvkovou abecedou je 27.

DEFINicIA 1.8. Binarnu operéiciu e na mnozine X* definovani:

T1T2... Tp ®Y1Yyz...Ym = T1T2..-TpY1Y2---Ym
T1Zoy...xp0V = Vexixy...T, =T1Ty...T,
VeV =V

kde z129 ... 2, € X7, 0192 ... ym € X1 a V je prazdne slovo, nazyvame zretazenim slov
z X*. Mnozinu X spolu s bindrnou operéciou e zretazenia nazyvame volnd pologrupa
nad mnoZinou X (mnoZina X* spolu s operdciou zretazenia slov sa nazyva volnd po-
logrupa s jednotkou alebo tiez monoid). Kazdi podmnoZinu mnoziny X* nazyvame
jazykom nad abecedou X.
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Poznamenajme, ze tak ako pri nasobeni redlnych ¢isel namiesto x.y piSeme xy, tak aj
pre binarnu operaciu e namiesto x e y piSeme xy. Potom mozeme definiciu zretazenia slov
z X* prepisat takto:

(129 ... 2p) (Y2 - - Ym) = T1T2...TuY1Y2 - - - Ym
T1To... 2,V = Vr1Te...2, = 212T2...2%,
VvV =V
PRIKLAD 1.9. Slovo 01100 nad abecedou X = {0, 1} je zrefazenim slov 0 a 1100, tiez
zrefazenim slov 01 a 100, ale nie je zrefazenim slov 000 a 11. [ |

PrIKLAD 1.10. Ak X = {0, 1}, tak zretazenim slov 1101,V je slovo 1101V = 1101.
Slovo 1101 je zretazenim slov 11,01, ako aj zrefazenim slov 1, V, 101, pretoze (1V) 101 =
1101. |

VETA 1.1. Pre binarnu operaciu zretazenia slov na mnozine X* plati asociativny zéakon

(zy) z = = (y2).

Dokaz. Ak z,y,z € X*, tak podla definicie zretazenia pre slova xy, z, z, yz plati
(xy) z = zyz, x (yz) = xyz, teda (zy) z = x (y2). O

Tak, ako je obvyklé v pripade platnosti asociativneho zakona, budeme oznacovat
ryz = (xy) z = x (y2).

PrRIKLAD 1.11. Nech X = {0,1,2}. Potom zretazenim slov 01,210,V,22 je slovo
01(210(V22)) = 01 (21022) = 0121022. Slovo 120021 je zretazenim slov 12, 00, V, 21,
ale aj zrefazenim slov 12V, VV, 0021. [ |

3. Vyrokova logika

3.1. Vyroky.

Mnohé vety, ktoré pouzivame v prirodzenych jazykoch (slovencina, angli¢tina, atd.)
alebo v jazykoch vednych odborov su pravdivé, mnohé si nepravdivé (i ked o ich pravdi-
vosti ¢i nepravdivosti nemusime vediet prave rozhodnut) a st vety, o pravdivosti ktorych
nemd zmysel vobec uvazovat (napr. ,Neotravujte ma s matematikou!“). V tejto ¢asti sa
budeme zaoberat vetami, o pravdivosti ktorych ma zmysel uvazovat.

DEFINicIA 1.9. Vety, ktoré su pravdivé a vety, ktoré si nepravdivé, maji pravdi-
vostni hodnotu. Vety, ktoré maju pravdivostni hodnotu a té sa nemeni, sa nazyvaju
vyroky. Pravdivostnd hodnota pravdivého vyroku je 1, pravdivostné hodnota nepravdi-
vého vyroku je 0.

Na oznacenie pravdivostnej hodnoty vyroku A budeme pouzivat symbol ph(A).

PRIKLAD 1.12. V tedrii prirodzenych ¢isel je veta ,,Stcet ¢isla dva a ¢isla tri je ¢islo
pit.“ pravdivym vyrokom. ,Tri je parne &islo.“ je nepravdivy vyrok. ,,Cislo x je neparne
¢islo.“ nie je vyrok, lebo tato veta nie je ani pravdiva, ani nepravdiva. Pravdivou alebo
nepravdivou sa stane az po dosadeni konkrétneho cisla za x a to uz bude ina veta. Veta
,Cislo tri je neparne ¢islo.“ je pravdivy vyrok. [ |

Vyroky mozeme spajat pomocou Specidlnych slovnych spojeni a vytvarat tak zloZitejsie
vyroky, hovorime im zloZené vyroky.
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DEFINicIA 1.10. Ak A, B st vyroky, tak
negdciou vyroku A nazfvame vyrok ,Nie je pravda, Ze A“ a oznacujeme ho A alebo
—A,
konjunkciou vyrokov A, B nazyvame vyrok ,A a B“ a oznacujeme ho A A B,
disjunkciou vyrokov A, B nazyvame vyrok ,A alebo B“ a oznacujeme ho AV B,
implikaciou vyrokov A, B nazyvame vyrok ,Ak A, potom B“ a oznac¢ujeme ho A = B,
ekvivalenciou vyrokov A, B nazyvame vyrok , A vtedy a len vtedy, ked B“ a oznacujeme

ho A & B.

Okrem uvedenych slovnych spojeni sa pri vytvarani zlozenych vyrokov pouzivaju aj
iné. Napriklad, ak A je vyrok ,Cislo 2 je viicsie ako 3.“, tak jeho negiciu A moézeme
vyjadrit: ,Nie je pravda, Ze ¢islo 2 je vicsie ako 3.¢ alebo ,,Cislo 2 nie je vidsie ako 3.“
alebo ,,Cislo 2 je mensie alebo sa rovna ¢islu 3. Tieto tri vjroky samozrejme povazujeme
za rovnakeé.

Konjunkciu dvoch vyrokov A, B mozeme vyjadrif aj ,A a stcasne B.“, ich implikaciu zas
,2Ak A, B.*“ alebo ,Ak A, tak B.“.

Aky je stvis medzi pravdivostnymi hodnotami vyrokov A, B a pravdivostnymi hodno-
tami vyrokov A, ANB, AV B, A= B, A< B? Priich uréovani sa vychadzalo zo zauZi-
vanych spdsobov hodnotenia myslenia. Napriklad, ak vyrok A je pravdivy, tak na otazku
»Je pravdivy vyrok A alebo B?“ odpovieme ,Ano, je pravdivy.“. Teda ph(AV B) = 1,
ked ph(A) = 1. Pravdivostné hodnoty negacie, konjunkcie, disjunkcie, implikacie a ekvi-
valencie uvadzame v tab. 1.

TABULKA 1. Pravdivostné hodnoty zlozenych vyrokov

AlA A|B|AANB A|B|AVB A|/B|A=B AlB|A< B

0|1 0]0 0 0]0 0 010 1 0]0 1

110 0]1 0 0]1 1 01 1 0]1 0
110 0 110 1 110 0 110 0
111 1 111 1 111 1 111 1

DEFINicIA 1.11. Tieto tabulky sa nazyvaju pravdivostné tabulky postupne negicie,
konjunkcie, disjunkcie, implikacie, ekvivalencie.

Zmaky negécie, konjunkcie, disjunkcie, implikécie, ekvivalencie, t.j. znaky ~, A\, V, =, <
a im zodpovedajuce slovné spojenia nazyvame logické spojky alebo funktory.

Vyroky A, B sa nazyvaju ekvivalentné, ak ph(A < B) = 1.

Uvazujme teraz o vyroku , Ak zajtra bude u nas pekne, tak pojdeme k jazeru alebo
pojdeme do hory.“ Sklada sa z vyrokov ,Zajtra bude u nas pekne.“, Pdjdeme k jazeru
alebo péjdeme do hory.“. Keby sme prvy vyrok oznacili A, druhy B, tak pévodny vyrok
je A = B. Ale druhy vyrok sa zasa sklada s dvoch vyrokov, a to ,,P6jdeme k jazeru.“ a
,Pojdeme do hory.“. Ked ich ozna¢ime postupne C, D, tak povodny vyrok modzeme zapisat
vtvare A = (C'V D). Vyroky A, C, D sa uz dalej nedaju rozkladat na jednoduchsie vyroky.

DEFINICIA 1.12. Vyroky, ktoré sa nedaju rozlozit na jednoduchsie vyroky, alebo vy-
roky ktoré vzdy vystupuju ako celok, sa nazyvaju atomické (alebo atomadrne).

PRIKLAD 1.13. ,Cislo 12 deli &islo 24 a &islo 4 ¢&islo 12, a preto ¢islo 4 deli ¢islo 24¢
je vyrok v tedrii prirodzenych éisel. Sklada sa z atomickych vyrokov ,Cislo 12 deli ¢islo
24« Cislo 4 deli ¢islo 12¢, ,Cislo 4 deli ¢islo 24“. Ak by sme si oznadili tieto atomické
vyroky postupne A, B, C', mdézeme povodny vyrok zapisat (A A B) = C. [ |
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3.2. Kvantifikované vyroky.

Uz sme spomenuli, Ze veta (vyraz) ,,Cislo = je neparne ¢islo.“ nie je vyrok. Ale ak za
x dosadime konkrétne celé ¢islo, dostaneme vyrok.
Vyraz, ktory obsahuje jednu alebo viac premennych, z ktorého po dosadeni pripustnych
hodnét za premenné vznikne vyrok, sa nazyva vgrokova forma. Ak A(zy,...,xy) je
vyrokova forma k premennych xi,...,xy, tak mnozina k-tic pripustnych hodnot sa na-
zyva definiéng obor vyrokovej formy A(xy,...,zy). Mnozina vsetkych (g1, ..., qx)
z definiéného oboru D vyrokovej formy A(xy,...,zy), pre ktoré je vyrok A(qi, ..., qx)
pravdivy, sa nazyva obor pravdivosti vyrokovej formy A(xy,...,x;) a oznacuje sa
{(z1,...,2x) € D; A1, ...,28)}

PRIKLAD 1.14. 22 + y? < 0 je vyrokova forma dvoch premennych z,y. Jej defini¢ny
obor je R2. Do oboru pravdivosti patri len dvojica (0,0), teda
{(z,y) e R%2? +y* <0} = {(0,0)}. u

Vyrokové formy mozeme spajat pomocou logickych spojok, a tak vytvarat nové vyro-
kové formy.

PRrIKLAD 1.15. Negéaciou vyrokovej formy = > 2 s definiénym oborom R je vyrokova
forma x < 2 s rovnakym definiénym oborom.

Konjunkciou vyrokovych foriem 2?> —x — 6 = 0, > 0 je vyrokova forma
> —2—-6=0A2>0. |

Z vyrokovej formy sa da vytvorit vyrok aj inym spdsobom ako je dosadenie hodnot za
premenné. Mozeme vytvorit vyrok, v ktorom sa hovori o poc¢te prvkov, ktoré ked dosadime
za premenné do vyrokovej formy, dostaneme pravdivy vyrok. Takéto vyroky nazyvame
kvantifikované vyroky. Nech A(x) je vyrokové forma jednej premennej x s definiénym
oborom D. Potom moZeme vytvorit takéto kvantifikované vyroky:

Ezxistuje (existuje aspoti jedno) z, ze A(x).

Existuji aspomn Styri x, ze A(x).

Ezistuje najviac pdat x, ze A(z).

Ezxistuju prave tri z, ze A(x).

Pre vsetky = (plati) A(z).
Vyrazy vytlacené polotucnou kurzivou sa nazyvaju kvantifikatory. V matematike sa
najcastejSie pouzivaju prvy a posledny. Ten prvy sa nazyva existencény (alebo maly)
kvantifikator a posledny vseobecny (alebo velky) kvantifikator.

Existen¢ny kvantifikitor sa oznac¢uje symbolom 3 (oto¢ené pismeno E). Kvantifikovany
vyrok

,Existuje x, ze A(z).“
mozeme strucne zapisaft

dreD A(z) alebo 3 A(x)

zeD
Ak je znamy obor premennej x, mdzeme pouzit aj zapis
dx A(x) alebo 3 A(x).
Vseobecny kvantifikator sa oznac¢uje symbolom V (oto¢ené pismeno A). Kvantifikovany
vyrok
,Pre vietky = A(z).“
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struc¢ne zapisujeme

VreD A(x) alebo vV A(z)

xzeD
alebo, ak je znamy obor premennej z,

Vo A(z) alebo  V A(z).

PRIKLAD 1.16. Rozhodnite o pravdivosti vyrokov
(1) In€Z n* =9,

(2) VneZ n? =9,
(3) In€Z n* =2,
(4) Vn€Z n* =2.

Riesenie. Prvy vyrok je pravdivy, lebo pre n = —3 je (—=3)* = 9.

Druhy vyrok je nepravdivy, lebo rovnost n? = 9 neplati pre kazdé celé ¢islo n, napr.
pren=0jen?=0%=0+#09.

Treti aj stvrty vyrok si nepravdivé, lebo len pre dve redlne cisla plati, Ze ich druha
mocnina je 2. Su to Cisla V2 a —\/§, no ani jedno z nich nie je celé ¢islo. [ |

Kvantifikované vyroky mozeme vytvorit aj z vyrokovych foriem dvoch, troch a viac

premennych. Napr. vyraz
JreZ VyeR o +y* < —4
je vyrok, ktory Citame:
,Existuje celé &islo x tak, Ze pre vSetky redlne ¢isla y je o +y? < —4.4
Virok
VyeRIzcZVzeR o+ — 2 < —4
Citame
,Pre kazdé redlne ¢islo y existuje celé ¢islo x tak, ze pre vsetky realne ¢isla z je
x4yt —z< -4
Nech A(x,y) je vyrokové forma definované pre x € D,y € E. Vyraz Ve € D A(x,y)

resp. dx € D A(x,y) nie je vyrok. Ak vSak za premennt y dosadime konkrétny prvok
mnoziny FE, dostaneme vyrok. Uvedené vyrazy su teda vyrokové formy premennej y.

PRIKLAD 1.17. Rozhodnite o pravdivosti vyrokov
(1) VzeR3IyeRz -y =1,
(2) JyeRVzeR z —y =1.

Riesenze.

(1) Nech «x je lubovolné reélne ¢islo. K splneniu rovnosti 2 —y = 1 stadi zvolit y = x—1.
Ku kazdému = € R sme nasli (teda existuje) y € R (y = x — 1) tak, Ze plati z —y = 1.
To znamena, ze vyrok je pravdivy.

(2) Malo by existovat y také, Ze pre vSetky redlne ¢éisla = je x —y = 1. Oznacme to ¢islo
yo. Pokial existuje, ma pren platit  — yo = 1 pre vSetky z € R. LenZe pre = = yo plati
T — 1Yo =Yo — Yo = 0 # 1. Znamena to, ze také 1y, neexistuje, a teda vyrok je nepravdivy.

|

PozNAMKA 1.3. Vyroky z predchadzajiceho prikladu sa od seba lisia len poradim
kvantifikatorov. Aby bol prvy vyrok pravdivy, je potrebné, aby pre kazdé x existovalo y
tak, ze x — y = 1. Uvedomme si, Ze pre rozne ¢isla x aj zodpovedajice ¢isla y mozu byt
rozne. Naproti tomu, aby bol pravdivy druhy vyrok, je potrebné, aby existovalo jedno
y tak, ze pre vSetky x je v —y = 1. Teda to y je pre vSetky x stéale to isté. Vidime, ze
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zmenou poradia malého a velkého kvantifikdtora dostavame odlisné vyroky, ktoré nemusia
byt ekvivalentné.

Poradie za sebou iducich kvantifikdtorov rovnakého typu (oba st vSeobecné alebo oba
st existenéné) mozeme menit a vyrok sa pritom nezmeni. Preto aj vyrazy Vo€ DVy € D
resp. Jx€ D dy e D skracujeme na Vx,y€ D resp. dr,y€ D.

Venujme sa teraz tomu, ako tvorit negacie kvantifikovanych vyrokov. Nech A(x) je
vyrokovéa forma definovand na mnozine D. Negaciou vyroku 3z € D A(x) je vyrok ,Nie
je pravda, Ze existuje x € D, pre ktoré plati A(x).“ To je to isté ako ,Neexistuje z € D,
pre ktoré plati A(x).“ a tiez ako ,Pre vSetky = € D plati negacia A(x),“, ¢o modZzeme
zapisat takto: Vx € D A(x). Podobnymi tivahami by sme utvorili aj negacie dalsich typov
kvantifikovanych vyrokov. Uvadzame ich v tabulke 2. Cislo k je tu jedno konkrétne ale

.....

TABULKA 2. Negacie kvantifikovanych vyrokov

Vyrok Negacia vyroku

dreD A(x) VeeD A(x)

Existuje aspon k prvkov z, ze A(x). | Existuje najviac k — 1 prvkov z, ze A(x).

Existuje najviac k prvkov z, ze A(z). | Existuje aspon k + 1 prvkov z, ze A(z).

Existuje prave k prvkov z, ze A(x). E;(;S;ujgenzj(?? ¢ k=1 alebo aspofi k +1 prv-

Ve D A(z) JreD A(x)

Negéaciu vyroku, ktory obsahuje niekolko malych a velkych kvantifikdtorov ziskame
tak, ze kazdy maly kvantifikator zmenime na velky, velky kvantifikdtor zmenime na maly
a vyrokovi formu negujeme.

PrIKLAD 1.18. Napiste negacie vyrokov

(1) JyeRVzeR zy <y,
(2) VeeNTIyeNTI2eNT 22 + ¢ = 22

Riesenze.
(1) YyeR3IzeR zy > vy,
(2) ILENTVYENTV2eNT 22 + 92 #£ 22,

3.3. Vyrokové formuly.

Vyrokova logika pri skiimani pravdivostnych hodnét zlozenych vyrokov si nevsima ob-
sah jednotlivych atomickych vyrokov ale ich pravdivostni hodnotu a tieZ tvar (Strukttru)
zloZzeného vyroku. Preto je vhodné zaviest vyrokové premenné — premenné, za ktoré
je mozné dosadzovat vyroky — a pomocou nich, logickych spojok a zatvoriek vytvarat vy-
razy, ktoré maju vlastnost, ze ked do nich za vyrokové premenné dosadime vyroky, vznikna
z tychto vyrazov vyroky. Ako vyrokové premenné budeme pouzivat pismend p,q,r,s,t,
popripade tieto pismena s indexami napr. pi, p2, q4. Vyrazy, o ktorych sme teraz hovorili,
nazyvame vyrokové formuly. Ich presna definicia je takato:
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DEFINICIA 1.13. Formula vgrokového poétu (skratene vgrokovd formula alebo
formula) je kazdé slovo nad abecedou {",A,V,=,< (,),p,q,7,8,t,p1,q1,71,51,t1, ..},
ktoré vzniklo podla pravidiel:

(1) Kazdé vyrokova premennd je formula.
(2) Ak a,b s formuly, tak

a,(aAD),(aVb),(a=10),(aeb)

st formuly.
(3) Ziadne iné slova nie st formuly.
Formulu @ nazyvame negdctou formuly a, formulu (a A b) nazyvame konjunkciou
formadl a,b, formulu (a V b) nazyvame disjunkciou formdl a,b, formulu (a = b)
nazyvame implikdciou formal a,b a formulu (a < b) ekvivalenciou formal a,b.

PRIKLAD 1.19. p, g, r st vyrokové premenné, a teda aj formuly, preto (p = q), (pVr) st
tiez formuly. Ked pouzijeme opakovane postup z bodu 2 definicie formuly, tak dostaneme
aj tieto formuly: (p = (¢V 1)), (pA Q) = (r= (r = q))). [

Keby sme v definicii formuly nepouzili zatvorky, tak by formuly z predchadzajiceho
prikladu mali tvar p = ¢, p V r, ale uz pri poslednych dvoch formulach p = ¢ Vv r,
p/Aq = r = r = ¢ by sme po dosadeni vyrokov za vyrokové premenné mohli dostat vetu,
ktord nie je po obsahovej stranke jednoznacnd a teda nie je vyrok. Napriklad veta ,,Ked
Vlado hovori, vtedy Jano mléi alebo Ivan place“ vznikne dosadenim do p = (¢ V r), ale
tiez do (p = q) V r. V hovorovej reci sa obvykle pouzivaji nepisané dohody a viiésina by
tto vetu priradila k p = (¢ V r) anie k (p = ¢) Vr. V matematike, ale aj inych odboroch,
je takato nejednoznac¢nost nepripustna.

Situacia, aby vela zatvoriek nebolo na ujmu prehladnosti, ale pritom nevznikala ne-
jednoznac¢nost, sa riesi bud

- dohodou, Ze zatvorky vynechavame, ked nemoze prist k nejednoznacnosti
alebo

- dohodou o vynechavani zatvoriek a priorite logickych spojok.

Dohoda o vonkajsich zatvorkach: V samostatne stojacich formuldch budeme von-
kajSie zatvorky vynechavat.

Princip priority logickych spojok: Ak logické spojky usporiadame do postupnosti
A, V, =, &, tak kazd4 logickd spojka, stojaca vlavo od uvazovanej, viaze silnejsie. Nech
p,q,r su vyrokové premenné. Logicka spojka L viaZe silnejsie ako logickd spojka K
znamend, ze p L q K r je formula (p Lq) K r.

Poznamenajme, Ze tento princip pozname z realnych cisel, kde ,krat“ viaze silnejsie
ako ,plus“, ¢ize napr. 2.3 + 1 znamena (2.3) + 1 a nie 2.(3 + 1).

PrikLAD 1.20.

p A q VT znamend formulu (p A q) VT,

p = qVr < pznamend formulu (p = (¢ Vr)) < p,

pVr < pAqVrznamend formulu (pVr) < ((pAg) Vr). |

DEFINicIA 1.14. Postupnost formul aq,as,...,a, sa nazyva vytvdarajica postup-
nost formuly a, ak a = a,, a pre kazdé k € {1,2,...,n} je a;, bud vyrokova premenna
alebo existuju ¢,j € {1,2,..., k—1} tak, Ze a; je jedna z formil @;, a; Aaj, a; Vaj, a; = a;,
a; <= a;.
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PRIKLAD 1.21. Vytvarajicou postupnostou formuly

a=((pVvgyApVr)= (= (¢g=r))
je postupnost p, ¢, r, p, ¢, pVq pVr,pVr,q=1r, (pVQ ADPVr,p = (¢ = 1),

(pV@YAPVT)= (p= (¢g=T1)). u

DEerFINicIA 1.15. Ak formula b obsahuje vyrokové premenné pi,ps,...,p, a ziadne
iné, tak formulu b oznac¢ime b (p1,po, ..., p,) a hovorime, Ze b je formula n premennych
P1,P2,---yPn-

DEFINicCIA 1.16. Vyrok, ktory vznikne z formuly, ked za vSetky jej vyrokové premenné
dosadime vyroky, sa nazyva interpretacia formuly.

PozNAMKA 1.4. Ak A;,..., A, savyroky ab(p1,ps,...,pn) je formula, tak dosadenim
vyroku A; za premennt py, Ay za py az A, za p, dostaneme vyrok b ( Ay, As, ..., A,), ktory
je interpretaciou formuly b.

PRIKLAD 1.22. Vezmime formulu r A s = t. Jej interpreticie v teérii prirodzenych
Cisel si1 napriklad:
,Ked 2 deli 12 aj 3 deli 12, tak aj 6 deli 12.¢

.....

.....

Formula r A s = ¢ je formulou troch premennych r, s, ¢, méZeme ju teda oznacit napr.
a(r,s,t). [ |

Vyrokova formula nie je vyrok, nema teda pravdivostni hodnotu. Kazdej vyrokove;j
formule a(py, po, . .., pn) vSak mozeme priradif funkciu, ktorda vyjadruje zavislost pravdi-
vostnych hodnot interpretacii a(A;, As, ..., A,) tejto formuly od pravdivostnych hodnét
vyrokov Ay, Ay az A, dosadenych za jednotlivé vyrokové premenné.

DEFINiCIA 1.17. Nech a(p1,p2, .- .,pn) je formula n premennych. Funkcia
ph, : {0,1}" — {0,1}, ph, (21,22, ..., 2,) = ph(a(As, As, ..., A,)),
kde Ay, Asg, ..., A, st vyroky, pre ktoré ph(A;) = z1, ph(As) = 29, ..., ph(4,) = x,, sa

nazyva pravdivostné ohodnotenie formuly a.

Vsetkych usporiadanych n-tic prvkov 0, 1 je 2. Ozna¢me ich §; = (0,0,...,0,0),
B = (0,0,...,0,1),83 = (0,0,...,1,0),..., 0 = (1,1,...,1). Potom moézeme pravdi-
vostné ohodnotenie formuly a(py, pa, ..., p,) zapisat v tvare tabulky (pozri tab. 3), ktort
nazyvame pravdivostnou tabulkou formuly a(pi,ps,...,pn)-

TABULKA 3. Pravdivostna tabulka formuly a

(p1:D2, -, Pn) | @(P1,D2s - - Dn)
61 pha (ﬁl)
ﬁQ pha (52)

Ban ph, (5%)




3. VYROKOVA LOGIKA

PRIKLAD 1.23. Pravdivostné tabulky formul

su v tab. 4.

13

rAS&E sVT, (rAs)Vt= (s=1)

TABULKA 4

(r,s) | rANS< SVT (rys,t) | (rAs)VEt=(s=1)
(0,0) 0 (0,0,0) 1
(0,1) 0 (0,0,1) 1
(1,0) 0 (0,1,0) 1
(1,1) 0 (0,1,1) 1

(1,0,0) 1

(1,0,1) 1

(1,1,0) 0

(1,1,1) 1

Pri ich tvorbe je vhodné postupovat tak, ze do hlavicky tabulky zapiSeme vytvarajicu
postupnost danej formuly (pozri tab. 5 a 6), pod premenné dame vSetky mozné zoskupe-
nia pravdivostnych hodnét a postupne po stipcoch vyplitujeme pravdivostné ohodnotenia,
jednotlivych formul vytvarajicej postupnosti na zaklade pravdivostnych tabuliek zloze-

nych vyrokov (tab. 1).

TABULKA 5
rS$|S|TAS|T|sVF|(rAs)< (sVT)
001 0 |1] 1 0
0,10 O |1] 1 0
1,01} 1 |0 O 0
1,1 /0 0 |0 1 0

TABULKA 6

st rAs|(rAs)Vt|s=t|(rAs)Vt=(s=1)
0,00] 0 0 1 1
0,0,1] 0 1 1 1
0,10 0 0 0 1
01,1} 0 1 1 1
1,00 O 0 1 1
1,01 O 1 1 1
1,10 1 1 0 0
1,11 1 1 1 1
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DEFINicIA 1.18. Formula sa nazyva
tautologia, ak jej pravdivostnym ohodnotenim je konstantna funkcia s hodnotou 1;
kontradikcia, ak jej pravdivostnym ohodnotenim je konstantna funkcia s hodnotou 0;
splnitelna, ak nie je kontradikciou.

PRIKLAD 1.24.
Formula p V p je tautologia.
Formula p A p je kontradikcia.
Formula p = ¢ je splnitelna.
Formula (p A (p = q)) = ¢ je tautoldgia.

Vysledok vidime z tab. 7. |
TABULKA 7
PlpVP|PAD paglp=q|pAp=9q |@AN{P=q)=>q
0|1 00 1 0 1
110 0 01 1 0 1
10 0 0 1
11 1 1 1

Tautolégia (p A (p = q)) = q je zdkladom pre spravne usudzovanie. Ukazuje ndm, ako
z pravdivosti jedného vyroku usudit, Ze je pravdivy druhy vyrok. Z pravdivostnej tabulky
tejto formuly vidiet, ze ked A, B st vyroky, pricom vyroky A, A = B su pravdivé, potom
je pravdivy aj vyrok B. Na ustdenie pravdivosti vyroku B nepostacuje len pravdivost
implikacie A = B. Vidiet to z prvého riadku pravdivostnej tabulky formuly p = g¢.
Vyrok A = B mdze byt pravdivy a pritom vyrok B je nepravdivy.

DEFINiCIA 1.19. Dve formuly a, b s rovhakymi premennymi sa nazyvaju tautologicky
ekvivalentné, ak maju rovnaké pravdivostné ohodnotenie. Tautologicky ekvivalentné
formuly oznacujeme a ~ b.

PrIKLAD 1.25. Dokazte, ze formuly p A'q a p V g su tautologicky ekvivalentné.

Riegenie. NapiSseme pravdivostné tabulky (tab. 8) tychto formtl. Obidve formuly maja
dve premenné, a to p,q. Tabulkami st definované rovnaké funkcie, teda formuly s tau-

tologicky ekvivalentné. [ |
TABULKA 8
pq|pAg pqipVyg
00 1 00| 1
01 1 01 1
10 1 10 1
11 0 111 0

PRIKLAD 1.26. Zistite, ¢iplati (pV q)Vr~pV (qVr).

Riesenie. Urobime pomocnu tabulku (tab. 9) a z nej uz bude vidiet, ked si pozrieme
prvy, predposledny a posledny stipec, ¢ formuly majt rovnaké pravdivostné ohodnotenie.
[ |
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TABULKA 9

(

<

)Vr | pV(

=
S
<
=
<
=

— == =0 O O O
- O O = O O
_ O R O R O = o 3

(=)
(=]

e el e == Y
= e = Y
el e i e e e =)

el e e =N R

V nasledujtcej vete uvedieme zakladné tautologické ekvivalencie.

VETA 1.2. Nech a,b, ¢ st formuly s rovnakymi premennymi. Potom platia tieto tau-
tologické ekvivalencie:

El. avb~bVa, aNb~bAa,

E2. (avb)Vec~aV(bVe), (@anb)Ne~aN(bAc),

E3. (avVb)Ac~(anc)V(bAc), (anb)Ve~(aVe)A(DVe),
E4. avb~aAb, aNb~aVb,

E5. aVa~a, alan~ a,

E6. aV (bAD) ~a, aA (VD) ~a,

E7. @a~a,

E8. aV(aAb)~a, aA(aVb)~a,

E9. a=0b~aVb, a=b~aAb,

E10. a< b~ (@Vb)A(aVb), as b~ (anb)V(@AD).

Dokaz tejto vety neurobime, nechdme na Citatela, aby urobil a porovnal prislusné prav-
divostné tabulky. OJ

PrIKLAD 1.27. Dokézte p = ¢ ~ p Aq, druhi z ekvivalencii E9 z predchadzajice;j
vety.

Riesenie. Uvedeny vztah mozeme dokézat bud pomocou pravdivostnych tabuliek o-
boch formil, alebo vyuzitim tabulky tautologickych ekvivalencii. Pouzijeme tautologické
ekvivalencie. Nad znak tautologickej ekvivalencie napiSeme ktoré pravidlo z tabulky tau-
tologickych ekvivalencii sme pouzili. Z E9 sme pouzili prvi ekvivalenciu.

B9 _, BT=—=F4——
P=q~pVqg~pVqg~pAq
|

DEeFINicIA 1.20. Hovorime, Ze mnozZina logickych spojok S je dplng systém logic-
kych spojok (skratene USLS), ak pre kazda formulu a existuje formula b, ktora obsahuje
iba logické spojky z mnoziny S a plati a ~ b. Vtedy tiez hovorime, Ze formula a sa da
vyjadrif pomocou S.

PRIKLAD 1.28. Ukéazte, Ze mnoziny {V, A,”}, {7, =} st uplné systémy logickych spojok.
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Riesenie. Pre kazdé formuly c, d plati
c=d~cVd,
ced~ (eVd)A(cVvd).

Pomocou tychto ekvivalencii mézeme kazda formulu a upravit na ekvivalentni formulu
b, ktora neobsahuje logické spojky =, <, teda obsahuje iba logické spojky z mnoziny
{V, A, }. Tym sme dokézali, ze {V,A,”} je USLS.

Aby sme dokazali, ze {7, =} je USLS, staci dokazat, ze kazda formula a, ktora obsahuje
logické spojky len z mnoziny {V, A,”} je ekvivalentna niektorej formule b, ktord obsahuje
logické spojky len z mnoziny {°,=-}. Pravdivost tohto tvrdenia vyplyva z toho, Ze pre
kazdé formuly c, d plati

cVd~tT=d,

cANd~cANd~EVd~c=d.

|
PRIKLAD 1.29. Vyjadrite formulu p < ¢ pomocou
a) {V,A\,7},
b) {7,=}.
Riesene.
a) pe g~ =9 AN(a=p)~BVINPVD.
b) Pouzijeme c Ad ~ ¢V d ~ ¢ = d. Potom plati
pea~Pp=9N(g=p ~@pP=q9=7=D
|

4. Relacie

DEFINICIA 1.21. Bindrnou relaciou (strucne len reldciou) na mnozZine A na-
zyvame [ubovolnt podmnoZinu kartezidnskeho stéinu A2,

POzZNAMKA 1.5. Ak 0 C A? je binarna reldcia na mnozine A a (x,y) € o, tak hovori-
me, ze prvok x je v relacii o s prvkom y a namiesto (z,y) € o piSeme aj x o y.

DEFINicIA 1.22. Reldcia o na mnozine A sa nazyva
reflexivna, ak Vr€ A (z,z) € o,
symetricka, ak Vx,yc A (z,y) € 0 = (y,z) € 0,
antisymetricka, ak Vx,yc A (z,y) € o A (y,x) €0 = = =1y,
tranzitivna, ak Vz,y,z€ A (x,y) € A (y,2) €0 = (x,2) € 0.

PRIKLAD 1.30. Zistite, ¢irelaciaoc C R? o = {(x,y);x < y} je reflexivna, symetricka,
antisymetrickd, tranzitivna.

Riesenie. Relacia o je reflexivna, lebo pre kazdé x € R plati x < z, teda (z,x) € 0.
Relécia nie je symetrickd, pretoze napriklad (2,3) € o, ale (3,2) ¢ o.
Relécia je antisymetricka: Nech (z,y) € o, (y,z) € o, teda * < y, y < . Z vlastnosti
realnych cisel vieme, ze potom plati z = y.
Relécia je tranzitivna: Ak (z,y) € o a zaroven (y,z) € o, teda z < y a zaroven y < z,
potom z vlastnosti redlnych ¢isel vyplyva x < z, teda (z, z) € o. [ |

DEFINiCIA 1.23. Binarna relacia na mnozine A, ktora je reflexivna, symetricka a tran-
zitivna, sa nazyva ekvivalencia alebo relacia ekvivalencie na mnozine A.
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PRIKLAD 1.31. Je relacia o = {(z,y) € Z*3 | (y — )} ekvivalenciou na mnoZine Z
vSetkych celych ¢isel? (a | b znamena: ¢islo b je delitelné ¢islom a.)

Riesenie. © — x = 0, ¢o je Cislo delitelné tromi, preto (z,z) € p. Relacia o je teda
reflexivna.

Nech (z,y) € p. To znamend, ze 3 deli ¢islo y — z. V takom pripade y — x = 3k, kde
k € Z. Potom x —y = —(y — z) = 3(—k), €o znamena, ze 3 | (x — y) a teda (y,x) € o.
7 toho vyplyva, Ze relacia o je symetricka.

Nech (z,y), (y, 2) € o. Existuju teda také celé ¢isla m,n, ze y — x = 3m,z —y = 3n.
Potomz—z=z2—-2—y+y=(2—y)+ (y—2) =3m+3n=3(m+n). Cislo z — z je
delitelné ¢islom 3, to znamend (z, z) € o a teda relacia g je tranzitivna.

Reléacia p ma pozadované vlastnosti, je preto ekvivalenciou na mnozine Z. |

PozNAMKA 1.6. Ak g je relacia ekvivalencie a (x,y) € p, tak budeme hovorit, Ze = je
ekvivalentné s y.

DEFINICIA 1.24. Nech o je relacia ekvivalencie na mnozine A a a € A. Potom mnoZinu
o(a) = {x € A;a0z} nazyvame triedou ekvivalencie prvku a.

PRIKLAD 1.32. Pre relaciu ekvivalencie ¢ definovani v predchadzajicom priklade
najdime triedy ekvivalencie prvkov 0, 1, 2.

Riesenie.
000)={z€Z;0px}={2€Z;3|(x—0)} ={x;2 =3k, k€ Z} ={3k; k € Z},
o)={zx€Z;lox}={2€Z;3|(x—1)}={x;2=3k+1,k€Z}={3k+ 1,k € Z},
02)={r€Z;20x}={0€Z;3|(x-2)} ={z;2=3k+2,k € Z} ={3k+2;kcZ}. 1

VETA 1.3. Nech o je relacia ekvivalencie na mnozine A. Potom pre kazdé =,y € A
(1) = € o(x),
(2) = € o(y) prave vtedy, ked o(x) = o(y),
(3) ak o(x) # o(y), tak o(z) No(y) = 0.

Dokaz.

(1) Relécia o je reflexivna, preto pre kazdé = € A plati (z,z) € o, ¢o znamend, ze
x € o(x).

(2) Nech z € o(y) t.j. (y,x) € 0. Ukdzeme, Ze kazdy prvok z € o(x) je prvkom aj
mnoziny o(y). Nech teda z € o(z), ¢o znamena, ze (z, z) € 0. Kedze (y,z) € o a stcasne
(x,2) € 0, z tranzitivnosti relacie o vyplyva (y, z) € o, a teda z € o(y). Ukazali sme, ze
o(z) C o(y). Analogicky sa ukéze, ze o(y) C o(z). Potom v8ak plati o(z) = o(y).

(3) (nepriamo) Nech o(z)No(y) # (). Potom existuje z € o(x)No(y) a pre tento prvok
plati (z, z) € o, (y, 2) € 0. Kedze relacia o je symetricka a tranzitivna, tak (z,y) € o ¢ize
x € o(y) a podla (2) o(z) = o(y), ¢o je spor. O

PRIKLAD 1.33. V relécii ekvivalencie o = {(z,y) € Z*;3 | (y — x)} jedinymi triedami
ekvivalencie su (0) = {3k; k € Z}, o(1) = {3k + 1;k € Z}, 0(2) = {3k + 2;k € Z}, lebo
fubovolné celé ¢islo ma tvar 3m, 3m+1 alebo 3m+2 (m € Z) a potom p(3m) = 9(0), lebo
3m € p(0); o(3m +1) = o(1), lebo 3m + 1 € p(1); o(3m + 2) = p(2), lebo 3m + 2 € o(2).

|

DEFIN{cIA 1.25. Nech A je neprazdna mnozina a T je systém podmnozin mnoZiny A,
pre ktory plati
(1) VXeT X #10,
(2 VX, YET X £Y = XNY =1,
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3) U X=A.
XeT
Potom T sa nazyva rozklad mnoZiny A a prvky mnoziny T sa nazyvaju triedy roz-

kladu mnozZiny A.

PRIKLAD 1.34. Nech A = {a,b,c,d,e}, Ay = {a}, Ay ={b,d,e}, A3 ={c},
By ={a,b,c}, By ={b,d,e}. Potom T = {A;, Ay, A3} je rozklad mnoziny A, lebo mnoZi-
ny Ai, As, Asz st neprazdne, prienik kazdych dvoch roznych z nich je prazdna mnozina
a zjednotenie vSetkych troch mnozin je mnoZina A. Naproti tomu S = {Bj, B2} nie je

rozklad mnoziny A, lebo By # By ale By N By = {b} # 0. [ |

PRIKLAD 1.35. Triedy ekvivalencie p(0), o(1), o(2) relacie ekvivalencie
o= {(z,y) € Z%3 | (y — x)} tvoria rozklad mnoziny Z, pretoze o(0) = {0, £3,+6,...},
o(1) = {1,-2,4,-5,7,—-8,10,...}, o(2) = {2,—1,5,—4,8,—7,11,...}, ¢o st neprézdne
mnoziny, 0(0) N o(1) = 0,0(0)No(2) =0,0(1) Ne(2) =P ao(0)Ue(l)Ue(2) =2. W

VETA 1.4. Nech o je ekvivalencia na mnozine A. Potom triedy ekvivalencie o(a), pre
a € A tvoria rozklad mnoziny A. Triedami rozkladu su triedy ekvivalencie relacie o.

Dokaz. Z vety 1.3 vyplyva, ze kazda trieda ekvivalencie o(a) prvku a € A je neprazdna,
lebo a € A. V tretej vlastnosti tejto vety sa priamo hovori, Ze prienik dvoch roéznych tried
ekvivalencie je prazdna mnozina. Kazda trieda ekvivalencie obsahuje len prvky mnoziny
A, preto |J o(a) C A. Na druhej strane pre fubovolny prvok a € A plati a € o(a), a teda

acA
aj a € |Jo(a), preto A C |Jo(a). V spojeni s predchddzajicou inkliziou dostavame
acA acA
U o(a) = A. O

acA
PozNAMKA 1.7. O rozklade, ktory je tvoreny triedami ekvivalencie, hovorime, Ze je
to rozklad indukovany danou ekvivalenciou.

VETA 1.5. Ku kazdému rozkladu mnoziny A existuje jednoznacne urcena ekvivalencia
na mnozine A, ktora tento rozklad indukuje.

Dokaz. 1. Nech T' je rozklad mnoziny A. Definujme na mnozine A relaciu o takto:
a o b prave vtedy, ked existuje X € T také, ze a,b € X.

Je zrejmé, Ze tato relacia je reflexivna, symetricka a tranzitivna. Teda je to ekvivalencia.
Dalej vidime, Ze prvky patriace do jednej triedy rozkladu st navzajom ekvivalentné. Preto
kazda trieda rozkladu X je podmnozinou jednej triedy ekvivalencie relacie o. Tato trieda
ekvivalencie uz nemoze obsahovat dalsiu triedu rozkladu Y (Y # X), lebo v opa¢nom
pripade by pre prvky = € X,y € Y na zaklade definicie relacie o platilo (z,y) ¢ ¢ a na
druhej strane (x,y) € o, pretoze x aj y patria do tej istej triedy ekvivalencie, a to je spor.
Tym sme ukazali, ze kazda trieda rozkladu 7' je triedou ekvivalencie o.

2. 7 casti 1 vyplyva, zZe existuje aspon jedna ekvivalencia, ktora indukuje rozklad
mnoziny A, ktory je zhodny s T'. Teraz ukazeme, ze tato ekvivalencia je jedina.

Predpokladajme, ze existuje este jedna ekvivalencia 7 C A X A na mnozine A, ktorou
indukovany rozklad mnoziny A na triedy ekvivalencie je opét T
Nech a70b. Teda existuje X € T také, ze X = 7(a) = 7(b). To znamen4, 7e a,b € X,
a teda aob, kde o je ekvivalencia z prvej casti dokazu. Z toho vyplyva, Ze podmienka
(a,b) € 7 implikuje (a,b) € 0, a teda 7 C 0.
Nech naopak (a,b) € 0. Teda existuje X € T také, ze a,b € X. Ale pretoze T je rozklad
indukovany aj ekvivalenciou 7, X je jednou z tried ekvivalencie 7. Preto (a,b) € 7. Z to-
ho vyplyva, ze o C 7, a teda spolu s predoslou castou dostavame o = 7. Tym je veta
dokézana. 0J
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Dokazali sme, Ze medzi ekvivalenciami na mnozine A a rozkladmi mnoziny A je vza-
jomne jedno-jednoznacné priradenie. Tato skuto¢nost budeme vyuzivat tak, ze ekvivalen-
ciu budeme definovat pomocou k nej patriaceho rozkladu.

PRIKLAD 1.36. Nech systém mnozin T = {{a,b,c},{d, e}, {f}} je rozklad mnoziny
A = {a,b,c,d,e, f}. Potom relacia ekvivalencie o, ktora tento rozklad indukuje, je 0 =

{(a,a), (b,0), (¢, ¢), (a,b), (b, a), (a,¢), (c,a), (b;c), (¢, b), (d.d)(e, e), (d; e), (e, d), ([, f)}-

Vidime, Ze zapis ekvivalencie pomocou prislusného rozkladu je ovela prehladnejsi. [ |

5. Orientované grafy

Teraz uvedieme zakladné pojmy z tedrie grafov, ktoré vyuzijeme pri stadiu tedrie
konec¢nych automatov.

DEFINICIA 1.26. Orientovany graf je usporiadana trojica G = (V, H,e), kde V, H
st koneéné mnoziny, V # (), V N H = () a e je zobrazenie ¢ : H — V2. Prvky mnoZiny V/
sa nazyvaji vrcholy, prvky mnoziny H sa nazyvaji orientované hrany a zobrazenie
e sa nazyva incidencia. Ak u,v st vrcholy, h je orientovana hrana a e(h) = (u,v), tak
u, v sa nazyvaju kragné vrcholy orientovanej hrany h, Specialne: vrchol u sa nazyva
zaciatoény vrchol orientovanej hrany h a vrchol v koncovy vrchol orientovanej
hrany h.

PRIKLAD 1.37. Nech V = {1,2,3,4}, H = {hl,hg,h37h4,h5,h6} e . 6(]11 = (].,4 ,
6(h2) = (47 2)7 €(h3) = (372)7 6(h4) = 6(]15) = (374)7 e(hﬁ) = (2’2) Potom G = V,H, 6)

je orientovany graf. [ |
DEFINICIA 1.27. Grafy G = (V,H,e),G' = (V',H',¢’) st rovnaké, ak V = V' H =
H . e=¢.
Orientované grafy budeme znézortiovat aj graficky a to takymto sposobom: vrcholy

orientovaného grafu GG znazornime ako body roviny, ktoré ozna¢ime rovnako ako samotné
vrcholy. Nech & je orientovana hrana s krajnymi vrcholmi a, b. Potom orientovant hranu

b

OBR. 1

h s poc¢iato¢nym vrcholom a a koncovym b znazornime ako ¢iaru spajajucu body a, b so
sipkou pri koncovom vrchole b (obr. 1). Takto vytvoreny objekt budeme nazyvat diagram

orientovaného grafu G. Casto vSak namiesto ,diagram grafu G budeme hovorif iba
ygraf G«.

PozNAMKA 1.8. Tu sa budeme zaoberat iba orientovanymi grafmi, preto slovo orien-
tovany budeme casto vynechévat.

PrIKLAD 1.38. Diagram orientovaného grafu z prikladu 1.37 je na obr. 2. |

DEFINicIA 1.28. Ak hrana h orientovaného grafu G inciduje s dvoma réznymi vr-
cholmi, nazyva sa orientovana linka a ak inciduje len s jednym vrcholom, nazyva sa
orientovand slucka.
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OBR. 2
PRIKLAD 1.39. V grafe G (obr. 2) hrany hy, ho, hs, ha, hs st linky a hrana hg je slucka.

DEFINicIA 1.29. Ndsobnostou orientovanej hrany so zaciatoéniym vrcholom
u a koncovygm vrcholom v v orientovanom grafe G nazyvame pocet orientovanych hran,
ktorych za¢iatoény vrchol je u a koncovy je v. Toto ¢islo budeme oznacovat m(u,v).

Orientovany graf nazyvame jednoduchy (tiez prosty) orientovany graf, ak pre
kazdé dva jeho vrcholy w,v je m(u,v) < 1. Orientovany graf, ktory nie je jednoduchy sa
nazyva orientovany multigraf.

OBR. 3

Jednoduché grafy, presnejsie ich diagramy, nam umoznuja grafické znazornenie binar-
nych relacii na mnozine. Deje sa to takto:

Nech A je mnozina a ¢ C A X A je binarna reldcia na mnozine A. Definujme graf
G = (A,o0,e), ktorého vrcholmi st prvky mnoziny A, hranami s usporiadané dvojice
patriace do relécie o a incidenciou je zobrazenie e : 0 — A X A, e(z,y) = (z,y). Graf
G = (A, 0,e) sa nazyva orientovany graf bindrnej relicie o.

PRIKLAD 1.40. Na mnozine A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} je definovana relacia
o= {(x,y) € A% x| y}. Orientovany graf relacie o (presnejsie jeho diagram) je na obr. 3.

|

Vsimnime si diagramy grafov G, Gy a G5 na obr. 4. Grafy G a G5 st rovnaké (maji
rovnaké mnoziny vrcholov, mnoZiny hran a tiez incidencie). Grafy G; a G3 st rozne. Ale
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ked porovname ich diagramy (G na obr. 4a resp. 4b, lebo G; = G2 a G3 na obr. 4c),

h 1
a ! b
8 81 \83
d s c 4 23 3
a) c)

OBR. 4

vidime, ze medzi tymito grafmi nie je podstatny rozdiel, lisia sa iba v pomenovani vrcholov
a hran. Takéto grafy budeme nazyvat izomorfné.
Presna definicia je takato:

DEFINICIA 1.30. Orientované grafy G = (V, H,e),G' = (V', H',¢') sa nazyvaju izo-
morfné, ak existuju bijektivne zobrazenia ¢ : V — V' 1 : H — H' také, Ze pre kazda
hranu h € H plati: ak e(h) = (u,v), tak €' (¥ (h)) = (p(u), ¢(v)) (obr. 5).

G G’
—>

OBR. 5

VETA 1.6. Nech G = (V,H,e),G' = (V',H',€') st jednoduché orientované grafy.
Potom nasledujice tvrdenia su ekvivalentné:
(a) G a G’ st izomorfné.
(b) Existuje bijekcia ¢ : V' — V" tak, ze pre vSetky u,v € V plati: u je zac¢iatotny a v
koncovy vrchol jednej hrany prave vtedy, ked ¢(u) je zaciatoény a ¢(v) koncovy
vrchol jednej hrany.

Dokaz. Priamo z definicie izomorfizmu grafov je zrejmé, Ze z (a) vyplyva (b). Doka-
zeme, ze z (b) vyplyva (a). Nech teda ¢ : V' — V' je bijekcia spliiujica podmienku: u
je zaciato¢ény a v koncovy vrchol jednej hrany v grafe G prave vtedy, ked ¢(u) je zacia-
toény a p(v) koncovy vrchol jednej hrany v grafe G’. Uvedend vlastnost zobrazenia ¢ nam
umozinuje definovat zobrazenie 1) medzi mnozinami hréan grafov G a G’ tymto sposobom:

Y:H— H' (h) =1, pricom plati: ak e(h) = (u,v), tak ¢'(h") = (p(u), p(v))

Kedze ¢ je bijekcia a h je hrana v G préave vtedy, ked I’ je hrana v G', je 1 tiez bijekcia.
O

Predchadzajicu vetu je mozné zovSeobecnit aj pre multigrafy.
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VETA 1.7. Orientované grafy G = (V, H,e),G' = (V', H', ¢’) st izomorfné prave vtedy,
ked existuje bijekcia ¢ : V' — V'’ a pre kazdé vrcholy u,v orientovaného grafu G je
m(u,v) = m(p(u), p(v)).

Dokaz. Nech teda orientované grafy G a G’ st izomorfné. To znamen4, Ze existuju také
bijekcie ¢ : V. — V', ¢ : H — H’, 7e pre kazda hranu h € H plati: ak e(h) = (z,v),
tak €' (¢(h)) = (¢(x),¢(y)). Nech u,v € V a m(u,v) = k. Ak k = 0, znamena to, Ze
v grafe G neexistuje hrana so zaciato¢nym vrcholom u a koncovym v. Potom ani v grafe
G’ neexistuje hrana so zaciatoénym vrcholom (u) a koncovym ¢(v), v opacnom pripade
by 1 nebola bijekcia. Ak k£ > 1, tak existuje k orientovanych hran hq, ..., h;, pre ktoré je

e(h;) = (u,v), i€ {1,...,k}.
Vzhladom na to, Ze
e' (¥ (i) = (¢(u),o(v)), prei € {1,... k}
a 1 je bijekcia, je m(p(u), p(v)) = k.

Dokéazeme opac¢ni implikaciu. Nech teda existuje bijekcia ¢ : V' — V’ tak, Ze pre vSetky
x,y € V je m(z,y) = m(e(x),¢(y)). Nech u je zaciatony a v koncovy vrchol niektorej
orientovanej hrany grafu G a nech m(u,v) = k > 1. Existuje teda préve k orientovanych
hrén hy, . .., hy so zac¢iatoénym vrcholom u a koncovym v. Kedze m(p(u), o(v)) = m(u,v),

existuje v grafe G’ k orientovanych hréan g, ..., g; so zaciatoénym vrcholom ¢(u) a kon-
covym ¢(v). To ndm umoznuje definovat zobrazenie ¢ takto:

v:H— H, ¢h)=g preie{l,.... k}.

Lahko sa ukaze (prenechdvame to Citatelovi), Ze v je bijektivne zobrazenie a Ze zobrazenia
© a 1 zachovavaju incidenciu. Grafy G a G’ st teda izomorfné. O

DEFINICIA 1.31. Orientovany graf G’ = (V' H', ¢’) sa nazyva podgraf orientovaného
grafu G = (V,H,e), ak V! C V, H C H, a € je ziiZenim incidencie ¢ na mnozinu hrén
H', t.j. pre kazda hranu h € H' je €/(h) = e(h).

PRIKLAD 1.41. Na obr. 6b, 6¢ st podgrafy grafu G, ktorého diagram je na obr. 6a. B

]’lz b h3
ae ;x ax< xb
h6 h4 h6
® de >0
c I c
a) b) C)
OBR. 6

DEFINICIA 1.32. Nech G = (V, H,e) je orientovany graf, V' C V, V' # (). Podgraf
G (V') orientovaného grafu G, ktorého mnozina vrcholov je V' a mnozina hrén H' je
urcenéd vlastnostouw: ak u,v € V' tak H' obsahuje vSetky hrany z H, ktoré inciduju
s oboma vrcholmi u, v, sa nazyva indukovany podgraf.
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PRIKLAD 1.42. Nech G je graf z obr. 6a, V' = {a,b, c}. Indukovany podgraf G(V")
grafu G je na obr. 7. |

OBR. 7

DEFINiCIA 1.33. Nech u, v st vrcholy orientovaného grafu G, k € N. Orientovanym
sledom dlzky k z vrchola u do vrchola v nazjvame postupnost

Vo, hl, U1, hg, V2y...,Uk_1, hk, Vg,
kde
1. vg, v1, ..., v st vrcholy orientovaného grafu G,
2. hy, ..., hg st hrany orientovaného grafu G,
3.prei € {1,...,k} je v,y zaCiatoCny a v; koncovy vrchol hrany h;,

4. vg=u, v, = 0.
Vrchol u sa nazyva zaciatoény a vrchol v koncovy vrchol tohto sledu.

PRIKLAD 1.43. V grafe z obr. 6a je
a,hi,a,hy, b, hs,d orientovanym sledom z vrcholu a do vrcholu d dizky 3,
a,ha, b, hs,d  orientovanym sledom z vrcholu a do vrcholu d dizky 2,
a,hi,a orientovanym sledom z vrcholu a do vrcholu a dizky 1,
a orientovanym sledom z vrcholu a do vrcholu a dizky 0.

DEFINiCIA 1.34. Orientovany sled, v ktorom sa kazda hrana grafu vyskytuje najviac
raz, sa nazyva orientovany tah.

Orientovany sled, v ktorom sa kazdy vrchol grafu vyskytuje najviac raz, sa nazyva
orientovand cesta.

DEFINiCIA 1.35. Graf G = (V, H, e) sa nazyva silne suvisly graf, ak pre kazdé dva
vrcholy u,v € V existuje orientovany sled z vrchola v do vrchola v.

DEeFINiCIA 1.36. Podgraf F' grafu G sa nazyva silne suvisly komponent grafu G,
ak plati:
1. F je indukovany podgraf grafu G.
2. F je silne suvisly graf.
3. Ak I’ # F je taky podgraf grafu GG, ze F' je jeho podgrafom, tak F’ uz nie je
silne stvislym grafom.

V aplikaciach casto k adekvatnemu opisu Studovaného systému nestaci orientovany
graf, ale je potrebné k hranadm a vrcholom pripisat nejaké tdaje (najcastejsie ¢iselné
hodnoty). Graf, ktorého hrany a (alebo) vrcholy st oznaené ¢iselnymi (alebo inymi)
hodnotami, sa nazyva ohodnoteny graf.






KAPITOLA 2

Booleovské funkcie

V Gvode sme sa stretli s pravdivostnymi ohodnoteniami vyrokovych foriem, c¢o su
funkcie, ktoré zobrazuju prvky mnoziny {0, 1} do mnoziny {0, 1}. Takymito funkciami sa
budeme v tejto kapitole podrobnejsie zaoberat. Dohodnime sa, ze dalej budeme pouzivat
oznacenie B = {0, 1}.

1. Booleovské funkcie a booleovské vyrazy

DEFINicIA 2.1. Kazd4 funkcia f : B™ — B, n € NT sa nazyva booleovskd (tiez
logicka) funkcia n premennych.

DOHODA. Ako premenné v booleovskych funkcidch budeme pouzivat z,y, z, u, v, resp.
tieto premenné s indexami.

Funkcie jednej premennej st uvedené v tab. 1.

TABULKA 1. Booleovské funkcie jednej premenne;j

z | fi(x) | fa(z) | f3(2) | falz)
0 0 1
1 0 1

Existuji aj dalsie booleovské funkcie jednej premennej? Ak by sme cheeli do tabulky 1
pridat dalgiu funkeiu, t.j. vlozif do tabulky dalsi stipec nil a jednotiek, zistime, Ze je rovny
niektorému z predchadzajicich styroch stipcov. Znamena to, Ze booleovské funkcie jednej
premennej su iba Styri.

Kolko existuje booleovskych funkcii dvoch premennych? Zapisme tieto funkcie do ta-
bulky. Kedze defini¢ny obor booleovskej funkcie dvoch premennych mé Styri prvky, bude
mat tabulka (okrem hlavicky) Styri riadky. Funkcii bude tolko, kolko existuje roznych
stlpcov ntl a jednotiek. V kazdom riadku je jedna z dvoch hodnét 0, 1, preto moZzeme
vytvorit 2-2-2-2 = 24 = 22° = 16 roznych booleovskych funkeii dvoch premenngch.
Uvadzame ich v tab. 2.

VETA 2.1. Booleovskych funkcii n premennych je 22".

Dokaz. Pocet vsetkych n-tic prvkov z mnoziny B je 2. Aby sme definovali booleovski
funkciu n premennych, musime pre kazda z tychto 2™ n-tic zvolit jednu funkéni hodnotu
z dvoch prvkov mnoziny B. Kazda takato funkcia je teda urcena 2"-ticou nil a jednotiek

a tych je mozné vytvorit 2-2-...-2 = 22", O
2n
PozNAMKA 2.1. Takéto st pocéty booleovskych funkeii pre niektoré hodnoty n:
n=1 2% =922=4 n=4, 22" =216—65536
n=2 22=2"=16 n="5 2% =2% =4 20497 x 10°
n=3, 22°=928%=2956 n =10, 22° =2102¢ =1 7976931348 x 1038

25
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TABULKA 2. Booleovské funkcie dvoch premennych

(x,y) || fs(z,y) | folz,y) | frlz,y) | fe(z,y) | fo(z,y) | fro(z,y) | fuulz,y) | fr2(z,y)
(0,0) 0 0 0 0 1 0 0 0
(0,1) 0 0 0 1 0 0 1 1
(1,0) 0 0 1 0 0 1 0 1
(1,1) 0 1 0 0 0 1 1 0
(z,y) || fis(z,y) | fraz,y) | fis(@,y) | fre(z,y) | fre(z,y) | fis(@,y) | fis(z,y) | faolz,y)
(0,0) 1 1 1 0 1 1 1 1
(0,1) 0 0 1 1 0 1 1 1
(1,0) 0 1 0 1 1 0 1 1
(1,1) 1 0 0 1 1 1 0 1

Kazdé booleovska funkcia n premennych je n-arnou operaciou na mnozine B. VSim-
nime si $pecidlne jednu undrnu — f3 (tab. 1) a dve binérne — fg, fi6 (tab. 2). Ak porovname
tabulky tychto funkcii a pravdivostné tabulky vyrokovych formil p, pA g, pV q, zistime, Ze
pravdivostnymi ohodnoteniami tychto formil v danom poradi st funkcie f3, fg, fi6, Cize

phz—)(.f) = f3('x>7 php/\q(xa y) = fﬁ(x7y)> php\/q(xa y) = f16<377y)-

DEFINICIA 2.2. Logickym stctom nazyvame bindrnu operaciu na mnozine B, ktora
oznacCujeme + a definujeme takto:

z+y = fis(z,y).

Logickym sicéinom nazyvame binarnu operaciu na mnozine B, ktora oznacujeme -
a definujeme takto:

r-y= f6($7y>'

Negaciou (alebo komplementom) nazyvame unarnu operaciu na mnozine B, ktort
oznacujeme ~ a definujeme takto:

Z tabuliek funkcii fg a fi6 vidiet, Ze
0+0=004+1=1,140=114+1=1,
0-:0=0,0-1=0,1-0=0, 1-1=1,

¢o mozeme zapisat aj pomocou Cayleyho multiplika¢nych tabuliek, ktoré v tomto pripade
maju tvar:

—_ O
O OO
— O

+10 1
010 1
11 1

Z tabulky funkcie f3 zase zistime, Ze

0=1, 1=0.
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PozNAMKA 2.2. Mnozinu B spolu s bindrnymi operaciami logicky sucet, logicky sucin

a unarnou operaciou negacia nazyvame Booleova algebra.

27

Prave definované operacie nam umoziiuji zapisat mnohé booleovské funkcie Sikovnej-

§im sposobom nez st tabulky, napr. fi7(x,y) = x + (T - 7). O platnosti tejto rovnosti sa

Tahko presvedéime

VETA 2.2. Pre kazdé x,y, z € B plati

1. v4+y=y+=x Yy=y-x komutativne zakony

2. (z4+y)+z=z+(y+=2) (w y)-z=x-(y-2) asociativne zdkony

3. (x+y)-z=(@-2)+W-2) (x-y)+2=(x+2)-(y+2) distributivne zdkony

4. v+y=7T-7y Ty=T+7Yy de Morganove zakony

5. *+r==x rT-r== zékony idempotentnosti

6. r+7T=1 x-T=0 zékony komplementarnosti
7. T=zx zékon involucie

8. x4+ (z-y) = r-(rv+y) ==z zékony absorpcie

9. z4+0=2 r-l=x zakony identity

10, z24+1=1 x-0=0 zdkon jednotkového scitovania a

nulového nasobenia

Dokaz. Dokéazeme napr. vlastnost « 4 (z - y) = x. Ostatné vlastnosti sa daji dokazat
analogicky. Oznacme L(z,y) =z + (z - y) a P(z,y) = z. Potom

L(0,0)=0+(0-0)=0+0=0=P(0, 0)

P(0, 1
(1,0
(1,1

L(0,1)=04+(0-1)=040=0=
(1m_1+u,m_1+0:1_P
L(L)=1+(1-1)=141=1=P

O

Z tabuliek operacii logického suctu a stéinu priamo vidiet, Ze plati nasledujice tvrde-

nie.

VETA 2.3. Pre kazdé x,y € B plati

r+y=1 & z=1Vvy=1
r+y=0 & z=0ANy=0
ry=1 & z=1ANy=1
r-y=0 & z=0Vy=0

0J

Ozna¢me F,, mnozinu vsSetkych booleovskych funkcii n premennych. Na mnozine F;,
definujme operacie stcet, suéin a negaciu, ktoré budeme oznacovat v poradi +

DEFINicIA 2.3. Nech f, g : B* — B st booleovské funkcie, potom
suctom booleovskych funkcit f,g nazyvame funkciu

f+9g:B"—=B, (f+9)(z1,...,2,) = f(x1,...,20) + g(1,. .., 20),
sucinom booleovskych funkcit f, g nazyvame funkciu
frg:B" =B, (f-g)(@1,. . x0) = f(@r,- o wn) - glan, . am),

negaciou funkcze f nazyvame funkciu

f Bn—>B f(l’l,.. JTn)

:f(J?l,...

L)
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PRIKLAD 2.1. f(z,y,2) = 2+ (y - 2), g(x,y,2) = y + z st booleovské funkcie troch
premennych. Aky je predpis funkcie h = f-¢?

Riesenie. h(ZE,y,Z) = (? ’ g)([E,y,Z) = ?(ZE’?%Z) ) g([E,y,Z) = f(ZL',y,Z) ) g([E,y,Z) =
=x+(y-2) (y+2)

POzZNAMKA 2.3.

1. Vlastnosti z vety 2.2 zostana v platnosti aj v pripade, keby x, ¥, z boli booleovské
funkcie n premennych. Mnozina F, spolu s prave definovanymi operaciami suctu, sucinu a
negéacie je tiez Booleova algebra. (Booleovu algebru by sme mohli definovat ako lubovolni
mnozinu B, na ktorej st definované operacie +, -, ~ tak, Ze su splnené vlastnosti vety 2.2.)

2. V kazdej Booleovej algebre plati princip duality: Ak v pravdivom tvrdeni zme-
nime + na -, 0 na 1 a naopak, dostaneme opif pravdivé tvrdenie. Overte si, Ze je tento
princip splneny vo vsetkych desiatich vlastnostiach vety 2.2.

Podla zakona absorpcie st funkcie dvoch premennych f(x,y) = z, g(x,y) = 2+ (2 - y)
rovnaké, aj ked vyrazy x, = + (x - y), pokial sa ne pozerdme ako na postupnosti znakov,
su rozne. Vidime, Ze niektoré funkcie sa daju vyjadrif viacerymi vyrazmi vytvorenymi
z premennych, znakov operacii +, -,” a zatvoriek. Na druhej strane sa vynara otazka, ¢i
je mozné pomocou takychto vyrazov vyjadrif kazdu booleovski funkciu. Podme sa tymito
vyrazmi zaoberat podrobnejsie.

DEFINiCIA 2.4. Booleovsky vyraz (kratko B-vyraz) n premennych xi,...,x, je
slovo nad abecedou {+,-,7,(,),0,1,xy,...,x,} definované takto:
(1) 1,...,2,,0,1 st booleovské vyrazy.
(2) Ak U,V st booleovské vyrazy, tak aj U, (U + V), (U - V) st booleovské vyrazy.
(3) Iné slova nie st booleovské vyrazy.

DOHODA.

(1) V samostatne stojacom B-vyraze vynechavame vonkajsie zatvorky.
(2) Princip priority ,- pred +“: z - y + z znamena (x - y) + 2.
(3) Znak logického st¢inu budeme ¢asto vynechévat, teda namiesto x-y budeme pisat
xy.
(4) B-vyraz U n premennych x1,...,z, ozna¢ujeme aj U(z1,...,x,).
Poznamenajme, ze body 1 a 2 tejto dohody st analogické ako v dohode o formulach.

PRIKLAD 2.2.
(1) Premenné z,y, z su B-vyrazy.
(2) v+ y,zy,yz, zZT st B-vyrazy.
(3) (x 4+ y)z,xyz, yz + x st B-vyrazy.
(4) 4+ y + 4=z nie je B-vyraz. [ |

PozNAMKA 2.4. KedZe B -vyrazy su slova, tak rovnost B -vyrazov je rovnost slov, ¢ize
dva B-vyrazy st rovnaké, ak maji rovnaky pocet pismen a rovnaké prvé pismené, atd.,
rovnaké posledné pismend. Napriklad nerovnaju sa B-vyrazy (z + y)z, xz + yz. Pritom,
ako Tahko zistime z tabuliek, ako booleovské funkcie st rovnaké. Preto je vzdy potrebné
vediet, ¢i ide o B-vyraz, alebo booleovskt funkciu.

Kazdy B-vyraz U(xy,...,x,) uréuje jednoznacne booleovski funkciu. Jej hodnotu
v bode (A1, ..., 0,) € B" uréime tak, Ze za premenné x4, . .., z,, dosadime prvky gy, ..., 3,
a vykondme uvedené operacie s tymito prvkami. Tato funkciu mozeme oznacit takisto
U(zy,...,x,). Ak v8ak chceme, aby bolo priamo z oznadenia vidiet, Ze je to funkcia uréena
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B-vyrazom U, pouzijeme oznacenie fy resp. fy(zi,...,x,). Tiez hovorime, ze B -vgraz
U(zy,...,x,) reprezentuje funkciu fy(zi,...,z,).

PRIKLAD 2.3. B-vyraz U(z,y, z) = (x +7)z uréuje funkciu fy(z,y,z) = (x +7)z. Jej
hodnota v bode (0,0,1) je f7(0,0,1)=(0+0)-1=(0+1)-1=1. |

DEFINICIA 2.5. B-vyrazy U(zy,2a,...,2,), V(21,22,...,2,) sa nazyvaju ekviva-
lentné, ak urcuju rovnaka booleovsku funkciu. Oznac¢ujeme to

U=V, resp. U(xy,22,...,2,) 2 V(x1,29,...,2,).
PozNAMKA 2.5. Predchéadzajucu definiciu moZeme strucne zapisat takto:
U=V e fu=fr
PRIKLAD 2.4. Dokazte, ze zz + yz = (x + y) 2.

Riesenie. Vytvorme tabulky funkcii uréenych tymito B-vyrazmi (tab. 3). [ |

TABULKA 3. Tabulka funkcii z prikladu 2.4

Ty, z |z |yz | zz+yz | e+y | (x+y)z
0,0,0] 010 0 0 0
0,0,1101]0 0 0 0
0,1,0][ 0] 0 0 1 0
0,1,1] 0 | 1 1 1 1
1,0,0[{ 0|0 0 1 0
,0,1| 10| 1 1 1
,1,0 00| o 1 0
,1,1] 111 1 1 1

PRIKLAD 2.5. Dokézte, ze pre B-vyrazy plati

RieSenie. Staci ukazat, Ze B-vyrazy v +vy, T.y a B-vyrazy y, T + 7 uréuju rovnaké
booleovské funkcie. Vidime to z nasledujtcej spolocnej tab. 4. |

TABULKA 4. Tabulka funkcii z prikladu 2.5

Ty | T, Y| THY|TY|T+Y |2y | Ty |z +y
0,0[1,1| 1 1 0 0[O0 0
0,1(1,0] 1 0 0 0|1 1
1,0[0,1| 1 0 0 01 1
1,1/0,0| 0 0 1 1|1 1

VETA 2.4. (Tabulka ekvivalencii B-vyrazov.) Nech U, V, W st B-vyrazy s premennymi
x1,To,...,T,. Potom plati:
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El. U+V=V+U uv=vUu komutativne zdkony
E2. U+V)+W=ZU+V+W)UV)W=ZUVW) asociativne zdkony
E3. (U+V)W=UW+VW UV +W = (U+ W)(V + W)distributivne zédkony
E4. U+V UV uv=U+V de Morganove zakony
E5. U4+U=U vu=U zékony idempotentnosti
E6. U+U UU =0 zakony komplementarnosti
E7. U=U zakon involicie

E8. U+ (UV)=U Uvu+Vv)=U zékon absorpcie (pohltenia)
E9. U+0=U U-1=U zékony identity

E10.U +1= U-0=0 zékony jednotkového scito-

vania a nulového nasobenia

Dokaz. fuiv = fu+ fv = fv + fu = fviv. Z toho vyplyva U +V =2 V + U. Ostatné
vlastnosti sa dokazu podobne. O

VETA 2.5. (zdkony stability) Pre kazdé B-vyrazy U, V, W plati: ak U = V| tak
U+W=V+W
UW = VW
U=V

Dokaz. B-vyrazy U,V sa ekvivalentné, preto nimi urc¢ené booleovské funkcie st rov-
naké, t.j. fu = fi. Potom

Josw = fu+ fw = fv + fw = fvaw
fow = folw = frfw = fow
fe=lv==I

odkial uz vyplyva tvrdenie vety. O

DoOHODA. Dohodneme sa na dal$ich zjednoduseniach pri zapise B-vyrazov.

1. Nebudeme rozlisovat medzi B-vyrazmi U + V', V + U a tiez medzi UV, VU.

2. B-vyrazy (U+V)+ W, U+ (V + W) budeme povaZovat za rovnaké a miesto nich
budeme pisat U + V + W. Podobne namiesto (UV)W ¢ U(VW) budeme pisat UVIV.

3. Za rovnaké budeme povazovat aj B-vyrazy 1-U, 04+ U, U, tiez 1+ U, 1 a tiez 0- U,
0.

PRIKLAD 2.6. Napiste B-vyraz xyzu + xyzu + xjzu pomocou najviac 5 vyskytov
pismen z,vy, 2, u.

Riesenze.
E5 E1 E3,E1
TYzZU + YU + TYzu = Tyzu 4 cY2U + TYU + cYzUu = YU + TYRU + TYZU 4+ YU =
E6 E3,E1
= ryz(u+a) +rzu(y+79) = aoyz+rzu = xz(y +u). |
DEFINiCIA 2.6. Nech f: B" — B. Prvok (a4, ...,q,) € B" sa nazyva

jednotkovy bod funkcie f, ak f(ay,...,ap) =1,
nulovy bod funkcie f, ak f(ai,...,a,) =0.

Mnozinu vSetkych jednotkovych resp. nulovych bodov funkcie f budeme oznacovat J(f)
resp. N(f). Tieto pojmy budeme vzfahovat aj na B-vyrazy, ktorymi je funkcia f uréena.

VETA 2.6. Nech f, g st booleovské funkcie n premennych. Potom
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(1) f=g & J(f)=J(9) f=9 & N(f)=N(9g),
(2) J(f +9)=J()UJ(9), N(f+g) = N(f)NNg),
3) J(f-9)=J(f)NJI(g), N(f-g9) = N(f)UN(g),
4) J(f)=N(), N(f)=J(f).

Dokaz.

(1) Tvrdenie vyplyva z toho, ze kazdy bod defini¢ného oboru booleovskej funkcie je
bud jednotkovy alebo nulovy.

(2) Z vlastnosti

fxe, .y zn) +9(x1,..yzn) =1 f(or,...,20) =1V g(xy,...,2,) =1

vyplyva J(f +g) = J(f) U J(g).
(3) Z vlastnosti

[y, yzn) - g(z, oo xy) =14 f(oy,...,xn) = 1A g(21,.. ., 2,) =1

vyplyva J(f - g) = J(f) N J(g).
(4) Z vlastnosti

F, . a) =15 f(zy,...,2,) =0
vyplyva J(f) = N(f).

Tvrdenia o nulovych bodoch sa dokazuju analogicky. O
PRIKLAD 2.7. Uréte mnozinu vSetkych jednotkovych bodov funkcie

fz,y,z,u) = zy + TZu + yzu.

Riesenie. Funkcia f je suc¢tom troch funkcii

fl(x7 Y, =, U) =Ty, fg(llf, Y, z, U) = fzu) fS(l'a Y, z, U) = yZﬂa
preto J(f) = J(f1)UJ(f2) UJ(f3). Z vlastnosti: su¢in prvkov z B sa rovna 1 prave vtedy,
ked kazdy prvok sa rovna 1, vyplyva

J(fl) = {(1, 1,0, 0), (1, 1,0, 1), (1, 1,1, O) (1, 1,1, 1)}
J( f2) = {(07 0,0, 1)? (Oa L0, 1)}:
J( fg) = {(O, 1,1, O), (1, 1,1, 0)}

Potom

J(f)=1{(0,0,0,1),(0,1,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,1),(1,1,0,0),(1,1,0,1),(1,1,1,0) }.

1.1. Uplna normalna disjunktivna a konjunktivna forma.

DEerINicIA 2.7. Elementarnym sucinovgm élenom (elementdarnym sicéinom)
n premennych x1,xs, ..., T, nazyvame B-vyraz
S(1, T2,y Tn) = Y1Y2 - - - Yn,
kde y; € {z;,7;}, prei € {1,2,...,n}.
PrIKLAD 2.8. Elementarne sucinové ¢leny 2 premennych st 4. Sa to: zy, Ty, 2y, TY.

Elementarnym stcinovym c¢lenom nie je 7y. Elementarnych stc¢inovych ¢lenov 3 premen-
nych je 8. Su to: zyz, Tyz, xyz, xYzZ, TYZ, TYZ, TYZ, TY 2. |
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VETA 2.7. Jednotkové body kazdych dvoch roznych elementarnych stac¢inovych ¢lenov
su rozne.

Dokaz. Nech

Uy, T2, ...,&n) = Uslsg . . . Up, w; € {x;, 7},
V(zy, @9, ..., Tyn) = V10g. .. Up, v; € {z;,T;}
st rozne elementarne stcinové ¢leny. Kedze st rozne, tak pre niektoré k € {1,2,...,n}

Up = Tp, Uy = Ty alebo u, = Ty, v; = x1. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat,
ze nastal prvy pripad. Potom pre k-té zlozky (i, v jednotkovych bodov ¢lenov v poradi
U,V plati 8, = 1,v, = 0. To vSak znamena, ze tieto jednotkové body st rozne. O

Je zrejmé, ze pocet réznych elementarnych sic¢inovych ¢lenov s n premennymi je 2".
Kazdy elementarny sucinovy ¢len ma prave jeden jednotkovy bod, ktory ho teda jedno-
znacne charakterizuje.

Kazdej n-tici (ji1,j2,---,Jn) € {0,1}" moézeme jednoznacne priradif nezdporné celé
¢islo j = j1.2" 14 5.27 2 oo 5128+ 5,.20, 0 < j < 2" — 1. Ale aj naopak kazdému
celému ¢islu j, 0 < j < 2" — 1 je jednozna¢ne priradené n-tica (ji,j2,...,jn) taka, ze
J=2" 52" e 1 28 4 .20

DEFINiCIA 2.8. Nech (j1, ja, - - -, jn) € B™ je jednotkovy bod elementarneho stcinového
¢lena anech j = 71.27 145,272 4. .44, 1.2 +4,.29. Potom tento stc¢inovy ¢len budeme
oznacovat S, j,...in)(®1, T2, ..., ,) alebo S;(x1, 22, ..., x,) a nazyvat ho elementdrny
stucinovy élen priradeny k n-tici (j1,J2,---,Jn)-

PRrIKLAD 2.9. Ako oznacujeme elementarny sucinovy ¢len z7z7 Ktoré elementarne
stcinové ¢leny maju oznacenie Sg(z,vy, z,u) a Si5(z,y, z,u)?

Riesenie. Jednotkovy bod elementarneho stéinového ¢lena xyz je (1,0, 1). Potom
j=1224+02+1.2°=5, ateda 27z = Su0.1)(2,y, 2) = S5(z,y, 2).

6 =0.22+1.224+1.2+0.2° preto jednotkovym bodom elementarneho sti¢inového ¢lena
Se(x,y,z,u) je (0,1,1,0) a teda Sg(z,y, z,u) = Tyzu.

15=1.2%+1.22+1.2+1.2° preto (1,1,1,1) je jednotkovy bod ¢lena Si5(z,y, z,u), a
teda Si5(x,y, 2, u) = ryzu.

DEerFINicIA 2.9. Kazdy B-vyraz
2n—1

U(z1,22,...,2,) = chSj (1, 22,...,2,), kde ¢; € {0,1}
=0

nazyvame uplna normalna disjunktivna forma, v skratke UNDF.

V zépise UNDF (na zdklade dohody o zjednodusSeni pisania B-vyrazov) budeme st-
¢inové Cleny, pri ktorych je nulovy koeficient vynechévat, a nebudeme pisat koeficienty
¢, = 1. Teda napriklad 1.xy 4+ 0.7y + 1.2y + 0.7y budeme pisat v tvare zy + 7.

PRIKLAD 2.10. UNDF dvoch premennych st napr. xy, xy+Zy, Ty +2y+Zy. UNDF
troch premennych st napr. xyz, xyz + Tyz + 2yz, Tyz + 2y 2, 0. [ |

VETA 2.8. Kazdé dve rozne UNDF urcuja dve rozne booleovské funkcie.
Dokaz. Nech

2n 1

U(xr, 22, ..., 2n) = > ¢;Si(x1,22,...,2,), ¢; € B,
=0

2n 1

V(ZL‘l,ZEQ,...,l’n) = Z dij(Il,l'Q,...,In), dj €cB
j=0

J
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st dve rozne UNDF. Potom existuje k € {0,1,...,2"—1}, Ze ¢ # dg. Nech (aq, ag, ..., ay)
je jednotkovy bod elementarneho su¢inového ¢lena Sk (x4, xe,. .., x,). Potom pre funkcie
urcené B-vyrazmi U, V plati

2" —1

folog,ae,...;an) = Y ¢;Si(on,az, ... ap) = cpSk(aa, g, ..., an) = ¢,
=0
on_1

fvloa,ag, ... an) = > d;jSi(a1,ag,...,0,) = dpSk(oa, az, . .., ay) = dy.
=0

Kedze ¢, # dy, tak z toho vyplyva fi # fv. O
VETA 2.9. Kazda booleovska funkcia je urcena B-vyrazom.

Doékaz Uplnd normélna disjunktivna forma n premennjch je sti¢tom 2" elementar-
nych sucinovych ¢lenov nésobenych konstantami, ktoré mézu mat hodnotu 0 alebo 1.
Z toho vyplyva, ze UNDF n premennych je 22". Presne tolko je aj booleovskych funkeii
n premennych. Preto kazda booleovska funkcia je urcenéd niektorou UNDF. 0

DEFINICIA 2.10. Nech U(zq, 2o, ..., 2,) je UNDF a W (xy, 2o, ..., x,) je B-vyraz, taky
ze W = U. Potom U sa nazyva uplna normalna disjunktivna forma B -vyrazu W,
tiez dplna normalna disjunktivna forma funkcie fy a piSeme

UNDF(W) =U, UNDF(fy)="U.
VETA 2.10. Nech g : B" — B je booleovska funkcia n premennych. Potom
UNDF(Q) = Z g(ab ag, ... aan)S(ahag,...,an)(-rla Xy ... wxn) ==

(a1,a2,...,an)EB™
0, ak g nema jednotkovy bod

— D Sar,azan) (1, T2, ..., Ty), ak g mé jednotkovy bod
(a1,a2,...,an)€J(g)

Dokaz. Staci ukazat, Ze hodnota funkcie uréenej uvedenym B -vyrazom v Tubovolnom
bode (by,bs,...,b,) sarovna g(by, by, ..., b,). Ak si uvedomime, Ze pre elementarne suci-
nové c¢leny plati

S(al,ag,...,an)(bla b2a o 7bn) =1 (aly ag, ... aan) - (blu b2a o 7bn)7
tak

Z g(ab"'aan)S(al,...,an)(bla---vbn> ==

(a1,...,an)EB™

- 9(1717 ce 7bn)S(b1,...,bn)(b17 ce 7bn) + Z g(ala s 7an)S(a1,...,an)<b17 s 7bn) =
(al,...,an)EB”
(aty...,an)#(b1,..sbn)

=g(by,...,b)- 14+ > glay,...,a,)-0=g(by,...,by). O
(a1,...,an)EB™
(al7---7an)7£(b1,---7bn)

PRIKLAD 2.11. N&jdite iplnti normélnu disjunktivnu formu B-vyrazu

W(x,y,2) =Ty +Z + Tyz.
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Riesenie. Kedze UNDF(W) = UNDF(fiy), zostavime tabulku funkcie fy,, ktora je
urcend B-vyrazom W a ku kazdému jednotkovému bodu funkcie fy, napiseme k nemu
priradeny elementarny sucinovy clen.

vy z| fw(z,y,2)| S;
000 0
001 1 T2
010 1 TyZ
011 0
100 0
101 1 TYZ
110 0
111 1 Yz

Hladand UNDF je stctom tychto elementirnych siuc¢inovych ¢lenov:
UNDF(W) = UNDF(fw) = T7yz + Tyz + 27z + xy=.

|
Uvedieme este algoritmus, ktorym ndjdeme UNDF B-vyrazu Wz, zs,...,z,) bez
toho, aby sme konstruovali tabulku funkcie fy,. Pouzijeme pritom ekvivalencie z vety 2.4.
1. Pomocou de Morganovych zakonov zostrojime k B-vyrazu W (zy, xo, ..., x,) ekvi-
valentny B-vyraz Wi(zq,xs,...,2,), v ktorom nie je znak negicie (pruh) nad znakom
operacii + a -.
2. Pomocou distributivnych zdkonov odstranime v B-vyraze Wi(xy,zo,. .., z,) zat-
vorky. Dostaneme B-vyraz Wy(zq,xo,...,2,) ekvivalentny s Wi(z1,zs,...,x,), pricom
Wa(xy1, 2, ..., x,) bude v tvare ,suctu stcinov*.

3. Pomocou zakonov involicie, komutativnosti, asociativnosti, idempotentnosti, kom-
plementarnosti, identity, nulového néasobenia a jednotkového scitovania kazdy sc¢itanec

upravime na tvar yq,ys, . . ., Yn, kde y; € {z;,7;, 1} pre i = 1,2,...,n. Pri tpraviach mo-
zeme, ale nemusime pouzivat zdkony absorpcie. Ziskame tak B-vyraz Ws(xq, 22, ..., z,) =
WQ(ZL‘l,ZEQ, cee ,lL‘n>.

4. V kazdom séitanci B-vyrazu Wj(xy,zs, ..., x,) nahradime y; = 1 ekvivalentnym
B-vyrazom x; + T;. Dostaneme B-vyraz Wy(xy, zo, ..., x,) = Wi(21, 22, ..., Ty).

5. Pomocou distributivneho zakona odstranime v B-vyraze Wy(xy, o, ..., x,) zat-
vorky. Dostaneme B-vyraz Ws(xy,2zs,...,x,), v ktorom kazdy scitanec je elementérny

sucéinovy clen.
6. Pomocou zakona idempotentnosti zluc¢ime rovnaké elementarne stcinové cleny. Zis-
kany B-vyraz We(zy, xa, ..., x,) je uz UNDF(W).

PRIKLAD 2.12. Pomocou ekvivalentnych tprav najdite UNDF B-vyrazu

W(z,y,2) =Ty +z +Tyz.

Riesenie. W (z,y,2) =Ty + 2z +Tyz 2 Tyz + Tyz = (T +7)z + 7yz = Wi(z,y, 2)

Wiz, y,2) 2TZ2+yz + 7Yz = Wa(w,9, 2)

Wolx,y,2) Zaz4+gz+Tyz Za-1-24+1-yz+TYyz = Wi(x,y, 2)

Wi(z,y,2) = 2(y +y)z + (z + 2)yz + Tyz = Wa(z, y, 2)
(z,y,2)

Y

Wyx,y, 2) = xyz + 27z + 2yz + TYz + Tyz = Wi(2, 9, 2)
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Ws(x,y, 2) = xyz + 27z + Tyz + Tyz = UNDF (W) [ |

Dualnymi pojmami k pojmom elementarny stucinovy c¢len a iplna normalna disjunk-
tivna forma su elementarny suctovy ¢len a Gplna normalna konjunktivna forma. Strucne
uvedieme ich definicie a vlastnosti.

DEFINiCIA 2.11. Elementarnym suctovym célenom (elementarnym suctom)
n premennych xq,xs, ..., x,, nazyvame B-vyraz

T(wlax%'--,fﬂn) =1y + Y2+ -+ Yn,
kde y; € {z;,7;}, prei € {1,...,n}.

PRrIKLAD 2.13. Elementarne suctové ¢leny 2 premennych st 4. S to: x + vy, T + v,
r+7, T+7. Elementarne stc¢tové cleny troch premennych st z+y+2z, T+y+z, t+7+ 2,
T4+y+Z,T+5+2,T+Yy+Z, e +7+Z,T+HT+ 2 ]

Pocet elementarnych stactovych ¢lenov n premennych je 2™.

DEFINICIA 2.12. Nech (v4,1s,...,1,) je nulovy bod elementarneho stctového ¢lena
anech v =1,2""1 4+ 1,b2" 2+ . +1,.2° Potom tento stctovy ¢len budeme oznacovat
Tonvsywnm) (@1, 22, ..., ) alebo T, (21, x2,...,2,) a nazyvat ho elementdrny suctovy
élen priradeny k n-tici (v1,vs,...,1,).

DEerFINicIA 2.13. Kazdy B-vyraz
2" —1

Vi(xy,xe,. .., x,) = H (¢ + T, (z1,22,...,2,)), kde ¢, € {0,1}

v=0

nazyvame uplnou normalnou konjunktivnou formou, v skratke UNKF.

Nech W(xq,xs,...,z,) je B-vyraz, taky ze W = V. Potom V sa nazyva uplnd nor-
malna konjunktivna forma B -vgrazu W, tiez uplna normdlna konjunktivna
forma funkcie fyy a piSeme

UNKF(W) =V, UNKF(fw)="V.
PrIkLAD 2.14. UNKF dvoch premennych st napr.
r+y, (x+y) (T+y) T+Y), (x+y)(e+7),1
UNKF troch premennych st napr.
(rty+2)(z+7+2), T+ty+2)(@+7+2)(@+y+2)@T+y+2)(@T+y+2z). B
VETA 2.11. Nech g : B" — B je booleovska funkcia n premennych. Potom
UNKF(g) = I (g(al, az, .. ) + Loy az,..an) (T1, T2, - - . ,xn)) =

(alya29-~~:an)€Bn

1 ak g nema nulovy bod

?

Tlay,as,....00) (%1, T2, . .., ), ak g ma nulovy bod
(a1,a2,...,an)EN(g)

PRIKLAD 2.15. Najdite UNKF funkcie g(z,y, z) = Ty + Z + Tyz.

Riesenie. Zostavime tabulku hodnét funkcie g. Do dalsieho stipca tabulky zapiSeme
priradené elementarne suc¢tové ¢leny k nulovym bodom funkcie.
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zyz|g(z,y,2) T,
000 0 TH+y+z
001 1

010 1

011 0 +y
100 0 THy+
101 1

110 0 T+T+ 2
111 1

UNKF funkcie g je suc¢inom tychto ¢lenov:
UNKF(g) = (z+y+2)(a+y+2)T+y+2)(T+7+ 2).

Uvedieme este druhy spdsob — ekvivalentné tpravy B-vyrazu, ktorym je funkcia g
urcena. Algoritmus je podobny ako pre UNDF, akurat pouzivame duélne postupy:

TYz4+ Tz 2 (T+7y)z2+ 7Yz = (v +7)z + Tyz =

(4 9)2 +7)(( +7)2 +9)((@ +7)2 +72) =

( Ye+74+y)z+y)(c+7+2)(2+2) =21 (T+2) -1 (y+2)(c+7+2)
( +y+2) =2 @+0+2)0+y+2)(z+y+72) =
ZTH+yg+2)2cT+y+2)(c+7+2) =
(
(

12

+2)(z+y+2)T+y+2)(r+7+7) =
+2)(x +y+ 2)(x+7+Z) = UNKF(g) |

e 111111 1R

1.2. Normalna disjunktivna a konjunktivna forma.

V tejto Casti sa budeme zaoberat zovSeobecnenim elementarnych stcinovych (stcto-
vych) ¢lenov a uplnej normaélnej disjunktivnej (konjunktivnej) formy. Elementarny stci-
novy ¢len sme definovali ako B-vyraz

M((L’l, Lo, ... ,l‘n) =1Y1Y2...Yn, kde Y; € {ZL’Z,EZ}

Nés budu teraz zaujimat podobné B-vyrazy, len v nich niektoré y; mozeme nahradif aj
hodnotou 1 (tuto jednotku na zdklade zdkona o jednotkovom nésobeni spravidla do vy-
razu nebudeme pisat; takyto vyraz vznikne z elementarneho sti¢inového ¢lena vynechanim
niektorych premenngch).

DEeFINICIA 2.14. Sucéinovym élenom n premennych xq, ..., x, nazyvame B-vyraz
S(x1,x9, ..., Tn) = Y1Y2...Yn, kde y; € {z;,7;,1} (ak y; = 1 mdzeme tiato jednotku
v zapise st¢inového ¢lena vynechat).

PRIKLAD 2.16. Stc¢inovych ¢lenov 2 premennych z,y je 9. St to tieto sucinové Cleny:
17 x? E? y’ y? xy? fy7 x?? Ey' .

Je zrejmé, ze pocet roznych sucinovych ¢lenov n premennych x,xs,...,x, je prave
3". Mozeme ich teda odcislovat ¢islami od 1 po 3". Predpokladajme, Ze sme jedno pevné
oCislovanie Sy (1, xa,...,2y), ..., S3n (21, T2, ..., x,) uz zvolili.
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DEeFINiCIA 2.15. Kazdy B-vyraz
gn
U(zy,x9,...,2,) = ZCkSk(J’Jl,I'Q, .., Ty), kde ¢ € B,
k=1
nazyvame normalna disjunktivna forma, v skratke NDF.
Ak V(zq,29,...,2,) je B-vyraz a U(zy,xe,...,2,) je NDF, ktora je ekvivalentna
s V(x1,29,...,2,), budeme hovorit, ze U(zxy,xs,...,2,) je normdlna disjunktivna
forma B -vyrazu V(xy,29,...,1,) a pisat NDF(V) = U.
Ak booleovska funkcia f : B" — B je urend normalnou disjunktivnou formou
U(xy,xa,...,2,), tak U(zy, 29, ..., 2,) budeme nazyvat normadlna disjunktivna for-
ma booleovskej funkcie f: B" — B a budeme pisat NDF(f) = U.

V zapise normalnej disjunktivnej formy budeme sucinové ¢leny, pri ktorych stoji nulovy
koeficient, vynechavat a nebudeme pisat jednotkové koeficienty. Teda napriklad 0.1 +
0.xz+1.7T4+0.y+0.7+ 1.2y +0.Zy + 0.2y + 0.T7y budeme strucnejsie pisat v tvare
T + xy. VSeobecne, ak

gn
U(zy,xo,...,xy) = Z ckSkp(T1, T2, ..., Ty)

k=1

je NDF a m je pocet tych koeficientov ¢, ktoré sa rovnaju 1, tak tie sucinové ¢leny, pri
ktorych stoja jednotkové koeficienty, teraz nanovo ocislujeme od 1 az po m a dani NDF
budeme pisat v tvare

m
Uz, x9,...,2,) = ZSk(xl,:rg,...,xn)
k=1

Pretoze kazdy elementarny sucinovy clen je aj sic¢inovym ¢lenom, je UNDF B-vyrazu
aj NDF tohto B-vyrazu. Je preto pravdivé tvrdenie, Ze kazda booleovskt funkciu mozeme
urcit pomocou NDF. Tato reprezentécia, prirodzene, uz nie je jednoznac¢né, lebo napriklad
pre kazdé (z,y) € B* je f(z,y) =Ty +x =y + .

DEFINICIA 2.16. Sdcétovym élenom n premennych x4, 2o, . .., x, nazyvame B-vyraz
T(x1, 22, ... &) =Y1+ Y2+ ... +Yn, kde y; € {x;,T;,0} prei € {1,...,n}.

PRIKLAD 2.17. Stc¢tovych ¢lenov 2 premennych x,y je 9. St to tieto suctové ¢leny: 0,
T, Y Y, rty, T+y r+Y, T+Y. u

Podobne, ako stc¢inovych, tak aj suctovych ¢lenov n premennych je prave 3". Predpo-
kladajme, Ze sme tieto stuctové ¢leny pevne ocislovali:

Ti(x1,@0, ... %), ..., Tan (21, T2, . .., Ty).

Potom, podobne ako sme definovali NDF, mozeme definovat aj normalnu konjunktivnu
formu.
DEeFINicIA 2.17. Kazdy B-vyraz

3”
Ulxy,x9,...,2,) = H(Ck + Ty (z1, %2, ..., 2y)), kde ¢ € B,

k=1

nazyvame normalna konjunktivna forma, skratene NKF.
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Analogicky, ako pre NDF, sa definuji pojmy normalna konjunktivna forma B -
vyrazu a normdadlna konjunktivna forma booleovskej funkcie. Opif plati, ze kazdé
booleovska funkcia sa dé uréif pomocou normaélnej konjunktivnej formy.

Tak ako pre NDF aj pre NKF budeme pouzivat skrateny zapis: Nech m je pocet ko-
eficientov ¢, ktoré sa rovnaju 0. Tie stuctové ¢leny, pri ktorych st tieto nulové koeficienty,
nanovo ocislujeme od 1 az po m a dani NKF budeme pisat v tvare

m
U(.Tl,l'g, Ce 73371) = HTk(xl,xg, Ce ,.I'n).
k=1

PRIKLAD 2.18. Ukazte, ze U(z,y,2) = TZ + a2y + 9z, V(x,y,2) = TY + yZ + xz st
NDF tej istej booleovskej funkcie.

Riesenie. Staci ukazat, ze B-vyrazy U a V st ekvivalentné:

Ulr,y,2) =TZ+2y+72 =T(y+9)Z +2y(z + 2) + (x + T)yz =

3.
TYZ+ T

[y

5. 4. 6. 2.
Z+ayz+ayz +ayz +Tyz = (
TYZ+2)+ (@ +x)yz+x(y +7)z

~

yz) + (Tyz + zyz) + (2yz + 2yz) =
TYy+yz +xz=V(x,y,2)

<Y

1%

1.3. Normalne disjunktivne a konjunktivne formy vyrokovych formil.

Pravdivostné ohodnotenie kazdej formuly vyrokového poctu je booleovska funkcia.
Specialne vieme, Ze

php\/q<x7 y) =T+ y7 php/\q(‘rv y) = Qiy, phﬁ('r> =T.

KedZe mnozina {V, A,”} je iplnym systémom logickych spojok, mozeme Iubovolnt vyro-
kovt formulu n premennych pq, po, ..., p, vyjadrit len pomocou tychto logickych spojok.
Ak v tejto formule prepiSeme V na +, A na - a p; na x; pre i € {1,2,...,n}, zrejme
dostaneme B-vyraz, ktory reprezentuje pravdivostné ohodnotenie tejto formuly. Z druhej
strany, kazda booleovsku funkciu f(xy1,zs,...,x,) je mozné reprezentovat B-vyrazom,
ktory neobsahuje 0 a 1. Ak v tomto B-vyraze prepiseme + na V, - na A a z; na p;
prei € {1,2,...,n}, dostaneme vyrokovii formulu, ktorej pravdivostnym ohodnotenim je
funkcia f. Z tychto uvah tiez vyplyva:

VETA 2.12. Kazda booleovska funkcia je pravdivostnym ohodnotenim niektorej vyro-
kovej formuly. O

PRIKLAD 2.19. Urcte pravdivostné ohodnotenie formuly a(p,q,7) = ((p = r)Aq) =7
pomocou B-vyrazu.

Riesenie. Najprv ndjdeme k formule a(p, ¢, ) ekvivalentnt formulu, ktora z logickych
spojok obsahuje len V, A, ™.

a(p,q,7) ~(BVr)ANg) =1~ (PVr)AgVr

Teraz mozeme pravdivostné ohodnotenie formuly a vyjadrit takto (vyrokové premenné
p, q, r nahradime v uvedenom poradi premennymi z,y, z):

Dl (.5 2) = (@ 2)9) + 2 = 0% +7 4 2
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PRIKLAD 2.20. Napiste formulu a(p, q, 7, s), ktorej pravdivostné ohodnotenie je repre-
zentované B-vyrazom U(z,y, z,u) = 1-2gu + 0-yzu + 1-zyZu.

Riesenie. Kedze U(x,y, z,u) = (zyu) + (zyZu), hladana formula je

a(p,q,r,8) = (PAGAS)V (pAGAT A s)

a tiez ktordkolvek s nou ekvivalentna formula. [ |

Normalna disjunktivna a konjunktivna forma vyrokovych formil je analégiou k pojmu
normalna disjunktivna a konjunktivna forma B-vyrazov. Vzhladom na vysSie spomenuti
pribuznost B-vyrazov a vyrokovych formul mdZeme normélnu disjunktivnu a konjunk-
tivnu formu vyrokovych formul definovat pomocou B-vyrazov.

Najprv sa dohodnime na nasledujicom oznaceni. Nech U(zy,xs,...,2,) je B-vyraz,
v ktorom sa nevyskytuja znaky 0, 1. Vyrokova formulu, ktort z neho dostaneme prepi-
som znaku + na V, znaku - na A a zdmenou booleovskych premennych x, s, ..., x, na
vyrokové premenné pi, s, ..., p,, budeme oznacovat ay(p1,p2, .., 0Pn)-

DEeFINicIA 2.18. Nech B-vyraz U(xy, z,...,z,) je NDF (resp. NKF), pricom sa v nej
nevyskytuji znaky 0 a 1. Potom vyrokovi formulu ay(pi,pe,...,pn) nazyvame nor-
malna disjunktivna (resp. konjunktivna) forma kazdej vyrokovej formuly b ekviva-
lentnej s formulou ay (p1, P2, - - ., pn) & oznacujeme ju NDF(b) (resp. NKF(D)).

DEFINICIA 2.19. Nech U(xy,2a,...,x,) je elementarny sucet a V(xq,xa,...,2,) je
elementarny sucin premennych 1, xs, . . ., z,. Potom formulu ay (p1, pe, . . ., pn) nazyvame
elementarnou disjunkciou premennych py, ps, ..., p, a formulu ay (py1, pa, . .., pn) ele-
mentarnou konjunkciou premennych pi, ps, ..., py.

Nech B-vyraz W je UNKF, W # 1. Potom formulu ay nazyvame uplnou normal-
nou konjunktivnou formou formuly b tautologicky ekvivalentnej s formulou ay, a
oznacujeme ju UNKF (b).

Nech B-vyraz W je UNDF, W # 0. Potom formulu ay nazyvame 4plnou normal-

nou disjunktivnou formou formuly b tautologicky ekvivalentnej s formulou ay a
oznacujeme ju UNDF (b).

PrIKLAD 2.21. Najdite UNKF a UNDF formuly p < g.

Riesenie. Urobime pravdivostni tabulku danej formuly (tab. 5). Pomocou nej néjdeme
UNKF a UNDF B-vyrazu. K nim prepisom priradime UNKF resp. UNDF formuly.

MoézZeme postupovat aj tak, Ze priamo z tabulky priradime elementarnym stuctom ele-
mentarne disjunkcie, resp. elementarnym sicinom elementarne konjunkcie. Tie potom
spojime konjunkciou, resp disjunkciou.

TABULKA 5. Pravdivostna tabulka formuly p < ¢

Pq|p=q

00/ 1 |pAg ()

01| 0 pVGq (x+7)
10 O PpVaqg (T+y)
11} 1 |pAq (zy)
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VETA 2.13. Nech b je formula. Ak existuje UNDF (b), tak b ~ UNDF (b). Ak existuje
UNKF (b), tak b ~ UNKF (b).

Dokaz. Formula b, aj UNDF (b) a UNKF (b), pokial existuji, maji rovnaké pravdi-
vostné ohodnotenie, teda st tautologicky ekvivalentné.

Poznamenajme, ze UNDF () neexistuje prave vtedy, ked b je kontradikcia a UNKF(b)
neexistuje len vtedy, ked b je tautoldgia. O

2. Uplny systém booleovskych funkcii

7 casti o UNDF a UNKF vieme, ze kazda booleovska funkcia f : B® — B sa da
vyjadrit pomocou logického suctu ¢g; : B> — B, gi(z,y) = = + vy, logického stcinu
go : B> — B, go(z,y) = xy a negacie g3 : B — B, gs(x) = T. Presnejsie, funkcia f sa d4
vyjadrit ako zlozend funkcia z funkcii g1, g2, g3.

PRIKLAD 2.22. Vyjadrite funkciu f(z,y,z) = x + § + yz ako zlozent funkciu z logic-
kého stuctu ¢;(x,y), logického sucinu go(x,y) a negacie gs(z).

Riesente. f(x,y,2) = (x +7) + (y2) = 1(2,7) + 92(y, 2) = 91(01 (2, 95(y)), 92(v, 2)) =
= g3(91(91 (2, 93(¥)), 92(y, 2))) u

Predoslé tivahy nas vedu k nasledujtcej definicii.

DEFINICIA 2.20. MnoZina { fi, fo, ..., fr} booleovskych funkcii sa nazyva dplng sys-
tém booleovskych funkcii (strucne USBF), ak kazda booleovska funkcia f sa da vy-
jadrit ako zlozend funkcia z funkcii fi, fo, ..., fr.

VETA 2.14. Nech Q je USBF a R je Iubovolnd mnozina booleovskych funkcii. Ak
sa da kazda funkcia f € Q vyjadrit ako zloZend funkcia z funkcii mnoziny R, potom aj
mnozina R je USBF.

Dokaz. Lubovolnt booleovskil funkciu vieme napisat ako zlozent funkciu z funkcii
mnoziny Q, lebo tato mnozina je USBF. Ak sem za funkcie mnoziny Q dosadime ich vy-
jadrenia pomocou funkcii mnoziny R, dostaneme funkciu f zapisani ako zlozent funkciu
len z funkcii mnoziny R. 0J

PRIKLAD 2.23. Dokézte, ze mnozina Py = {h}, kde hy : B2 — B, hy(x,y) =7ty
je USBF.

Riesenie. Podla predchadzajicej vety stac¢i dokézat, Ze logicky sudet, sucin a negécia
sa daju vyjadrit len pomocou funkcie hy.

T=z+x=h(z,x),
c+y=s+y=cF+y+az+y=nh(h(z,y)h(zy))),

DEFINICIA 2.21. Booleovsku funkciu h (z,y) = x + y nazyvame Pierceovou fun-
kciou, a oznacujeme hy (z,y) = (z | y).
Booleovsktu funkciu hs (z,y) = Ty nazyvame Shefferovou funkciou, a oznacujeme
he (z,y) = (z Ty).
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Ak pouzijeme oznacenia |, T binarnych operacii definovanych Pierceovou a Shefferovou
funkciou, tak

Vidime, Ze aj mnozina Sy = {hs} je USBF.

Kazdéa booleovska funkcia f : B" — B je n-arnou operaciou na mnozine B. Pre
zjednodusSenie zapisu tejto operacie a zlepSenie jeho prehladnosti pouZivame namiesto
f(x1,z9,...,z,) iné, vhodnejsie oznacenie. Napriklad pre binarnu operaciu urcentt Shef-
ferovou funkciou pouzivame znak T a namiesto hs(x,y) piSeme (z T y). Vo vSeobecnosti
budeme prvok f(x1,zs,...,2,), ktory je zapisany pomocou znaku prislusnej operéacie,
oznacovat (r1, Ty, ..., Tn)u;-

Nech Q je mnozina (navzajom roznych) booleovskych funkcii. Analogicky ako sme
definovali B-vyrazy budeme definovat Q-vyrazy.

DEFINICIA 2.22. Nech Q je mnozina booleovskych funkcii. Potom Q-vyraz n pre-
mennych 1, xs,..., 1, definujeme takto:
1. x1,29,...,2,,0,1 s Q-vyrazy n premennych.
2. Ak Uy, Us, ..., Uy stt Q-vyrazy n premennych a (f : B¥ — B) € Q, potom aj
(U1, Uy, ..., Ug)w, je Q-vyraz n premennych.
3. Kazdy Q-vyraz n premennych xi,xs,...,x, vznikne pomocou bodov 1 a 2.

PozNAMKA 2.6. Ak Q je USBF, tak kazda booleovska funkcia sa dé vyjadrit pomocou
Q-vyrazu.

PRIKLAD 2.24. Najdite Py a Sy-vyrazy, ktoré reprezentuju funkciu
flz,y,2) = +yz+ 2.

Riesenie.

flr,y,2)=a+yz+z=0+Y+z+z2=2+Tl2)+2= (2| (
=@l @l2)12)=((z 1 @L2) 121 (=]l F12)]=)
=l (wly)ll2) 121zl (yvly)l(z]2)]12)

<
«—
S]]
~—
~—
+
N
I

— ~—

[, y,2) =Tz +z2z=Tyz+z=zyzz=(xT2)(y 1 2) (2 T 2) =
=((@T2)TWT2)(z12)=(xT2)T(yT2)7T(212). u
DoHODA.

1. V Py a Sy-vyrazoch budeme vyrazy (U | U), (U 1 U) skracovat na (U ]), (U1).
2. V samostatne stojacich Py a Sy-vyrazoch budeme vynechavat vonkajsie zatvorky.

Na zéaklade tejto dohody, mozeme Py a Sy-vyrazy urcujtce funkciu f z predchadzaji-
ceho prikladu napisat takto:

(@l (W) 1ED)LL (@D T T2)1 .
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DEFINicIA 2.23. Pierceovou funkciou n premennych, n > 2, nazyvame boole-
ovsku funkciu

hgn)(xlax%"wxn) :x1+x2++$n

a budeme pouzivat oznacenie (x1 | xo | ... | ).
Shefferovou funkciou n premennych, n > 2, nazyvame booleovsku funkciu

hgn)(azl,xg, ey Tp) = T1Tg Ty
a budeme pouzivat oznacenie (1 [ z2 1 ... T x,).
VETA 2.15. Kazdé z mnozin P, = {h{"}, S, = {h{"} pre n > 2 je USBF.

Dokaz. Staci ukazaf, ze Pierceova funkcia hy(z,y) = = | y sa d& vyjadrit pomocou
funkcie hg") a Shefferova funkcia hs(x,y) = x T y zase pomocou funkcie hgn)

hi(z,y) =z+y=z+y+0+...+0=(z |yl 0]...10)
ho(v,y) =Zy=ay-1-... - I=(xTyT1T...7T1)
]

PozNAMKA 2.7. Pierceovu a Shefferovu funkciu n premennych sme mohli definovat
vdaka tomu, Ze bindrne operacie + a - su asociativne. Keby sme uvazovali o ternar-
nych operéaciach definovanych funkciami f; : B® — B, fi(x1,22,73) = 71 + (72 + 73) a
fo: B3 — B, fo(zy, 79, 23) = (x1+22)+x3, zistili by sme, Ze stt rovnaké ako operéacia, kto-
rej hodnoty oznacujeme x1+x2+x3. To pravdaze neplati v pripade Pierceovej funkcie. Uva-
zujme o funkcii hg?’) : B® — B, h§3) (v1,m9,w3) = (21 | @3 | x3) = X1 + T3 + T3 = T1T2T3.
Porovnajme ttto funkciu s funkciou ¢; : B> — B, gi(21,20,73) = ((x1 | 22) | 23) =

=T+ o+ 23 = X1 + 2273 = (1 + 22)T3 a s funkciou go : B® — B, go(w1, 20, 73) =

= (21 ] (22 | 23)) = 21 + 22 + 13 = T122 + 23 = T1(x2 + 23). Teraz je uz velmi jednodu-
ché sa presvedcit, Ze tieto tri funkcie st rozne. To znamené, Ze binarna Pierceova operécia
nie je asociativna a ternarna Pierceova operacia nie je definovana ani jednou z funkcii
g1, g2- Rovnaka situacia nastava aj pre Shefferove funkcie.

PrIKLAD 2.25. Najdite Ss-vyraz, ktory reprezentuje funkciu
f(x,y, 2,u) = yz + Tyu + xyzu.

Riesenie.
f(x,y, z,u) = yz + Tyu + 2Yzu = yz + Tyu + 2jzu = (y22) (Tyu) (27zu) =

yzz) ((zzx)yu) (vzu)y = (yzz) (zer)yu) (z2u)yyy =

= (
= (yz2) ((zzx)yu) ((zzu) -1-1) gy -1) =
=wlz12)(zT2T2)TyTu)(((zT2Tu) T1T1)(yTyTy)1) =
= (

= (

— o~

y1z12) (T2 1) TyTw) (@ T2Tw) TITH) T (W Ty Ty)T1) =
WT212) 1 (@ T2 1) TyTw) T (e T2Tuw) TIT) T (Y Ty Ty) T1)) u

Uplnym systémom booleovskych funkcii st aj mnoziny P = {h@) h(g) hg"), .}
as = {hg),hé?’), o hg ,...}. Preto kazda booleovskiu funkciu mozeme reprezentovat
P-vyrazmi aj S—vyrazml
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PRIKLAD 2.26. Vyjadrite funkciu f(x,y, z,u) = yz + Tyu + xyzu pomocou P-vyrazov
aj S-vyrazov.

Riesenie. L
flx,y,z,u) =yz+Tyu+ayzu =yz+Tyu+ayzu=y+z+r+y+u+r+y+z+u=

=y+z+rz+y+u+r+y+z+u=l2)+(xlylu)+@Tlylzla) =
=@l l@lylwyl@lylzlw)=(@lz)]l@lylw)l@lylzlu)l=
(O lE)) L@@ @)@yl @])]

f(z,y,z,u) = yz + Tyu + 2Yzu = yz + Tyu + TYzu = Yz TYu TY2U =
=W 1T2)@TyTw@1yTzTw)=((y12)T (D TyTu) T (@ yN)Tz1Tuw) u

3. Kombinac¢né logické siete

Booleovské funkcie je mozné realizovat (modelovat) pomocou roznych technickych
prostriedkov, napr. mechanickych, hydraulickych, pneumatickych alebo elektrickych. Ich
zékladom je realizacia tych booleovskych funkcii, ktoré tvoria uplny systém. Obvykle
st to logicky stcet, logicky stdin a negécia (tvoria uplny systém booleovskych funkeii).
Fyzikalne systémy, ktoré realizuju tieto zdkladné booleovské funkcie budeme nazyvat (zd-
kladné) logické éleny. Pri realizacii pomocou elektrickych prostriedkov sa najcastejsie
pouzivaju tieto dva sposoby:

1. Vyuziva sa pritomnost elektrického pridu (napitia) na priradenie hodnoty 1 a jeho
nepritomnost na priradenie hodnoty 0. (V tomto pripade ide o tzv. pozitivnu logiku. Je
mozné uvazovat aj o opa¢nom priradeni, vtedy hovorime o negativnej logike. My budeme
pouzivat iba pozitivnu logiku.)

2. Vyuzivaju sa technické zariadenia, ktoré si schopné prevadzky pri dvoch (znac¢ne)
odlisnych hladinach elektrického napéitia. Pre naSe tivahy je vyhodné jednu z nich oznacit
ako ,vysoki* hladinu napiitia (v praxi spravidla 5 V) a priradit jej hodnotu 1 a druhi
oznadit ako ,nizku“ hladinu napétia (v praxi spravidla 0,5 V) a priradit jej logick hodnotu
0 (pozitivna logika).

V zariadeniach prvej skupiny zakladnou zlozkou logickych ¢lenov st obvykle kontaktné
relé. V zariadeniach druhej skupiny sa na konstrukciu logickych ¢lenov pouzivaja polovo-
dic¢ové diédy a tranzistory.

o

1
X X+y
yo |’>I oz=Xx+Yy y [
U,
Uy
@] O
a) b)

OBR. 1. Suctovy logicky clen.

Kazdy logicky ¢len je charakterizovany vztahom medzi jeho vstupnymi a vystupnymi
logickymi premennymi. Vstupné premenné su nezavislé a vystupné premenné su za-
vislé premenné tej booleovskej funkcie, ktortt dany logicky ¢len realizuje. Kazdej vstupnej
premennej z (vystupnej premennej z) je priradené napiitie U, € {Uy, U;} (U, € {Uy, U;}).
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Ur nazyvame jednotkovou drovriou, Uy nulovou drovriou napitia (signalu). Napétie
U, nazyvame vstupnym, U, vystupnym napdtim logického ¢lena. Pripomenme, Ze pre
stru¢nost vyjadrovania obvykle nerozliSujeme medzi = a U,, resp. z a U..

Suctovy logicky élen (¢len OR) je realizaciou booleovskej funkcie f(x,y) = = + y.
Jedna takato realizacia je znazornena na obr. la. Idedlne berme do vahy, Ze napr. U; =
5V, Uy = 0V. Ak potom pripojime na ktorukolvek z diéd jednotkovi troven napétia,
diéda sa otvori a U, = U; (zmenSené o ubytok na diéde, ¢o zanedbavame). Diédy pripojené
na uroven U, sa uzatvoria. Ak sa zanedbaji ubytky napéti na diédach, pre vystupné
napitie plati U, = max {U,, U,}, ¢o skutocne zodpoveda funkénym hodnotdm logického
suctu. Pre suctovy logicky ¢len budeme pouZivat symbolick znacku uvedent na obr. 1b.

Sucinovy logicky célen (¢len AND) realizuje booleovski funkciu f(x,y) = zy. Na
obr. 2a je jeho diédové realizacia. Nech je U > U;. Ak je na ktortkolvek diédu pripojené
vstupné napitie Uy, diéda je otvorend, a ak zanedbame jej vnitorny odpor v priamom
smere, urovenl Uy (zviéSend o ubytok na didde, ktory mozeme zanedbat) je aj na vystupe
¢lena. Uroven napitia U; sa objavi na vystupe ¢lena prave vtedy, ked st obidve diédy

U
R
X o m 0 Z=Xxy o A
A
y © m U; y—
o l o
a) b)

OBR. 2. Suc¢inovy logicky clen.

uzavreté, t.j. ked je na ne pripojené vstupné napitie U;. Ak zanedbame tibytky napiitia na
diédach, tak pre vystupné napétie plati U, = min {U,, U, }. Obvod teda skutocne realizuje
logicky sti¢in. Symbolicka znacka st¢inového logického ¢lena je na obr. 2b.

Logicky élen negator (invertor) (¢len NOT) realizuje funkciu f(x) = Z. Na obr. 3a
je priklad jednoduchého tranzistorového negatora, kde tranzistor pracuje ako bezkontak-
tovy spinac¢. Pri U, = Uy je tranzistor otvoreny a ak zanedbame jeho odpor v priamom
smere, U, = Uy. Naopak pri U, = Uy je tranzistor zatvoreny, takze U, = U;. Schematicka
znacka negatora je na obr. 3b.

Fyzikalnu realizaciu Tubovolnej booleovskej funkcie nazyvame kombinaény logicky
obvod. Nés teraz nebude zaujimat skutocné fyzikdlna realizacia booleovskej funkcie ale
iba jej schéma (kombinac¢né logicka siet), ktora opisuje, ako sa kombinaény logicky obvod
zostavi zo zakladnych logickych ¢lenov. Takéto schémy sme uz definovali pre logické Cleny,
st to ich schematické znacky. Vsimnime si, Ze ich mozeme povazovat za orientované grafy,
ktoré v pripade suctového a sti¢inového logického ¢lena maji dva vstupné vrcholy z, y
a jeden vystupny vrchol a v pripade negatora jeden vstupny vrchol x a jeden vystupny
vrchol z = = + y, resp. z = xy. TakGto kombina¢nu logickt sief moézeme priradif ku
kazdému B -vyrazu.
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+0,

1
X — o =X
a) b)
OBR. 3. Logicky ¢len negator.
DEFINICIA 2.24. Kombina¢na logicka siet prislichajica k B-vyrazu U(xq,xo, ..., z,)
je jednoduchy orientovany graf, ktory obsahuje n vstupnych vrcholov xq, xs, ..., z,, jeden
vystupny vrchol U(xy, s, ..., x,) a niekolko funkénych vrcholov, ktoré predstavuji pou-

7ité logické cleny. Schéma takéhoto grafu je na obr. 5a. Vnutorna struktira (dalsie hrany

a funkéné vrcholy) tohto grafu je reprezentovand pomocou logickych ¢lenov v zavislosti
od induktivnej definicie B -vyrazu takto:

1. Kombina¢né logické siete patriace k B-vyrazom U (x4, xo,...,2,) =0,
V(zy,xe,...,x,) =1 aW(xy,29,...,2,) = x; s na obr. 4.
le———>0 0 loe— >e1 X >ex;

OBR. 4. Kombinac¢né logické siete patriace k B-vyrazom 0, 1 a x;

2. Nech kombina¢na logicka sief patriaca k B-vyrazu U(xq, s, ...,,) je na obr. ba.
Potom kombinac¢né logicka sief patriaca k B-vyrazu U(xq,xs,...,2,) je na obr. 6.
X1 o——> U Y1 o——> \%
X) &—> Ulxy, ..., xy) V2 &—> Vxy, oy Xp)
: — > . >®
X, @—> Vn @—>

a) b)

OBR. 5. Kombinac¢né logické siete patriace k B-vyrazom U,V

3. Nech kombinacnd logické sief patriaca k B-vyrazu U(xq, s, ...,T,) je na obr. 5a
a kombina¢na logicka sief patriaca k B-vyrazu V(yi1,vs,...,yn) je na obr. 5b. Potom
kombina¢né logické siete patriace k B-vyrazom U(zq,x2,...,2,) + V(y1,%2, .., Yn) &

U(zy,x9,...,2,) - V(y1,Y2,...,Yn) si na obr. 7 a 8.

PRIKLAD 2.27. Na obr. 9 je kombina¢né logicka siet prislichajuca k B-vyrazu
U(Il, Ta, 133) = (.131 -+ wg)l’g -+ (I‘l —+ $2)fg. |
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x| &—> [
X) &—> 1

O—>@ U(xl, ceny )Cn)

X, &—>

OBR. 6. Kombina¢na logicka sief patriaca k B-vyrazu U

X &—> [
X, &—>

———>e Ulxy, .., x,)+V(x, ..., x,)

1 @o——> Vv
Vo @&—>

Vn @&—>

OBR. 7. Kombina¢na logicka siet patriaca k B-vyrazu U + V

X1 o—> U
Xy &—>

——>e Ulxy, ..., x,)-V(xq, ..., x;,)

Y1 ®—> Vv
Yo @—>

ynH

OBR. 8. Kombinac¢né logicka sief patriaca k B-vyrazu U - V

Dohoda o zjednodus$eni kreslenia kombina¢nych sieti

Pri kresleni kombina¢nych logickych sieti budeme pouzivat tieto zjednoduSenia:
1. Orientované hrany buda smerovat zlava doprava, preto na nich prestaneme kreslit
Sipky.



3. KOMBINACNE LOGICKE SIETE 47

e

X3‘

rre—1 1 o—l—)& |
’—)

OBR. 9. Kombinacna logicka siet patriaca k B-vyrazu (x1 + x2)x3 + (x1 + x2)T3

2. Vstupné vrcholy budeme vyznacovat iba vtedy, ked z nich vystupuji najmenej dve
hrany. Vstupné premenné zodpovedajice nevyznacenym vstupnym vrcholom pripiSeme
k hranam, ktoré s tymito vrcholmi inciduju.

3. Vystupné vrcholy vynechdme a im priradené vystupné premenné pripiseme k pri-
slusnym hranam.

4. Ak z jedného vstupného alebo funkéného vrchola vychadza viac hran, pridavame
do kombinacnej logickej siete nové vrcholy - vndtorné vrcholy, ako to vidiet na obr. 10.
Vnttorny vrchol kreslime iba vtedy, ked z neho vychédzaju asponi dve hrany.

T

¢ i B

OBR. 10. Vnutorné vrcholy

5. V pripade, Ze na vstup niektorého logického ¢lena privadzame negaciu niektorej
premennej, vyznacime to krizkom na prislusnom vstupe. Teda napr. logick siet z obr. 11a
nahradime logickou siefou z obr. 11b.

Kombinacéné logicka siet z predchadzajiceho prikladu nakreslend podla dohodnutych
zjednoduseni je na obr. 12.

Pri zostavovani kombinac¢nych logickych sieti booleovskych funkcii budeme ako funkéné
vrcholy pouzivat aj iné logické ¢leny, nez sme doteraz uviedli, napr.:

Logicky élen NOR je realizaciou booleovskej funkcie f(z,y) = = + y. Jeho oznacenie
je na obr. 13.
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1
x—1  pb—1 % +y x—q1 X +y
T a
y
a) b)

OBR. 11. Zjednodusenie kreslenia logickej siete, ak na vstup logického ¢lena
je privadzana negacia premenne;j

X —1 1

Xy —]

X3 [ 1
&_,_

OBR. 12. Kombinaé¢né logicka siet z prikladu 2.27

X —

o—— X +y

y—

OBR. 13. Logicky ¢len NOR

Logicky élen NAND je realizaciou booleovskej funkcie f(z,y) = Ty. Jeho oznacenie
je na obr. 14.

o—— Xy

OBR. 14. Logicky ¢len NAND

n-vstupovy logicky célen OR (resp. AND, NOR, NAND) n > 2, je realiza-
ciou funkcie f(x1,xs,...,2T,) = 21 + T2+ -+ + 2, (vesp. f(x1,Ta,...,2,) = T12Z2 ... Tp,
flzy, @9, ... 2n) =21 F 22+ -+ 2y, f(a1,20,...,2,) = T1T2...T,). Oznacenia tychto
logickych ¢lenov st v poradi na obr. 15 az 18. V technickej praxi je pocet vstupov tychto
logickych ¢lenov zhora ohrani¢eny spravidla ¢islom 8. My o hornom ohranic¢eni vstupov
logickych ¢lenov nebudeme uvazovat.

Logicky célen XOR je realizaciou booleovskej funkcie f(x,y) = Ty + 2y = = @ v.
Jeho kombina¢né logické siet a znacka st na obr. 19.
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Xy 1 X &
X2 X2
X1+ X, . ———— X1X9 ... Xy
Xy Xn
OBR. 15. n-vstupovy logicky ¢len OR OBR. 16. n-vstupovy logicky ¢len AND
X1 1 X1 &
X2 X2
xn xn
OBR. 17. n-vstupovy logicky ¢len NOR OBR. 18. n-vstupovy logicky ¢len NAND
X &
1 x—1 =1
| O—— X @ y
& a
y

OBR. 19. Logicky ¢len XOR

Na zaver sa este dohodnime, Ze pri kresleni kombinacnej siete patriacej ku komple-
mentu vyrazu budeme logicku sief z obr. 6 nahrddzat logickou siefou z obr. 20.

X1 U
X2
Uxy, ..., xp,)
X, —
OBR. 20. Kombinac¢né logicka sief patriaca k U(z1, xs, ..., Ty)

PrIKLAD 2.28. Nakreslite kombina¢ni logicku siet zostavenu len z dvojvstupovych
logickych ¢lenov NOR, patriacu booleovskej funkcii f(z,y, z) = zy + Z.

Riesenie. Vyjadrime funkciu f pomocou Pierceho funkcie dvoch premennych, teda
pomocou Py-vyrazov:

!

=@t + W) +Era)=
= ((x L o) l

DL la)lwly)l(z]2)
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Na zdklade tohto vyjadrenia uz lahko zostavime kombinacnu logick siet funkcie f. Je na
obr. 21. ]

L
]

I °—+: P—— f(x » 2)

OBR. 21. Kombinac¢né logicka sief funkcie f z prikladu 2.28

L4 L

PRIKLAD 2.29. Nakreslite kombinac¢ni logickt siet zostavenu len z logickych ¢lenov
NAND (resp. NOR) patriacu booleovskej funkcii f(z,y,2) = (z +9)(z + y + 2)(T + 2)
bez obmedzenia poc¢tu vstupov logickych ¢lenov.

Riesenie. Vyjadrime funkciu f pomocou S-vyrazov resp. P-vyrazov. Pritom pripus-
time, Ze vo vyrazoch urcujucich funkciu f moézu vystupovat aj negacie premennych.
a) Kombinac¢na logicka siet zostavend pomocou logickych ¢lenov NAND (obr.22).

f(x,y,2) = (@ +7) (@ +y +2) (T +2) = (@y) @2) (@7) = [@Ty) ([@T77) () =
=@ 1@ 1@ THETYIE1712) 1 (217)

Xy z
L e
o_
[y
® d & L & &
g b o—+: o— f(x, ¥, 2)
®—<9 —
&
|
——g

OBR. 22. Kombinaé¢na logicka siet zostavena z logickych ¢lenov NAND

b) Kombina¢na logické sief zostavena pomocou logickych ¢lenov NOR (obr.23).

flx,y,2) =@ +9)(r+y+2)T+2)=+y)+@+y+2)+T+2)=
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=(@lyl@lylal@]2)

|
Xyz
® 1
D
._—()
° 1 1
p———— — f(x, ¥, 2)
.—
1
o
OBR. 23. Kombinac¢na logicka sief zostavena z logickych clenov NOR
PRIKLAD 2.30. (Porovnavaci obvod - komparator) Nech ¢,d € B", ¢ = (¢, ¢a,. .., Cp),
d = (di,ds,...,d,). Chceme navrhnut logicku sief, pomocou ktorej by sme automaticky
rozhodli, ¢ ¢ = d, alebo ¢ # d. Preto uvazujeme o funkcii f : B> — B, pre ktort plati:
- _J 1, prec=d
f(C,d) - f(clac27'"7Cnadlad27---7dn) — { 0, pre C?éd
Lahko sa presvedc¢ime, Ze tejto poziadavke vyhovuje funkcia
f(l‘l,l’g, ey Ty Y1, Y2, - - 7?/71) = ('Il @yl) ('1:2 @yQ) s ($n @yn)
Logicku siet patriacu k danej funkcii uvddzame na obr. 24. [ |

X — =1

Y1

Xy — =1 &

Yy | SO e X Y1 e Vi)
[

Yn—

OBR. 24. Kombinac¢né logické sief komparéatora



52 2. BOOLEOVSKE FUNKCIE

4. Booleovské funkcie f : B" — B™

Funkcia f : B" — B™, f = (f1, fe,..., fm) m& m zloziek. Kazd4 z tychto zloziek je
zrejme booleovskd funkcia, teda f; : B® — B, pre i € {1,2,...,m}. Preto aj funkciu
f : B™ — B™ budeme nazyvat booleovské funkcia.

Kazda zlozka f; : B" — B booleovskej funkcie f : B® — B™ je urc¢ena B -vyrazom. Ku
kazdému B -vyrazu patri kombinac¢nd logicka siet. Dostavame m-ticu logickych sieti, ktora
reprezentuje fyzikalnu realizaciu danej booleovskej funkcie. Tuto m-ticu logickych sieti
budeme nazyvat kombinac¢na logické sief patriaca k funkcii f : B" — B™. Tato logicka
siet je dand pomocou B-vyrazov urcujucich jednotlivé zlozky danej funkcie. Jednym zo
Specifik tejto siete je ta vlastnost, ze vSetky logické siete patriace k jednotlivym zlozkam
maju spolo¢né vstupné vrcholy. Preto mdzeme uvazovat aj o spoloénych logickych ¢lenoch,
ktoré sa mozu nachédzat sticasne v niekolkych logickych sietach, patriacich k jednotlivym
zlozkdm danej funkcie. Tento problém uz suvisi s otdzkou minimalizacie kombinac¢nych
logickych sieti. Podrobnejsie sa o iom mozete do¢itat v praci [3].

PrIKLAD 2.31. Logicka siet patriaca k booleovskej funkcii

f:B =B f(2,y.2) = (fi(z,y,2), fala,y,2)) = ((z + §)2, 2 + (z + 7))
je na obr. 25. [ |

y— — /i

5

OBR. 25. Kombinac¢n logické sief funkcie f : B3> — B? z prikladu 2.31

— /2

PRIKLAD 2.32. (Kontrola parity) Pri prenose informacii sa ¢asto k prendsanej n-tici
pridava eSte jedno miesto (jeden bit), aby sme mali moznost kontroly prenesenej uzitocénej
informécie (na vstupe mame n-ticu (a, as, . .., a,) a na vystupe (n + 1)-ticu). Na obr. 26
uvadzame logicku siet, pomocou ktorej generujeme pridavny bit b tak, aby pocet vSetkych

:1 :1 J— :1

TR -

ay ’/ ap
a ‘ a
as ; L as
ap - ® ap

OBR. 26. Generovanie pridavného bitu na kontrolu parity
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jednotiek na vystupe bol parny. To znamena, zZe ak na vystupe je neparny pocet jednotiek,
ide o nespravny prenos (Sum). |

PRIKLAD 2.33. Uvazujme o funkcii f : B> — B2, f(z,y) = (s,p), ktorej hodnoty
uvadzame v tab. 6. Hodnoty tejto funkcie sa vyskytuja pri s¢itani dvoch ¢isel x, y v dvoj-
kovej ststave. Hodnota s urcuje zvySok po deleni (obycajného) suctu ¢islom 2 (teda je

TABULKA 6. Tabulka funkcie f(z,y) = (s,p)

ryls|p
0,000
0,110
1,010
1,101

to s¢itanie podla modulu 2). Hodnota p ndm udéva prenos, ktory je nenulovy iba pri
sCitani 1 + 1. Z tabulky priamo vyplyva, Zze s = ¢ @y a p = xy. Logicka siet patriaca
k tejto funkcii je nakreslena na obr. 27a. Na obr. 27b je nakreslena znacka logického ¢lena,

=1
X
b— HS
X s——
&
— p Y—] Pr—
y
a) b)

OBR. 27. Logicky clen poloscitacka

ktory je realizaciou booleovskej funkcie f : B> — B2, f(x,y) = (s, p). Tento logicky ¢len
nazyvame poloscitacka. [ |

PRIKLAD 2.34. Pri s¢itovani ¢isel v dvojkovej ststave je potrebné aj funkcia
f:B3— B2 f(x,y,2) = (s,p), ktord udava stcet s podla modulu 2 ¢isel z, 3, 2 a prenos
p. Jej hodnoty uvadzame v tab. 7. Lahko sa d4 overit, Ze s = x @y @ 2z a priamo z tabulky
dostavame

p=7Tyz + xyz + vyz + xyz = (Tyz + xyz) + (2yz + zyz) + (2yz + 2yz) = yz + 2z + xy

Prislusnu logicku siet funkcie f uvddzame na obr. 28. Na obr. 29 je znacka logického
¢lena, ktory je realizaciou funkcie f. Tento logicky ¢len sa nazyva uplna scéitacka. M

Logické ¢leny poloséitacka a iplna sé¢itacka sa daju vyuzit na generovanie logickej siete,
pomocou ktorej je dvom ¢islam x, z, 1 ... To & YpYn_1 --. Yo, zapisanym v dvojkovej
sustave, priradeny ich sucet s,11 8, S,_1 ... So. Tuto logicku siet uvddzame na obr. 30.

Vsimnime si eSte, Ze keby sme chceli zostrojit booleovski funkciu vyjadrujticu séitanie
dvoch 8-miestnych ¢isel v dvojkovej ststave, potrebovali by sme vytvorif tabulku funkcie
f : B — B Tabulka tejto funkcie by mala 2'¢ = 26.219 = 64 . 103 = 64000 riadkov, ¢o
predstavuje asi 2000 tlac¢enych stran.
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TABULKA 7. Tabulka funkcie f(x,y,z2) = (s,p)

TYz

000
001
010
011
100
101
110
111

»

_ O O = O = = O
e = S S = S s Sl e Bl e N B

x—o—=1

.
|

OBR. 28. Kombinac¢néa logicka siet tplnej s¢itacky

SM

y—

OBR. 29. Znacka pre uplnu séitacku

PRIKLAD 2.35. (Dvojkovy dekéder) Budeme uvazovat o logickom obvode, ktory méa
n adresovych vstupov a 2" vystupov. Adresové vstupy sa zvykni oznacovat postupne
A,B,C,... a vystupy sg, S1, S2,.... Na vstup privadzame n-ticu jijs...J, € B", ktoru
povazujeme za dvojkovy zapis ¢isla j = 512771 4 552772 + ... + 4,29, pricom &islicu j,
s najnizsou véhou privadzame na vstup A, dislicu j,_; na vstup B atd. Ak na vstup
privedieme n-ticu j1Js . . . jn, aktivuje sa prave vystup s;, kde j = 712" 71 + 52" 2 4+ .- 4
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S1

S0 $2 n
HS J SM J SM J SM J
S — S — S 1 S
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14 ‘ 14 p— - ‘ P

X0 Yo X1 )1 X2 Yo Xn Yn

OBR. 30. Logické sief pre s¢itovanie dvoch ¢isel v dvojkovej ststave

TABULKA 8. Booleovska funkcia z prikladu 2.35

Q
Sy

»
o
Va)
—
2
[\o}
V2
w
w0
N
»
ot
»
(=]
Va)
EN|

A
0
1
0
1
0
1
0
1

I e = = =)
— O O R~k OO
O O OO OO O
O O OO OO = O
oo oo o~ O O
= Bl e R e Sl e T S e W Bl )
O O O = O O O O
O O = O O O O O
O = O O O O o O
—_— o0 o0 o0 o oo

720, ktory nadobtida hodnotu 1, ostatné vystupy maji hodnotu 0. Booleovskt funkciu
f:B®— B8 f=(s,51,...,57), ktora opisuje dany logicky obvod pre n = 3, uvaddzame
v tabulke 8. Pre vystupy daného logického obvodu dostédvame: sy = ABC, s; = ABC,
sy = ABC, s3 = ABC, s, = ABC, s5 = ABC, s = ABC, s; = ABC. Prislusna logicku
sief uvddzame na obr. 31. Na obr. 32 je logicky ¢len, ktory je symbolom (Iubovolnej)
logickej siete patriacej k uvedenej funkcii f : B> — B8. Tento logicky ¢len nazjyvame
dvojkovy dekoder (s troma adresovymi vstupmi). [ |

PRIKLAD 2.36. (Multiplexor) Pomocou dvojkového dekédera zostavime schému logic-
kého obvodu, ktory ma n adresovych vstupov A, B, C, ... a 2" tzv. informacnych vstupov
Ey, E1, E>, . ... Tento logicky obvod ma iba jeden vystup S. Na adresové vstupy privedieme
n-ticu jija ..., € B™, ktorti povazujeme za dvojkovy zapis &isla j = 512771 + jp2" 2 +
-+ 4,29 pricom na vstup A privadzame hodnotu j, s najmensou vahou, na vstup B
hodnotu 7,7 atd. Na informacéné vstupy privadzame Tubovolné (logické) hodnoty. Vtedy
na vystupe S dostdvame t hodnotu, ktora je privedend na informacny vstup F;. Sym-
bolicky uvddzame hodnoty prislusnej funkcie S pre n = 3 v tabulke 9. VSimnime si, Ze
v skuto¢nosti ide o funkciu 3+ 22 = 11 premennych. Na vyplnenie tabulky takejto funkcie
by sme potrebovali 2!! riadkov = 2048 riadkov = 65 stran. Dalej je zrejmé, Ze

S=ABCEy+ ABCE,+ ABCE;+ ABCFE3+ ABCE,+ ABCE;+ ABCEs+ ABCE;.

Logicku siet patriacu k danej funkcii sme ziskali sme ziskali pomocou dvojkového de-
kédera. Této siet je nakreslend na obr. 33. Oznacenie prislusného logického ¢lena, ktory
nazyvame multiplexor, uvadzame na obr. 34. |
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I P4
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OBR. 31. Logicka siet z prikladu 2.35
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OBR. 32. Logicky ¢len dvojkovy dekdder

TABULKA 9. Funkcia z prikladu 2.36

™
N
)

_ = R, O o oo

_ =0 O = = O O
_ O = O = O = O
&

PRIKLAD 2.37. (Pouzitie multiplexora na generovanie logickych funkcii) Uvazujme o
Tubovolnej (ale pevne zvolenej) funkcii f : B® — B. Jednu funkciu sme zvolili pomocou
tabulky 10. Ak chceme, aby na vystupe S multiplexora bola funkcia f, porovnanim tabu-
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E, &
E,
| &
DC ‘1)
4 —a =
2 b s
3— |
B —B Al
5_
C_C 6_
7

OBR. 33. Logicka siet z prikladu 2.36

MX

A w ;>|\10\m4>ww»—ao

OBR. 34. Logicky ¢len multiplexor

TABULKA 10. Funkcia z prikladu 2.37

—_ = RO O O O 8
— R OO+~ F~, OOl
—_ O = O R O = O
— = O Rk O K O

liek 10 a 9, zistime, Ze staci tito funkciu povazovat za funkciu premennych C' = z, B = y,
A = zapre j = j12° 4+ j»2' + j32° na informa¢ny vstup E; pripojit konstantu 0 préve
vtedy, ked f(j1,j2,73) = 0, a konstantu 1 prave vtedy, ked f(j1, j2,js) = 1. Logicku siet
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patriacu k funkcii f z tabulky 10 sme zostavili pomocou multiplexora s troma adresovymi

vstupmi. Je nakreslena na obr. 35. |
I 0

0 Mx
1
2
3
4 S

—5
6
7

—{A]

—B

z —|C

OBR. 35. Logické siet z prikladu 2.37

PrIKLAD 2.38. Ked pozornejsie studujeme tabulku 9, vidime, Ze v kazdom riadku
mame dve moznosti pre volbu E;, a teda na vystupe mozeme dostat 16 réznych moznosti.
To znamenad, Ze pomocou multiplexora s troma adresovymi vstupmi moZzeme generovat aj
funkciu $tyroch premennych. Postupujeme pritom takto. Uvazujme o funkcii f : B — B,
ktorej premenné oznac¢me postupne x,y, z, u. Tak ako v predoslom priklade polozme =z =
C,y = B, z = A. Dalsi postup vyvsvetlime na konkrétnej funkcii f : B* — B, ktorej
hodnoty uvadzame v tabulke 11. Pri zostavovani tejto schémy sme postupovali takto.
Stvorice (x,y, z,u) = (C, B, A, u) usporiadame do dvojic tak, aby sa prvky v jednotlivych
dvojiciach nelisili na prvych troch miestach. Dostavame dvojice (j1, js, js,0), (41, jo, Js, 1).
Kazdej takej dvojici je priradeny informacny vstup E;, kde j = 7122 + 752" + j32°. Potom
vidime, ze pre volbu pripojenia na vstupe £; mame Styri moznosti:

(1) Ak f(jl,jg,j3,0) = f(jl,jg,jg, 1) = 0, poloiime Ej = O

(2) Ak f(j1,J2,J3,0) = f(j1, J2,Js, 1) = 1, polozime E; = 1.

(3) Ak f(jl?j?aj?no) = Oa f(jlaj27j37 1) = 17 poloiime Ej = u.

(4) Ak f(j17j27j370) - 15 f(j17j27j37 1) = 07 p0102ime Ej = U.
Na zéklade tychto pravidiel sme zostrojili aj logickt siet, ktora patri k funkcii z tabulky
11. Tato logicka siet uvaddzame na obr. 36. [ |

5. Karnaughove mapy

Karnaughova mapa je Specifickd tabulka, sliziaca na zapis booleovskej funkcie, ktora
nam umozni jednoduché grafické vyznacenie NDF tejto funkcie. Budeme ju definovat
rekurentne vzhladom na pocet premennych booleovskej funkcie.

DEFINicIA 2.25. Karnaughova mapa pre booleovské funkcie n premennych
x1,...,T, je tabulka pozostavajuca z 2" Stvorcekov, pricom kazdému Stvorcéeku je prira-
deny préave jeden bod z B".

Pre n = 1 je Karnaughova mapa znazornena na obr. 37a. Stvoréeku, ktory je zlava vy-
znaceny zvislou ¢iarou, je priradeny bod 1 a stvorceku nad nim bod 0.

Nech M, je Karnaughova mapa pre funkcie n premennych zi,...,x,. Mapa M, 1 sa
skladd z mapy M,, a jej simerne zdruzeného obrazu M/ podla osi a (obr. 37b) resp. podla
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TABULKA 11. Funkcia z prikladu 2.38

C B Alulf
0 0 0/0/|0
B, —
0 0 o0|1/0|F=0Y
0 0 1/0/1
00111E1_1
0 1 0/0/|0
01 o|1/1]®7Y
0 1 1]0/1 B
01 1]1/0/®7"
1 0 0/0]1
E, =T
10 o|1]o™* ™"
1 0 1]/0]0
1o 1|11 BT
1 1 001
11011E("_1
1 1 1]0]0
11 1]1]0|F70
1 0 u
(I)MX
2
e—Qd3
—q4 .
L s A
6
7
—1A
—B
z —C

OBR. 36. Logicka siet z prikladu 2.38

osi b (obr. 37¢c). Vodorovna resp. zvisla kédovacia ¢iara pri M oznaCena premennou 1
vyjadruje, Ze kazdému Stvoréeku z M! je priradeny bod (1. .., 7, Tne1) € B™™, pre
ktory x,.1 = 1, a kazdému Stvorceku z M,, zas bod, pre ktory z,,1 = 0. Kédovacie ciary
. ! v ’ 7’ . . 7/ 4 > . . ° L
pri M,,, rovnobezné s osou, ktoré vznikli simernostou podla tejto osi, sa nevykreslujt.

Na obr. 38, 39, 40, 41 a 42 je znazorneny sposob zostavenia Karnaughovych méap pre
2,3, 4, 5 a 6 premennych. Pouzitie Karnaughovych mép pre viac ako 6 premennych je uz
problematické. Priradenie bodov z B" jednotlivym Stvoréekom Karnaughovej mapy pre
n = 4 vidief na obr. 43.



60 2. BOOLEOVSKE FUNKCIE

'xn+1
M,
, b
M, | M
X1
X+l M;l
a
a) b) c)

OBR. 37. Karnaughova mapa pre a) jednu premennt, b) n + 1 premennych

\4

OBR. 38. Karnaughova mapa pre 2 premenné

X3
X
Xy [ X2 X2 3
—_—>
X1 X1 X1
OBR. 39. Karnaughova mapa pre 3 premenné
X4
X4
13 X3 | *3 X3
—> —> ’
xw X1 X1 X X1 X1
X]‘
X2 X2 Xy X2 X2 X»o

OBR. 40. Karnaughova mapa pre 4 premenné

DEeFINiCIA 2.26. Ak v Karnaughovej mape pre n premennych do kazdého Stvorceka,
ktory zodpoveda bodu (ay,...,a,) € B", vpiSeme hodnotu funkcie f : B® — B v tomto
bode, t.j. f(a,...,a,), ziskame Karnaughovu mapu booleovskej funkcie f.

PRIKLAD 2.39. Na obr. 44 je uvedend tabulka a tiez Karnaughova mapa booleovske;j
funkcie f styroch premennych. [ |
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| X

Xy Xy X

OBR. 41. Karnaughova mapa pre 5 premennych

X5 Y6 X X6
X X 5
M T M L X4

X X1

X2 X9

—>

)

X1 X1
X3 X3

X4 5 Xy
5 X6

OBR. 42. Karnaughova mapa pre 6 premennych

X
X3 4

(0,0,0,0) | (0,0,1,0)| (0,0,1,1) | (0,0,0,1)
*111(1,0,0,00| (1,0,1,0) | (1,0,1,1) | (1,0,0,1)
(1,1,0,0)| (1,1,1,0)| (1,1,1,1)| (1,1,0,1)
x| |0,1,0,0)| (0,1,1,0)] (0,1,1,1)] (0,1,0,1)

OBR. 43. Body priradené k jednotlivym Stvorc¢ekom Karnaughovej mapy

Ukézeme si, ako je mozné na Karnaughovej mape funkcie f znazornit jej NDF. Aby
sme to mohli urobit, bude vhodné zaviest nasledujice pojmy.

DEFIN{CIA 2.27. V normaélnej disjunktivnej resp. konjunktivnej forme n premennych
x1, %3, ..., T, budeme kazdy vyskyt z; alebo Z; pre i € {1,2,...,n} nazyvat pismenom.
Pocet pismen v stéinovom, resp. st¢tovom ¢lene budeme nazgvat jeho dizkou.

Vsimnime si teraz, aké s mnoziny jednotkovych bodov funkcii uréenych niektorym
suc¢inovym ¢lenom. V tejto stuvislosti budeme pouzivat nasledujiice oznacenie: nech z je
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T1 T T3 T4 f(xh T2, T3, 56'4) X4
0 0 0 0 1 =3
0 0 0 1 0 11lololo
0 0 1 0 0 .
0 0 1 1 0 Lprjprjo
0 1 0 0 1
of1]1]0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1 w1110
0 1 1 1 1
1 0 0 O 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 1 1 1
1 1 0 O 0
1 1 0 1 0
1 1 1 0 1
1 1 1 1 1
OBR. 44. Tabulka a Karnaughova mapa funkcie f
premennd a j € {0,1, x}, potom
. r,akj=1
=< 7T,ak =0
1,ak j ==x
Pri tomto oznaceni lubovolny st¢inovy ¢len n premennych x4, . . ., x, mdzeme pisat v tvare
Elementérny stéinovy clen M(xy, 2o, ..., x,) = zi'xd> ... xJ» (v tomto pripade j; €

{0,1}) mé& len jeden jednotkovy bod, je to m-tica (ji,72,.-.,7n). Ak v tomto elemen-
tarnom sucinovom c¢lene nahradime napriklad j, hodnotou %, dostaneme sicinovy clen

S(xq,x2,...,%,), ktory vlastne vznikne z M (xy, zo, . .., x,) vynechanim pismena x, alebo
Z,. Tento stcinovy ¢len ma dva jednotkové body, st to n-tice (j1, ..., 7r-1,0, Jri1, - Jn)
a(Jiy s Jre1, 1, Jr41s- -+ Jn). Mnozinu tychto dvoch n-tic budeme oznacovat

(jh s 7jT*17 *ajTJrla s 7]”)

Ak budeme v tychto tvahach pokracovat dalej a vynechame dalSie pismeno v st¢inovom

Clene S(x1,xa,...,2,), dostaneme sucinovy clen dlzky n — 2, ktory mé 22 jednotkovych
bodov. Zrejme stéinovy ¢len x7'z3? ... xJ» n premennych dizky n — i ma 2° jednotkovych
bodov. Mnozinu tychto bodov budeme oznacovat symbolom ( ji, jo, ..., j,), v ktorom na

miestach vynechanych pismen bude figurovat znak .

PRIKLAD 2.40. Sté¢inovy ¢len T123T,x6 Siestich premennych x1, x9, x3, x4, T5, Tg MO-
zeme zapisaf v tvare 20xiz9zi. Tento sucinovy ¢len mé Stvorprvkovit mnozinu jednotko-

vych bodov
(0,%,1,0,%,1) = {(0,0,1,0,0,1),(0,0,1,0,1,1),(0,1,1,0,0,1),(0,1,1,0,1,1)}.
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DEFINfcIA 2.28. Utvar pozostavajuci zo vietkych stvoréekov Karnaughovej mapy zod-
povedajtcich jednotkovym bodom si¢inového ¢lena n premennych, ktory méa dizku &, na-
zyvame 2" *-tica jednotkovich bodov. Speciilne pre k = n ho nazyvame izolovany
bod. Pre izolované body, dvojice, Stvorice, osmice, ... budeme pouzivat spolo¢ny nazov
konfiguracie jednotkovych bodowv. Izolované body budeme na mape vyznacovat kraz-
kom, ostatné konfiguracie ramcekom.

Volne budeme hovorit, Ze stcéinovy élen pokryva konfiguraciu jednotkovych bodov
tohto stucinového ¢lena a tiez, Zze sucinovy célen pokryva mnoZinu svojich jednot-
kovych bodov.

Teraz ukazeme, ako vyzeraju konfiguracie v jednotlivych Karnaughovych mapéach.

V pripade booleovskych funkcii jednej premennej je situacia jednoducha. Do tvahy
prichédzaji iba tri st¢inové ¢leny: x, T, 1. Prvy pokryva jednoprvkovi mnozinu (1), druhy
(0) a treti pokryva dvojprvkovii mnozinu (%) = {1,0}. Konfiguracie zodpovedajice tymto
mnozinam jednotkovych bodov st na obr. 45 a, b, c.

W 1]
® ] H

a) b) c)

OBR. 45. Konfiguracie jednotkovych bodov
a) Izolovany bod pokryty su¢inovym ¢lenom x.
b) Izolovany bod pokryty stéinovym ¢lenom Z.
¢) Dvojica pokrytéd st¢inovym ¢lenom 1.

Pri funkcidch dvoch premennych z,y uz musime uvazovat o deviatich st¢inovych
¢lenoch zy, Ty, 2y, TY, x, T, y, Y, 1. Prvé styri pokryvaju izolované body (1,1),(0,1),
(1,0), (0,0). St¢inovy ¢len = pokryva mnozinu jednotkovych bodov (1, %) = {(1,0), (1,1)}.
Zodpovedajuca dvojica jednotkovych bodov je na obr. 46a. Tato dvojica tvori cely riadok
mapy dvoch premennych, v ktorom x = 1. VSimnime si eSte, Ze tato dvojica vznikne spo-
jenim dvoch izolovanych bodov (na obr. 46a s vyznacené ¢iarkovanym krazkom), ktoré
st simerné podla zvislej osi siimernosti o tejto mapy. Podobne sicinovy ¢len T pokryva
dvojicu, ktora v mape dvoch premennych tvori riadok, v ktorom = = 0 (obr. 46b).

-y Y Y _y
1 1 1 , 1 ,
0 0
X 1 1 X X 1 X 1
o 0
a) b) c) d)

OBR. 46. Dvojice na Karnaughovej mape pre 2 premenné

Konfiguracie jednotkovych bodov pokryté sic¢inovymi ¢lenmi y a 7 st nakreslené na
obr. 46¢, d. Suc¢inovy ¢len 1 pokryva mnozinu (*,*) = {(1,0),(1,1),(0,0),(0,1)}. Zod-
povedajica Stvorica v Karnaughovej mape dvoch premennych je tvorend vsetkymi jej
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Stvorcekmi (obr. 47). VSimnime si, Ze tato Stvorica sa skladd z dvoch dvojic, ktoré su
stumerné podla jednej z osi simernosti mapy, pokrytych sic¢inovymi ¢lenmi x a T, resp. y
ay.

OBR. 47. Stvorica na Karnaughovej mape 2 premennych

V pripade funkcii troch premennych x,y, z prichadza do tivahy 27 stcinovych ¢lenov.
Osem z nich st elementarne siuc¢inové ¢leny, ktoré pokryvaji izolované body. Dvanést
sti¢inovych ¢lenov mé dlzku 2. Dvojice, ktoré tieto ¢leny pokryvaji st na obr. 48. Pri
kazdej dvojici je tam uvedeny aj sticinovy clen, ktory tuto dvojicu pokryva.

Xy Xy

X

Al
v2/ 2/ L\

OBR. 48. Dvojice na Karnaughovej mape 3 premennych

Stvorice pokryté Siestimi su¢inovymi ¢lenmi dlzky 1 st zobrazené na obr. 49. Stéinovy
¢len 1 pokryva osmicu, ktora je tvorena vSetkymi stvorcekmi mapy.

Vsimnime si aj tu zaujimava vlastnost: Karnaughova mapa M;z je vodorovnou resp.
zvislou osou stmernosti rozdelen4d na dve casti My a M2 (obr. 50), ktoré st vlastne
Karnaughovymi mapami dvoch premennych. Potom kazda 2*-tica v Ms je bud 2*-ticou
v jednej z map M1, M2, alebo je spojenim 2¥~1-tice v M3 s jej osovo stimernym obrazom
v M3.

Dé sa dokéazat, ze tato vlastnost plati aj pre ostatné Karnaughove mapy, tak ako je to
uvedené v nasledujucej vete.
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OBR. 49. Stvorice na Karnaughovej mape 3 premennych
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OBR. 50. Podmapy M, a MZ? na Karnaughovej mape M3

VETA 2.16. (Konstrukcia 2*-tic) Nech M,,, n > 2 je Karnaughova mapa n premennych,
ktora je jej vodorovnou resp. zvislou osou stimernosti rozdelend na dve casti M} | a M?_,
(st to Karnaughove mapy n — 1 premennych). Potom kazda 2*-tica, k € {1,...,n} je
bud 2*-ticou v jednej z map M} ,, M2 |, alebo je spojenim 2F~!-tice v M} ; s jej osovo
stimernym obrazom v M?2_,. O]

St¢novych ¢lenov Styroch premennych je 81. Z toho 16 mé dlzku 4, 32 mé dizku 3,
24 mé dlzku 2 a 8 m4 dizku 1. Kazda dvojica v Karnaughovej mape M, je dvojicou v
Mj alebo M2 (berieme do tvahy obidve osi simernosti). Na obr. 51 st zobrazené prave
tie Stvorice, ktoré nie st $tvoricami ani v M3 ani v M. Podobne na obr. 52 st zobrazené
prave tie osmice, ktoré nie st osmicami ani v jednej z M3, M3,

Pri zobrazovani konfiguracii na Karnaughovych mapach pre 5, resp. 6 premennych

vyuzivame predchadzajicu vetu. Na obr. 53 a 54 st znazornené niektoré konfiguracie na
mapach My a M.

DEeFINiCIA 2.29. Nech f(z1,...,2,) = >0 Sk(z1,...,2,) je booleovskd funkcia,
pricom Y " | Si(z1,...,x,) je NDF. Tato NDF budeme na Karnaughovej mape funkcie
f znéazornovat tak, Ze na nej vyznacime konfigurécie jednotkovych bodov, ktoré st pokryté
stucinovymi ¢lenmi Si(xq,...,x,) pre k € {1,...,m}.
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OBR. 51. Niektoré stvorice na Karnaughovej mape 4 premennych
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OBR. 53. Niektoré konfiguracie na Karnaughovej mape 5 premennych

PRIKLAD 2.41. Néjdime dve rozne NDF funkcie f(z,y, z) uréenej mapou na obr. 55a.

Riesenie. Vyzna¢ime na mape tejto funkcie konfiguracie tak, aby kazdy jednotkovy
bod funkcie f patril aspon jednej konfiguracii. Tym je na mape vyznacend prave jedna
NDF funkcie f. Na obr. 55b, ¢ st takto vyznacené konfiguracie, ktoré znazornuju v poradi
tieto NDF funkcie f: NDF, (f) =ZyZ+Tyz +x, NDFy(f)=yzZ+yz+x. [
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OBR. 54. Niektoré konfiguracie na Karnaughovej mape 6 premennych

1ol 1o @0@0 1]l o |[1]] o

TR 1 R

a) b) c)
OBR. 55. Karnaughova mapa funkcie a dvoch jej NDF

PRIKLAD 2.42. Napisme NDF funkcie f : B® — B, ktora je znizornena na Karnaug-
hovej mape na obr. 56.

Riesenie. Jediny izolovany bod je pokryty stcinovym ¢lenom xyzuvw. Jedint dvojicu
pokryva su¢inovy ¢len ZTyuwvw. Stvorica v druhom stipci je pokrytd st¢inovym élenom
yut . Stvorica rozlozena v prvom a §tvrtom riadku a v prvom a Stvrtom stipci je pokryta
stcinovym ¢lenom T Zuw. Jedini osmicu pokryva stcinovy ¢len zuw a jedind Sestnésticu
pokryva stucinovy ¢len yv. Teda NDF funkcie f danej Karnaughovou mapou na obr. 56
je

NDF (f) = xyzuvw + Tyuwvw + yut W + TZUW + zuw + Y.

VETA 2.17. Nech f je booleovské funkcia n premennych a nech
U(zy,x,...,2T,) = ZSk(xl,xQ, Cey Ty)
k=1
je NDF funkcie f. Potom
V(zy, e,y . .., Ty) = H §k(;t1, Toy ..., Ty)
k=1

je NKF funkcie f, pricom ak
Se(@1, 22, %) =YYz Yo Y5 € {25,751}
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OBR. 56. NDF funkcie z prikladu 2.42

tak
Sk($1,$2,...,l‘n):g1+y2+...+§n'

Dokaz. Zrejme V (x4, xg, . . ., ;) je normélna konjunktivna forma. Sta¢i uz len dokazat,
ze je to NKF funkcie f :

m m
flrr, 2o, .. xy) = fa, 20, yxn) = Y Se(1, 29, ...y xn) = [ Sk(x1, 22, ..., 2,) =
=1 k=1
mo
= H Sk(Il,xQ,...,,’Ij‘n).
k=1

O

PRIKLAD 2.43. Booleovska funkcia g : B> — B je dand mnoZinou jednotkovych bodov
J(g) ={(0,0,1),(0,1,0)}. Uréte NKF (nie vS8ak UNKF) funkcie g.

Riesenie. Mnozina jednotkovych bodov funkcie g je

J(g) =B*\ J(g) = {(0,0,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),((1,1,0), (1,1,1)}.

Karnaughova mapa funkcie g je na obr. 55a a jedna NDF tejto funkcie je znazornena
v Karnaughovej mape na obr. 55¢, odkial vyplyva, Ze

9@, y,2) =Yz +yz+a =y +2)[y+2)7
Posledny B-vyraz je NKF funkcie g. |

6. Minimalizacia B -vyrazov

V tejto casti bude nasim ciefom vyjadrif booleovskt funkciu pomocou NDF resp. NKF,
ktoré majui najmensi pocet pismen. Pretoze normélnych disjunktivnych (konjunktivnych)
foriem n premennych je iba kone¢ny pocet, je zrejmé, ze tato tloha mé vzdy rieSenie
(aj ked nemusi byt jediné). Staci ,len“ zobraf vSetky NDF (NKF) n premennych, z nich
vybrat tie, ktoré urcuji dani funkciu a spomedzi nich vybrat normélne disjunktivne
(konjunktivne) formy s najmensim poc¢tom pismen. Pravda, uz pre n = 4 dostdvame
23" — 981 — (210)%.9 = 2.(10%)° = 2-10** rozliénych NDF, a teda vidime, 7e tento postup
je prakticky nepouzitelny. Preto budeme postupovat inak.
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DEFINiCIA 2.30. Normélnu disjunktivnu (konjunktivnu) formu booleovskej funkcie
f, ktord ma spomedzi vSetkych normalnych disjunktivnych (konjunktivnych) foriem fun-
kcie f najmensi pocdet pismen, budeme nazyvat minimdlna normdalna disjunktivna
(konjunktivna) forma booleovskej funkcie f, skratene MNDF (MNKF).

PRIKLAD 2.44. N4jdime MNDF funkcie f(z,y,2) = (x +y)Z + 27.

Riesenie. Pomocou Karnaughovej mapy funkcie f vytvorime vSetky tie NDF tejto
funkcie, ktoré maju tuto vlastnost: pre kazdé dva rozne stcinové cleny Si, Sy z tej istej
NDF plati J(S1) & J(S2) a J(S2) ¢ J(S1). Tato vlastnost ndm zabezpedi, ze v NDF sa
nevyskytntt mnohé nadbytocné ¢leny. Ak by totiz platilo napr. J(S7) C J(S3), tak v NDF
mozeme S; vynechat a dostaneme opit NDF funkcie f, ktord vSak mé menej pismen.
7 takto vytvorenych NDF vyberieme minimalnu. Na obr. 57a az h st na Karnaughovych
mapéach znazornené vSetky NDF funkcie f majice uvedent vlastnost. NapiSme jednotlivé

() () (D)
JOO] (O Lol [T SEm) O
a) b) c)

0 HONN N
JOIL O] SEm) [ 5] |1
d) e) f)

O] (O EE] |

) h)
OBR. 57. NDF funkcie f z prikladu 2.44

NDF a vyhladajme z nich ti, ktord méa najmensi pocdet pismen:
a) f(x,y,2) =Tyz + 2y Z + xyzZ + 27z, 12 pismen;

b) f(x,y,2) = TyzZ + zyz + 27, 8 pismen;
c) f(z,y,2) = Tyz + 7Yz + 2%, 8 pismen;
d) f(z,y,2) = 27 Z + 2yz + yZ, 8 pismen;
e) f(x,y,2) = TYyZ + 27 + 27, 7 pismen;
f) f(.T, Y, Z) = Yz + 2y, 4 pismené;
9) f(z,y,2) = yZ + 27 + a7z, 7 pismen;

9) f(r,y,2) = yZ + 2y + 2%, 6 pismen.

Vidime, ze MNDF (f) = yz + 7. [
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Takyto postup vyhladdvania MNDF je dost neprakticky a ¢asto nepouzitelny. Preto
budeme postupovat inak.

DEeFINiCIA 2.31. Nech f, g st dve booleovské funkcie n premennych. Budeme hovorit,
ze funkcia f je implikant funkcie g, ak J(f) C J(g). V stlade s touto terminoldgiou, ak

je funkcia f dand B-vyrazom U(zy,xs,...,2,) a funkcia g B-vyrazom V (21, zs,. .., x,),
budeme hovorit, ze B-vyraz U(zy, z, ..., x,) je timplikant B -vyrazu V (zq,xs, ..., T,).
V tomto pripade budeme tiez hovorit, ze B-vyraz U(z1, xs, . . ., z,) je implikant funkcie
qg.

7 definicie implikanta vyplyva, ze kazdy stuc¢inovy ¢len z NDF funkcie f je implikantom
funkcie f.

DEFINiCIA 2.32. Stéinovy &len S(zy, s, ..., x,) = xi'xd> ... zJ, ktory je implikan-
tom booleovskej funkcie f : B" — B, sa nazyva prosty implikant (prvoimplikant)
funkcie f, ak po nahradeni hociktorého pismena vyskytujuceho sa v S jednotkou, do-
staneme sucinovy ¢len, ktory uz nie je implikantom funkcie f.

PRIKLAD 2.45. Nech f(z,y,2) = xyz + xyZ + Tyz. Je zrejmé, ze S(x,y, z) = xyz je
implikant tejto funkcie. Budeme vySetrovat, ¢ je to aj prosty implikant.

Riesenie. Su¢inovy ¢len xyz pokryva izolovany bod (1, 1,1). Ak v S nahradime pismeno
z jednotkou, dostaneme stucinovy ¢len T'(z, y, z) = xy. Ako vidiet aj z Karnaughovej mapy
funkcie f (obr.58), pre mnoziny jednotkovych bodov plati J(S) C J(T') C J( f). Preto
podla definicie st¢inovy ¢len T je implikant funkcie f a S nie je prosty implikant tejto
funkcie. Funkciu f zrejme moézeme vyjadrit v tvare f (z,y, z) = xy + zyz + Tyz. [ |

1O,

T S

OBR. 58. Implikanty T" a S funkcie f z prikladu 2.45

PRIKLAD 2.46. Zistime, ¢i su¢inovy ¢len xy je prosty implikant funkcie
flz,y,2) = vy + 2yz + TY=.

Riesenie. Otéazka je, ¢i mozeme z ¢lena xy vynechat bud x alebo y a ¢ pritom zvySok
zostane implikantom funkcie f. Odpoved je jednoduchéd, ak si uvedomime, aké st mnoziny
jednotkovych bodov funkcie f a stéinovych ¢lenov S(z,y, 2) =y, T(x,y, z) = x. Zrejme

J(S) = (*7 1, *) = {(0’ L, O)a (07 L, 1)7 (17 L, O)a (17 1, 1)}”
J(T) = (1,%%) ={(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)},
J(f)=4(1,1,1),(1,1,0),(0,0,1)}.
Vidime, ze J(S) ¢ J(f), J(T) ¢ J(f). To znamend, ze S, T nie st implikanty funkcie f,
a preto stucinovy clen xy je prosty implikant funkcie f. |
Vyhladévat prosté implikanty sposobom uvedenym v predchédzajicich dvoch prikla-
doch je nepraktické. Pritom prosté implikanty maja pri hladani MNDF funkcie délezita
ulohu.
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VETA 2.18. Nech U(x1,22,...,%,) = > iy Si(x1, 29, ..., 2,) je MNDF funkcie
f: B" — B. Potom kazdy stu¢inovy ¢len S;(z1, xs,...,2,) prei € {1,2,...,m} je prostym
implikantom funkcie f.

Dokaz. Pre kazdé « = (z1,22,...,2,) € B" je f(x) = U(x) = Si(x) + Sa(x) + -+ +
+Sp(x). Nech pre i € {1,2,...,m} st€inovy ¢len S;(x) obsahuje n; pismen. Potom MNDF
U(x) obsahuje k = ny +ny + - -+ + n,, pismen, ¢o je najmensi pocet pismen zo vsetkych
NDF funkcie f. Predpokladajme teraz, ze niektory suc¢inovy ¢len S;(x) nachddzajuici sa v
MNDF U (z) nie je prostym implikantom funkcie f. Teda v st¢inovom ¢lene S;(z) existuje
také pismeno, Ze po jeho nahradeni jednotkou dostaneme stcinovy ¢len T;(x), ktory je
opiit implikantom funkcie f. To vSak znamena, Ze plati

J(S;) C J(Ti) C J(f).
7 tejto vlastnosti vyplyva
J(Si+ 1) = J(S:) U J(T7) = J(T),

J(Ti+ f) = J(T) U J(f) = J(f),
a preto plati
Si(x) + Ti(x) = Ti(x),
Ti(x) + f(z) = f(=).

Na zéaklade tychto vlastnosti dostavame
f(2) = Ti(2) + f(z) = Ti(x) + S1(2) + -+ + Sia(2) + 5i(@) + Sia(2) + -+ Si(2) =
=S1(x)+ -+ Sis1(z) + Ti(x) + Sipa(x) + - - + Spu(2).
Ziskali sme NDF funkcie f, ktora ma

ng 4ot (= 1) Fnga o, =k -1

pismen. To je spor s miniméalnostou ¢isla k. Preto kazdy stucinovy ¢len v MNDF danej
funkcie musi byt prostym implikantom. O

Z predchadzajucej vety vyplyva, ze pri hladani MNDF danej booleovskej funkcie mo-

Zeme postupovat takto:
1. Najdeme vsetky prosté implikanty danej funkcie.
2. Z najdenych prostych implikantov zostavime vSetky NDF danej funkcie.
3. Spomedzi zostavenych NDF vyberieme vsetky MNDF.

Pri rieSeni tejto ulohy je mozné pouzit Quine - McCluskeyov algoritmus (je uvedeny
napr. v [1]), v ktorom sa vychadza z UNDF danej funkcie. My si ukdzeme, ako je mozné
riesit tito tlohu pomocou Karnaughovych map. Tu si treba uvedomit, ze prosty implikant
funkcie f je sucinovy clen, ktory pokrijva 2F-ticu jednotkovijch bodov funkcie f, pricom
tdto 2F-tica nie je castou Ziadnej 2" -tice jednotkovijch bodov funkcie f.

PRIKLAD 2.47. Vsetky prosté implikanty funkcie f(z,y,2) = (z + y)Z + 2y su vy-
znacené na Karnaughovej mape na obr. 57h. V§imnime si, ze NDF yz 4+ 2y 4 2%z, ktora
obsahuje vSetky prosté implikanty funkcie f, nie je v tomto pripade MNDF tejto funkcie.

|

DEeFINiCIA 2.33. Normadlna disjunktivna forma booleovskej funkcie f, ktora je stctom
vSetkych prostych implikantov tejto funkcie, sa nazyva skratena normdalna disjunk-
tivna forma funkcie f, skratene SNDF.

Je zrejmé, ze SNDF vzdy existuje a je az na poradie prostych implikantov jednoznac¢ne
urcend. Ako sme videli v predoslom priklade, SNDF nemusi byt MNDF.
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DEFINICIA 2.34. Nech U(xy,za,...,x,) je NDF booleovskej funkcie f : B" — B, pre
ktoru plati:

1. Kazdy stcinovy ¢len, ktory sa nachadza v tejto NDF (s koeficientom rovnajicim
sa 1), je prosty implikant funkcie f.

2. Ak v danej NDF vynechame hociktory sic¢inovy ¢len, dostaneme B-vyraz, ktory
uz neurcuje funkciu f.

V takomto pripade budeme hovorit, ze U(x1,xs,...,z,) je iredundantnd normadlna
disjunktivna forma funkcie f, skratene INDF.

Uvedomme si, ze pre kazdy prosty implikant nachadzajtci sa v INDF, musi existovat
jednotkovy bod funkcie, ktory je pokryty len tymto jedinym prostym implikantom spo-
medzi vSetkych implikantov nachadzajicich sa v INDF (v opa¢nom pripade by sme tento
prosty implikant mohli z INDF vynechat). Z definicie INDF a MNDF dalej vyplyva, Ze
MNDF danej funkcie je zaroven INDF tejto funkcie.

Nagst INDF danej funkcie pomocou Karnaughovej mapy, znamend vybrat také konfi-
gurdcie jednotkovych bodov funkcie f, Ze

1. kaZdy jednotkovy bod funkcie sa musi nachddzat v aspori jednej vybranej konfigu-
rdcii,

2. Ziadna vybrand konfigurdcia nie je castou lubovolnej inej konfigurdcie jednotko-
vych bodov funkcie f,

3. pre kaZdu vybrand konfigurdciu existuje jednotkovy bod funkcie, ktory sa nachddza
iba v tejto konfigurdcii.

MNDF funkcie f je jej INDF s najmensim poctom pismen.

Pri vyhladdvani INDF danej funkcie, je vhodné v prvom rade uvazovat o prostych
implikantoch, ktoré sa musia nachadzat v kazdej INDF tejto funkcie. St to takéto prosté
implikanty:

DEFINICIA 2.35. Prosty implikant P(xq,zs,...,x,) funkcie f : B* — B sa nazyva
nevyhnutny prosty implikant funkcie f, ak existuje jednotkovy bod funkcie f, ktory
je jednotkovym bodom jedine prostého implikanta P(xq, s, ...,z,) spomedzi vSetkych
prostych implikantov tejto funkcie.

NDF, ktora je suc¢tom vsetkych nevyhnutnych prostych implikantov funkcie f, nazyvame
jadro funkcie f.

PRIKLAD 2.48. Najdime jadro funkcie

(1) f(x,y,2) = Tyz + vyz + 27z,
(2) f(x,y,2,u) =TYu+ yzu + xyu + y zZu + xyz.

Riesenie. 1. Karnaughova mapa funkcie f je na obr. 59a. Jednotka v prvom riadku a
tretom stlpci sa nachddza v dvojici (na obr. 59b je v tretom stlpci), ktora nie je dastou
ziadnej stvorice jednotkovych bodov funkcie f. Tato dvojica je preto pokryta prostym im-
plikantom a je nim stc¢inovy ¢len yz. Uvedeny jednotkovy bod sa nenachédza uz v ziadnej
inej konfiguracii pokrytej prostym implikantom, preto yz je nevyhnutny prosty implikant.
Podobne jednotkovy bod v druhom riadku a §tvrtom stipci sa nachadza v jedinej konfi-
guracii, ktora je pokryté prostym implikantom. Je to dvojica v druhom riadku (obr. 59b),
ktora je pokryta nevyhnutnym prostym implikantom xz. B-vyraz U(z,y, z) = yz + xz je
teda jadro funkcie f. KedZe vyznacené dvojice obsahuji vSetky jednotkové body funkcie
f,je U(z,y, z) jedinou INDF tejto funkcie, a teda aj MNDF.
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a) b)

OBR. 59. a) Karnaughova mapa funkcie f
b) prosté implikanty funkcie f

2. Jednotkovy bod v 1. riadku a 1. stlpci Karnaughovej mapy funkcie f na obr. 60
sa nachadza v dvoch roznych dvojiciach pokrytych prostymi implikantmi T3z a Ty u.
Podobne kazdy jednotkovy bod v 1. a 2. riadku je aspon v dvoch konfiguraciach pokrytych
prostymi implikantmi. Az jednotkové body v tretom riadku su v jedinej konfiguracii (je
to Stvorica) pokrytej prostym implikantom zz. Toto je teda jediny nevyhnutny prosty

y

OBR. 60. Prosté implikanty funkcie f

implikant. Jadrom funkcie f je preto B-vyraz V(z,y, z,u) = xz. V tomto pripade jadro
nie je NDF funkcie f, lebo mnoziny jednotkovych bodov J(V) a J(f) st rozne. [

Nevyhnutné prosté implikanty funkcie nemusia existovat. Preto jadro funkcie sa moze
rovnat nule. Dalej je zrejmé, Ze kazda INDF (a teda aj MNDF) musi obsahovat jadro
funkcie. Dalsie dopliianie jadra na INDF robime pomocou volby jednotlivich alterna-
tiv vyberu prostych implikantov, pricom vo vSeobecnosti treba preskimat vsetky mozné
alternativy.

PRIKLAD 2.49. N4jdime MNDF funkcie f(z,y,z,u) = Tyu+yzu+ xyu +y zZu + xyz
(funkcia z druhej ¢asti predoslého prikladu).

Riesenie. Na obr. 60 st znazornené vsetky prosté implikanty funkcie f. Odtial vyplyva,

v

ze
Ulx,y,z,u) =TYZ+TYU + Yzu + 2Ju + §Zu + 2

je SNDF tejto funkcie. Nie je to vsak INDF, pretoze napr. prosty implikant xyu pokryva
mnozinu jednotkovych bodov, z ktorych kazdy sa nachadza aj v inej konfiguracii jednot-
kovych bodov funkcie f. Uz vieme, Ze Stvorica je nevyhnutné, preto sa bude vyskytovat
v kazdej Karnaughovej mape, na ktorej je vyznacena INDF funkcie f. Jednotkovy bod
v prvom riadku a prvom stlpci mapy, t.j. (0,0,0,0), je pokryty dvoma réznymi prostymi
implikantmi.
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1. Do INDF vyberme z nich najprv Tz a nevyberme Tyu (obr. 6la, b). Potom
jednotkovy bod (0,0,1,0) (v prvom riadku a druhom stlpci) musime pokryt prostym
implikantom yzu. Ostava ndm pokryt uz len jednotkovy bod (1,0,0,1) (druhy riadok,
Stvrty stipec), o mozeme urobit prostym implikantom zyu (obr. 61a) alebo 3 Zu (obr.
61b). Dostavame tak dve INDF funkcie f:

INDF,(f) =22+ TYZ + yzu + a2yu,
INDFy(f) =224+ ZTyZ+yzu+7yZu
z u z u
1 1 1 _1 1 1
* BIIERIE * RIENE
1 1 1 1
y y
a) b)
z u z u
IRNE BRE
* 1 1 1 * 1 1 1
1|1 111
y y
c) d)

OBR. 61. INDF funkcie f

2. Vyberme teraz Ty u a nevyberme T7z (obr. 61c). V takom pripade jednotkovy
bod (0,0,0,1) (prvy riadok, stvrty stipec) médzeme pokryt iba prostym implikantom 7 Zu.
A kedze kazdy jednotkovy bod je pokryty niektorym vybranym prostym implikantom,
ziskali sme dalgiu INDF:

INDF;(f) = 22 + T U + J Zu.

3. Do INDF vyberme teraz obidva prvoimplikanty 4§z aj Ty u (obr. 61d). Potrebu-
jeme eSte pokryt jednotkovy bod (1,0,0,1), ¢o je mozné urobif prvoimplikantom 7 Zu
alebo xyu. Ak by sme vybrali prvy z nich, stal by sa prosty implikant 77z nadby-
tocny, lebo jeho jednotkové body by boli pokryté inymi vybranymi prostymi implikantmi

INDF,(f) =224+ Zyu+TyZ + a2qu.
MNDF funkcie f je zrejme INDF3(f) = 2z + Ty u + § Zu, ¢o sa dalo v tomto pripade
odhadnuf z Karnaughovej mapy priamo, bez hladania vSetkych INDF. |
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PRIKLAD 2.50. Najdime MNDF funkcie f(z,y,2) =TZ 4+ yz + Tyz + zz + xyz.

Riesenie. SNDF tejto funkcie je zobrazena na obr. 62a. Zaroven je tu vidiet, Ze jadro
funkcie je nulové, lebo kazdy jednotkovy bod sa nachadza v dvoch dvojiciach, ktoré st
pokryté prostymi implikantmi. Preto, ak chceme najst INDF, musime aspoti jednu dvojicu
vynechat.

[a—
[
[a—
—
—_
—_—
[—
—
[E—

X |1 1| 1 X 1|1 1 x 1 1|1

a) b) c)
OBR. 62. SNDF a dve INDF funkcie f z prikladu 2.50

1. Vynechajme dvojicu pokrytt ¢lenom Z . Potom musime vybrat dvojicu pokryti ¢le-
nom T z a gz (obr. 62b). Aby sme ziskali INDF, sta¢i uz len k dvom vybranym dvojiciam
pridat dvojicu pokrytd prostym implikantom zy alebo dve dvojice pokryté prvoimpli-
kantmi yz, zz. Najdené INDF su

INDF,(f) =Tz +yz + xy,
INDFy(f) =Tz + 7z +yz + zz.

Ked na zacdiatku vynechdme prosty implikant xz ziskame opdt INDF;(f) a
INDF3(f) =Ty +yz + zy + yz.

Podobne, ked na zac¢iatku vynechdme prosty implikant 4z, dostaneme opiét INDF;(f) a
INDF(f)=TZ+ay+ 22+ T7.

2. Vynechajme dvojicu pokrytu ¢lenom zZz. Potom musime do Karnaughovej mapy
zaradit dvojice pokryté implikantmi T3 a yz (obr. 62c). Teraz uz sta¢i pridat dvojicu
pokryta prostym implikantom zz a dostaneme

INDF5(f) =Ty + yz + xz,

alebo dve dvojice pokryté prvoimplikantmi zy, yz a dostaneme INDF3(f).

Ked na zac¢iatku vynechame prosty implikant xy, dostaneme INDF5(f) a INDF5(f).

Podobne, ked na zac¢iatku vynechdme prvoimplikant 7z, dostaneme INDF5(f) a INDF4(f).
Najmensi pocet pismen (6) maju INDF;(f) a INDF5(f), st to teda MNDF danej

funkcie. [ |

Na hladanie miniméalnej normalnej konjunktivnej formy by sa dala pouzit podobna
metdda ako na hladanie MNDF. Urobime to vSak inaksie. Vyuzijeme vztah medzi MNKF
funkcie f a MNDF funkcie f. Vsimnime si najprv fakt: Ak

S(xl7x27 ce 7xn) =Y1Y2 ... Yn, kde Y; S {gjiafia 1}7

je sucinovy clen, tak jeho komplement

S(x1, 29, .., Xn) =T1Y2 - Un

je ekvivalentny s

S('Tlax%"-v'rn) =Y +§2+—|—§n,
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¢o je stctovy clen tej istej dlzky ako S(x1, 2o, ..., 2,).
Nech f je booleovska funkcia n premennych a

m
Uy, xg,...,2,) = Zsi(.fﬁl,.Tg, ey T)
i—1

je MNDF booleovskej funkcie f(z1,2a,...,2,) = f(21, 22, ..., 2,). Podet pismen v MNDF
nech je p. Pre funkciu f potom plati

m m

flrr, 2o, xy) = f(o1,29,. .., 2p) = ZSi(xl,xg, A HSi(xl,:cg, e Tp).
i=1 i=1
Vzhladom k tomu, Ze §i(x1, Ta,...,T,) su suctové ¢leny, je B-vyraz

m
V(zy, e, ..., T,) = HSi(xl,:cg, cey T)
i=1

NKF funkcie f. NavySe pocet pismen v B-vyraze V(z1,xs,...,2,) je ten isty ako v B-
vyraze U(xy,xa,...,2,), teda p. Ukdzeme teraz, ze V(z1,xs,...,2,) je MNKF funkcie
f. Predpokladajme, Ze tomu tak nie je a ze MNKF funkcie f je [[;_; Ti(z1, 22, ..., 2p).
Pocet pismen v nej nech je q. Potom ¢ < p a

T r
[z, 20, 2p) = HTi(%Jz, e Tp) = ZTz‘(IEl,xz; ey ),
i=1 i=1

pricom Tj(x1, 22, ..., Tn) = Y1Ya---Un, ak Ti(1, T2, ..., Z0) = 1 + Y2+ - + Yn, Y;j €

{z;,7;,0}. To vSak znamena, ze ) ﬁ-(:ﬁl, Tg,...,Z,) je NDF funkcie s po¢tom pismen g,
i=1
¢o je v spore s tym, ze MNDF funkcie f je U(xy,xs,...,2,) s po¢tom pismen p. Tym sme

dokézali tvrdenie:

VETA 2.19. Nech f je booleovska funkcia n premennych a
Uy, xg,...,2,) = i&(ml,x% ey T)
i=1
je MNDF funkcie f. Potom
V(zy,xe,. .., T,) = H gi(xl, Toy ..., Ty)

je MNKF funkcie f, pricom ak

Si(xlax%' .- 7xn) =U1Y2..--Yn, Yj € {Z)'Jj,f], 1}7
tak _

Si(x1, 22, Tn) =Y + Yo+ + Ty
]

PRIKLAD 2.51. Néjdime MNKF funkcie g(z,y, 2) = 27 Z + Tyz=.

Riegenie. Zostrojme najprv Karnaughove mapy funkcie g a g (obr. 63). Ak porovname
Karnaughovu mapu funkcie g s Karnaughovou mapou na obr. 62a, vidime, Ze funkcia g a
funkcia f z predchadzajiceho prikladu st rovnaké. Preto

Ui(z,y,2) =Tz +7yz+ay aUs(z,y,2) =Ty + yz + 2
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a) b)
OBR. 63. Karnaughova mapa a) funkcie g, b) funkcie g.
st MNDF funkcie g. Potom podla predchadzajicej vety su B-vyrazy

Vi(z,y,2) = (+2)(y +2)(T +7) a Valw,y,2) = (¢ + )T+ 2)(T+2)
MNKF funkcie g.

7






KAPITOLA 3

Konecéné automaty

1. Definicia koneéného automatu

PrikLAD 3.1. Uvazujme o obvode z obr. 1. Predpokladajme, ze v tomto obvode je
zaradeny zdroj elektrického prudu, Ziarovka a tlac¢idlovy kIu¢ X, ktory pri stlaceni ob-
vod otvori, ak bol predtym uzavrety, a naopak, pri stlaceni obvod uzavrie, ak bol pred
stlacenim otvoreny.

|

o

X

OBR. 1. Ilustracia prikladu 3.1

Tento obvod ovladame teda prostrednictvom tlac¢idlového kluca, ktory mozeme po-
vazovat za vstup do zariadenia, pritom tymto vstupom je davany jediny riadiaci povel
t — stla¢ tlacidlovy kIuc.

Reakcia tohto obvodu na riadiaci povel sa prejavi na ziarovke, ktord bud svieti, alebo
nesvieti. Teda tto ziarovku moZzeme pokladat za vystup uvedeného obvodu, pritom hod-
noty tohto vystupu st s — ziarovka svieti, n — ziarovka nesvieti. Je zrejmé, ze vystup
tohto zariadenia pri kazdom vstupnom povele ¢t nebude rovnaky. Zavisi to od toho, ¢i bol
obvod pred stladenim klc¢a otvoreny, alebo uzavrety. Teda mé zmysel uvazovat o dvoch
stavoch tohto zariadenia. Stav o — obvod je otvoreny (Ziarovka nesvieti), stav u — obvod
je uzavrety (ziarovka svieti).

Je zrejmé, ze po kazdom vstupe t sa meni stav. Ak bol obvod v stave o, po vstupe ¢
sa stav zmeni na u. Ak bol v stave u, po vstupe ¢ sa stav zmeni na o. Celt tito situaciu
vidime prehladne v tabulke 1, cast a).

t t t|t

u o|s oluls ol|n
ulo u|n ulo|n uls
a) b) c) d)

TABULKA 1. Prechodova a vystupna funkcia z prikladu 3.1

O vystupe modzeme uvazovat dvoma sposobmi. Bud uvazujeme o vystupe ako reakcii
na vstup, a potom v zavislosti od stavu pri kazdom vstupe moZzeme priradit nasledujici
vystup. Ak bol obvod uzavrety a stlac¢ime kIG¢, obvod otvorime a Ziarovka nesvieti. Ak bol

79
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obvod otvoreny a stla¢ime kIuc¢, obvod uzavrieme a ziarovka bude svietit. Tato celkovi
situéciu sme opisali pomocou tabulky 1, ¢ast b). Tabulky z Casti a) a b) v tabulke 1
zvykneme zapisovat spolu, tak ako sme to urobili v tabulke 1, ¢ast c).

V tomto priklade méZeme vSak o vystupe uvazovat aj ako o funkcii, ktora zavisi len od
stavu zariadenia. Ak je obvod otvoreny, ziarovka nesvieti a ak je obvod uzavrety, ziarovka
svieti. Tato situdciu zapisujeme v tabulke 1, cast d). [ |

PrIKLAD 3.2. Uvazujme o situacii, ked mame k dispozicii generator signalov a, b,
ktory ndhodnym sposobom v urcenych casovych okamihoch generuje jeden z uvedenych
signalov. Teraz chceme opisat zariadenie, ktoré tieto signaly ¢ita a na tieto signaly reaguje
takto:

Ak v ¢ase t je vyslany ten isty signal ako v Case t — 2, vysle signél 1, v opa¢nom pripade
vysle signal 0.

Riesenie. Tato situdciu mdzeme ilustrovat takto:

Vstup ¢itacieho zariadenia: ...aabbababbbbaaaaababbab...
Vystup citacieho zariadenia: .....00011101100111011001...

Je zrejmé, Ze pri zariadeni, ktoré chceme opisat, méa zmysel uvazovat o vstupe X, ktory
prijima signély a,b a o vystupe Z, ktorym sa vysielaji signély 0 a 1 (pozri obr. 2).

Aby sme vedeli opisat ¢innost ¢itacieho zariadenia v ¢ase t, potrebujeme poznat jeho
histdériu v case t —2. Za tychto okolnosti budeme vediet, ako reaguje zariadenie v case t —2

a,b 031
— > 5
X Z

OBR. 2. Ilustracia prikladu 3.2

at. V ¢ase t+1 v8ak budeme musiet poznat, akd bola situacia v ¢ase t — 1. Potom budeme
vediet opisat ¢innost ¢itacieho zariadenia v ¢ase t—2, t—1, ¢, t+1. Ale je zrejmé, Ze teraz uz
budeme vediet povedat, aky je vystup aj v ¢ase t+2, a teda aj v ¢ase t+3 atd. Slovom, aby
sme vedeli opisat ¢innost tohto zariadenia od istého ¢asového okamihu, musime poznat
jeho histériu v predoslych dvoch taktoch. V dvoch taktoch, ktoré nasleduji za sebou,
je na vstupe citacieho zariadenia mozny len vyskyt tychto dvojic: aa,ab, ba,bb. Tymto
dvojiciam mozeme priradit Styri stavy céitacieho zariadenia. Stav s,, bude zodpovedat
situécii, ked v ¢ase t — 2 bol na vstupe signal a a v ¢ase t — 1 signal b. Podobny vyznam
budt mat aj stavy Suq, Swe, @ Spp. Teda napriklad, ked v Case t je zariadenie v stave s, a

TABULKA 2. Ilustracia prikladu 1.2

a b

Saa | Saa  Sab
Sab | Sba  Sbb

Sba | Saa  Sab

S O R R |2
—_ = O O o

Sbb | Sba  Sbb

na vstupe sa objavi signal a, zariadenie na vystupe generuje signal 1 a prechadza do stavu
Spe- Ak v stave s, vstipi signal b, tak na vystupe sa objavi 0 a zariadenie prejde do stavu



1. DEFINICIA KONECNEHO AUTOMATU 81

sp,- Cell tto situdciu opisujeme v tabulke 2, kde v prvej casti opisujeme zmenu stavov a
v druhej casti ukazujeme reakciu vystupu na jednotlivé vstupy pri danych stavoch. |

V predoslych dvoch prikladoch sme sa zaoberali zariadeniami, ktorych opis je mozné
zhrnat do jedného modelu, ktory budeme nazyvat koneény automat.

DEeFINICIA 3.1. Nech X = {xy,...,2x}, S = {s1,...,s.} a Z = {z1,..., 2} st
kone¢né mnoziny. Nech 6 : S x X — S a A: 5 x X — Z st dané funkcie. Potom péticu
A=(5,X,7, 6]\ budeme nazyvat konecny automat.

Mnozinu X nazyvame vstupna abeceda a jej prvky nazyvame pismend vstupnej
abecedy (vstupy). Mnozinu S nazyvame mnoZina stavov automatu A a jej prvky na-
zyvame stavy automatu A. Mnozinu Z nazyvame vystupnd abeceda a jej prvky su
ptsmend vystupnej abecedy (vystupy). Funkciu § : S x X — S, pomocou ktorej je
kazdému stavu S a vstupnému pismenu priradeny (novy) stav, nazyvame prechodovd
funkcia automatu A. Funkciu A : S x X — Z, pomocou ktorej je kazdému stavu a vstup-
nému pismenu priradené vystupné pismeno, sa nazyva vystupnda funkcia automatu A.

V priklade 3.1 je prechodova a vystupna funkcia dand pomocou tabulky 1, ¢ast c).
Prechodové a vystupné funkcia z prikladu 3.2 st dané v tabulke 2.

PozNAMKA 3.1. V tejto ucebnici sa budeme zaoberat iba koneénymi automatmi.
Preto slovo ,koneény“ budeme v nazve automatu vynechavat.

Ako sme videli v priklade 3.1, méZeme uvazovat o dvoch druhoch vystupnych funkcii.
V prvom pripade sme uvazovali o vystupnej funkcii, ktorej hodnoty zavisia od stavu a
vstupu. V druhom pripade sme uvazovali o funkcii, ktorej hodnoty zavisia iba od stavu.
To je aj dovod, preco sa robia rozdiely v definicii automatu. Automat z definicie 3.1 sa
presnejSie nazyva Mealyho automat. Okrem Mealyho automatov sa budeme zaoberat
aj tzv. Moorovymi automatmi.

DEFINICIA 3.2. Moorov automat je pitica A = (S, X, 7,0, ), kde S, X, Z a § su
zhodné s im zodpovedajucimi objektami v definicii Mealyho automatu. Vystupna funkcia
u priraduje stavu vystup, teda p: S — Z.

Pri automatoch predpokladame ¢innost v diskrétnom c¢ase. Teda uvazujeme o ¢asovych
okamihoch (taktoch) t1,ts, ..., v ktorych sa vzhladom na vstup a stav v danom okamihu
generuje vystup (patriaci este k danému ¢asovému okamihu) a nastavuje sa novy stav pre
nasledujuci casovy takt. Pretoze pri praci automatu nie si1 délezité hodnoty ¢;, ale iba ich
poradie, budeme v budicnosti uvazovat iba o ¢islach taktov 1, 2, 3, ... Pritom intervaly
medzi jednotlivymi taktami nemusia byt rovnaké. Pri tejto ¢asovej interpretacii mozeme
pisat:

A(s(t),z(t)) = 2(t) pri Mealyho automate,

w(s(t)) = z(t) pri Moorovom automate.

Pritom predpokladame, Ze priradenie vystupu sa uskutocnuje pocas jedného taktu
(nie v jedinom ¢asovom okamihu).

7 definicie automatu vyplyva, ze automat je tplne Specifikovany pomocou tabuliek
prechodovej a vystupnej funkcie. V tychto tabulkéich sa totiz nachadzaji aj mnoziny X,
S, Z. Ku kazdému (koneénému) automatu je zvykom priradif aj graf.
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DEFINICIA 3.3. Nech je dany automat A = (S, X, Z,4,\). Grafom automatu A
budeme nazyvat orientovany graf G = (V, H, f), ktory je definovany takto: Mnozina
vrcholov V' = S. Mnozina hran H je zhodnad s mmnozinou ,prechodov® medzi stavmi,
pri¢om prechod medzi stavmi s a ¢ je definovany prave vtedy, ked existuje pismeno z € X
také, Ze 0(s, x) = ¢q. Potom vztah incidencie je funkcia f : H — S x S, ktora je definovana
takto: f(h) = (s, q) prave vtedy, ked h je prechod medzi stavmi s a ¢ (t.j. existuje z € X
také, ze 0(s, x) = q).

Graf automatu budeme kreslit ako ohodnoteny graf. Ak A je hrana (prechod) spajajica
vrcholy s a ¢, na zéklade podmienky §(s, z) = ¢ budeme k tejto hrane pripisovat oznacenie
x a k tomuto oznaceniu este aj hodnotu vystupu z = A(s,z) (pozri obr. 3).

X/z= (s, X)
q= 9(s, x)

OBR. 3. Ilustracia definicie grafu automatu

V pripade Moorovho automatu definujeme graf automatu rovnako ako v pripade Me-
alyho automatu. Pri ohodnocovani hran vsak k hrane pripisujeme len hodnotu vstupu,
ktory sposobuje prislusny prechod z jedného stavu do druhého. Vystup zapisujeme k jed-
notlivym stavom (vrcholom). Teda ak §(s,z) = ¢, potom dvojica vrcholov s, ¢ bude spo-
jena hranou tak, ako to vidno na obr. 4.

X

OBR. 4. Ilustracia definicie grafu Moorovho automatu

PRIKLAD 3.3. Nakreslime graf automatu A, ktory je dany pomocou tabulky 3.

TABULKA 3. Tabulka automatu z prikladu 3.3

) A
r1T T2 | T1 X9
S1 | S1 S92 0 1
S9 | S9  So 1 1
S3 | S1 S4 1 1
S41S1 S1 0 1

Riesenie. Je zrejmé, ze ide o automat A = (S, X,7Z,0,A), kde S = {s1, $2, 53, 4},
X ={z1,22}, Z ={0,1}. Funkcie 6 a A st dané pomocou tabulky 3.

Graf tohto automatu ma styri vrcholy si, s9, 3, 54, priCom z kazdého vrchola musia
vychadzat prave dve hrany, ktoré si ohodnotené vstupmi 1, a x5. Graf tohto automatu
je na obr. 5. |
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X2/1
OBR. 5. Graf automatu z prikladu 3.3

TABULKA 4. Tabulka automatu z prikladu 3.4

J

a b c

G114 42 g3
a2 | 42 43 42
3|41 42 G2\ T

e T = T B o

PRIKLAD 3.4. Nech Moorov automat A je dany pomocou tabulky 4. Nakreslime graf
tohto automatu.

Riesenie. Graf bude mat tri vrcholy ¢1, ¢2, g3, pritom z kazdého vrchola budi vychadzat
prave tri hrany, ktoré budi ohodnotené vstupnymi pismenami a, b, ¢ (pozri obr. 6).

Uvazujme teraz o vstupnej abecede X = {z1,...,x;} automatu A a o tom, Ze dany
automat pracuje v taktoch, ktoré su priradené ¢asovym okamihom ocislovanym |

OBR. 6. Graf automatu z prikladu 3.4
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v poradi 1, 2,3, ... Predpokladajme, Zze v ¢ase t = 1 bude na vstupe automatu napri-
klad pismeno z7. Mézeme pisat (1) = z7. Nech v ¢ase t = 2 je na vstupe pismeno x4
a v Case t = 3 je to opit xy. Potom mozeme pisat x(2) = x4 a x(3) = x4. Teda pocas
taktov t = 1, t = 2, t = 3 bola na vstupe automatu postupnost z(1)z(2)z(3) = z7x424.
Je zrejmé, Ze mé zmysel uvazovat o tom, Ze pocas tychto troch taktov sa na vstupe
mohla objavif Tubovoln4 trojica prvkov mnoZiny X (pri¢om je mozné aj opakovanie prvkov
v tejto trojici). Dalej je zrejmé, Ze mozeme uvazovat o Tubovolnej kone¢nej postupnosti
taktov t = 1,t = 2,...,t = n, pocas ktorej sa na vstupe objavi konecné postupnost
vstupnych pismen z(1)z(2)...z(n). Tieto postupnosti budeme v budicnosti zapisovat v
tvare x(1)z(2)...x(n) = x'2?...2". Napriklad postupnost z'z?z*z*2° moze mat tvar
XT3T4T4T1To. Je to postupnost vytvorend z piatich vstupnych pismen.

Uvazujme o automate A = (5, X, Z,0,\), ktory v ¢ase t = 1 je v stave s' a na

vstup je privedené vstupné pismeno z'. Uvazujme o tom, %e v nasledujicich okamihoch
postupne privedieme na vstup pismena 22, 22, ..., 2". Teda automat je na zaciatku v stave
s' a v nasledujtcich n taktoch privedieme na vstup vstupné slovo x!, 22 ... 2" (pozri
obr. 7, na ktorom sme dané hodnoty zakrtzkovali). Potom ako odozvu na stav s' a
vstupné pismeno ' dostdvame vystupné pismeno z' = A\(s', z!) a pomocou prechodovej
funkcie nasledujici stav s> = §(s!, 2!). Teraz pomocou stavu s a vstupného pismena z?
dostéavame vystupné pismeno z? a novy stav s3. Takto pokracujeme az po n-ty takt, ked
dostdvame 2" = \(s",z") a st = §(s",2"). Ako reakciu automatu na vstupné slovo

at, 22, ..., 2" pri zac¢iatotnom stave s! dostdvame:

1. Postupnost s!,s?, ..., s"tl. Z tychto stavov nas zaujima iba s"!, ktory nam ur-

¢uje, v akom stave zaCne automat pracovat, ak sa rozhodneme pokracovat so vstupnymi
povelmi.

2. Vystupné slovo 2%, 22, ..., 2" vo vystupnej abecede Z. Toto slovo nds zaujima celé,
lebo je to vonkajsia reakcia automatu na vstupné slovo. Vystupné slovo ndm predsta-
vuje postupnost riadiacich prikazov automatu, ktoré vyda ako reakciu na vstupné slovo

b 2?, L an,

1

M4 teda zmysel uvazovat o rozsireni definicie prechodovej a vystupnej funkcie aj pre
pripad, ked vstupné pismeno nahradime celym slovom zloZenym zo vstupnych pismen.

ol L] [- .
O O] |©
' l i '

1 22 23 Zn

OBR. 7. llustracia definicie rozsirenej prechodovej a vystupnej funkcie
Mealyho automatu

DEFINICIA 3.4. Nech A = (S, X, Z,§,\) je Mealyho automat. Rozs§irenou precho-
dovou funkciou budeme nazyvat funkciu § : S x X — S, ktord je definovand takto:

~

a) d(s,z) = d(s,x) pre kazdé s € S a kazdé = € X.
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b) 0(s, wx) = §(8(s, w),z) pre kazdé s € S, w € X+ az € X.
Rozsirenou vystupnou funkciou budeme nazyvat funkciu NS x Xt ZT,
ktora je definovana takto:

~

a) A(s,x) = \(s,z) pre kazdé s € S a kazdé z € X.

b) /)\\(s,wx) = X(s,w))\(é(s,w),m) pre kazdé s € S, w € XT ax € X.

Rozsirent prechodovi a vystupnii funkciu sme definovali induktivnym spésobom. V pr-
vom kroku sme tieto funkcie definovali pre vstupné slova dizky 1. Potom za predpokladu,
ze tieto hodnoty pozname pre slova dlzky n, sme ich definovali pre slova dlzky n + 1.
Napriklad

Ot a'a%) = 6(0(s", o), 0%) = 0(3(s*, "), 2%) = 6(s*, %) = 5,
/):(sl,xlﬁ) = X(sl,xl))\( (s',2t), ) = A(s', 2N (s, ), 2?) = 2P\ (s?, 2?) = 2122
(pozri obr. 7).
7 definicie rozsirenych funkcii tiez dostavame:

-~ ~ ~

5(s,xta? ... a™) =0(6(s,xt .. 2" ), 2") = 5(0(6(s, 2t .. ) ) ) = =

(i(d( 6(0(s,zt), 2?)...), a7 2), a" ) ™) = §(0(s, xt), 2% .. 2") =

=0 :
25(5 s,tr?) xd . at) = ...,

Cize pre kazdé s € S, x € X, w € XT, je g(s,xw) = g(é(s,x),w). Takymto sposobom sa

~ A~ A~

d4 dokazaf, ze dokonca pre kazdé u,v € X a kazdé s € S je d(s,uv) = 0(d(s, u),v).
Podobne pre rozsirent vystupnu funkciu dostavame:

s, 222 a™) = (s, 2t ... 2" YAG(s, 2! ... 2" ), 2) =
= A(s,zt . NG (s, 2t 2 2), 2 )N (s, 2t ) ) = =

= A(s, 2)A(0(s, 21), 22)A(0 (s, 2t?), 23) .. A0 (s, 2t ... ™71, 2™).
Z toho uz vyplyva, Ze pre kazdé r € X a kazdé w € X je

(s, 2w) = A(s, 2)A((s, 2), w).
Pri hladani hodnot rozsirenej prechodovej a vystupnej funkcie s vyhodou vyuZijeme graf
automatu.

PRIKLAD 3.5. Nech automat A je dany pomocou grafu na obr. 8. Uvazujme o vstup-
nom slove w = abba. Najdeme (s, abba) a A(s, abba).

OBR. 8. Graf automatu z prikladu 3.5
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~

Riesenie. §(s, abba) je stav daného automatu, v ktorom sa bude nachadzat, ked v stave
s postupne na vstup privedieme pismena a, b, b, a. Tato postupnost, zaénic od stavu s,
sledujeme na hranach grafu daného automatu. Zo stavu s pri vstupe a prechadzame do
stavu r (t.j. d(s,a) = r), zo stavu r pri vstupe b do stavu ¢ (t. j. 6(r,b) = t), zo stavu ¢ pri
vstupe b do stavu ¢ (t.j. 6(¢,b) = t) a zo stavu t pri vstupe a do stavu s (t.j. §(¢,a) = s).
Preto d(s, abba) = s.
Priamy vypocet vyzera takto:
3(s, abba) = 6(8(s, a), bba) = 8(r, bba) = 3(5(r,b), ba) =
= b(t,ba) = 8(5(t,b),a) = 6(t,a) = s.
Zodpovedajice vystupné signaly sa nachadzali na hranach, po ktorych sme prechadzali
zo stavu s do stavu r, zo stavu r do stavu t, zo stavu t do stavu £ a zo stavu ¢t do stavu

s. Preto /):(s, abba) = 0010. |

Rozsirenie prechodovej funkcie pri Moorovom automate definujeme tak isto ako pri
Mealyho automate. S rozsirenim vystupnej funkcie je to pri Moorovom automate trochu
zlozitejsie. Uvazujme podobne ako v pripade Mealyho automatu o situécii, ked v stave s!
na vstup automatu privedieme vstupné slovo z'z?...z" (obr. 9). V tomto pripade prvy
vystup 2 = p(s') nezavisi od vstupného pismena x!. Reakcia vystupu na vstup z' sa
prejavi az pri vystupnom pismene z! = u(s?) = u(6(st, ). Dalej 22 je reakciou na a2,
lebo 22 = u(s?) = p(d(s% 2?)) atd. Z tychto tivah sa ndm poniika tato definicia rozsirene;
vystupnej funkcie Moorovho automatu.

n+1

\\\ /y | » e v N

OO |© ©}
’ 2! 22 1 o

OBR. 9. Ilustracia definicie rozsirenej vystupnej funkcie Moorovho automatu

DEFINiCIA 3.5. Nech A = (S, X, Z, 4, 1) je Moorov automat. Rozsirenou vystup-
nou funkciou Moorovho automatu budeme nazyvaf funkciu g : S x X* — ZF,

ktora je definovana takto:
a) f(s,x) = pu(d(s,z)) pre kazdé s € S a kazdé = € X.

x
b) fi(s, wx) = (s, w)u(d(s, wx)) pre kazdé s € S, kazdé v € X a kazdé w € X+,

7 definicie rozsirenej vystupnej funkcie Moorovho automatu vyplyva, ze tato funkcia
kazdému slovu z'z?...z" dlzky n opif priradi slovo 2122 ... 2" dlzky n. Neberieme totiz
do tvahy prvé vystupné pismeno 2°, ktoré zavisi od stavu, a nie od prvého pismena v slove

xla? .o

Pre lubovolny stav s € S a Iubovolné slovo x'z?...2" € X dostavame:



1. DEFINICIA KONECNEHO AUTOMATU 87

fi(s, 22?. . a") = [i(s, ata? . a" ) p(S(s, ala? . a")) =
1

= (s, z'a? .. .x”*Q),u(é(s x1x2 ") (s (3, :leQ L)) ==

= 1(d(s, z))pu(o(s, x'z?)) .. u(5(8 ata? . am)).
Opit je vyhodné hodnoty rozsirenej vystupnej funkcie Moorovho automatu ziskavat
pomocou grafu automatu.

PrikLAD 3.6. Uvazujme o Moorovom automate, ktory je dany grafom na obr. 10.
Pocitajme napriklad (r, zzyz).

OBR. 10. Graf automatu z prikladu 3.6

Riesenie.
w(r, wryw) = p(o(r, ©))p(o(r, xx)) (o (r, way)) (6 (r, zzayw)) = p(s)u(s)pu(t)u(s) = 1101.
Vidime, Ze tento vysledok ziskame, ked v grafe automatu zacneme v stave r sledovat
hrany, ktoré st postupne ohodnotené vstupnymi pismenami x, x,y, x a tak isto postupne

vypisujeme vystupné pismena, ktoré su priradené stavom, do ktorych jednotlivé hrany na
nasom postupe vstupuju. |

Vratme sa eSte k prikladu 3.1. Teraz vidime, Ze na zariadenie z tohto prikladu sme
mohli nazerat bud ako na Mealyho automat, ktory je dany pomocou tabulky 1, cast
c), alebo ako na Moorov automat, ktorého prechodova funkcia je v tabulke 1, ¢ast a) a
vystupna funkcia je dand pomocou tabulky 1, ¢ast d). Graf uvedeného Mealyho automatu
je na obr. 11, ¢ast a), graf Moorovho automatu je na obr. 11, ¢ast b). Vidime, Ze tieto

t/s t

a) b)
OBR. 11. Grafy automatov z prikladu 3.1

grafy a aj samotné automaty st do istej miery vysoko viazané tym, Ze maji spolo¢nu
prechodovt funkciu.

Teraz budeme medzi Moorovymi a Mealyho automatmi, ktoré maja podobné vlast-
nosti, definovat ekvivalenciu.
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DEFINICIA 3.6. Nech je dany Mealyho automat A = (S, X, Z, §, \) a Moorov automat
A= (S, X, Z,6, 1) (tieto automaty maja rovnaké mnoziny vstupov, stavov, vystupov a
prechodovt funkciu). Nech pre kazdé = € X a kazdé s € S je A(s,x) = [i(s, ). Potom
budeme hovorit, Ze tieto automaty st silno ekvivalentné.

Nech A = (S, X, Z,4,\) je Mealyho a A= (S, X, Z,4, 1) je Moorov automat a tieto
automaty su silno ekvivalentné. Nech w = z'2? ... 2" je lubovolné vstupné slovo a s € S
je Tubovolny stav. Potom

— Rl (5, 21). %) (s, ), )
= /):(S,xl)k((S(s,xl),x?) AO(s,xtz?. . an71) a") =
= A(s,x'2z? ... 2")

To znamena, ak AAa A st silno ekvivalentné automaty, pre kazdé w € Xt a pre kazdé
s € S je (s, w) = A(s,w).

Dalej je zrejmé, ak A = (S, X, Z,6, ) je Moorov automat, potom k nemu existuje
silno ekvivalentny Mealyho automat A = (5, X, Z,§,\). Staci totiz definovat funkciu
A: S x X — S pomocou podmienky ji(s,z) = A(s,z) pre kazdé s € S a kazdé x € X.
Teda vidime, ze podmienka existencie silno ekvivalentného Mealyho automatu k danému
Moorovmu automatu nekladie na tento Moorov automat Ziadne ohranicenie.

Naopak, pre Mealyho automat je to dost siln4 podmienka. V pripade, Ze A a A st silno
ekvivalentné automaty, z podmienky d(s,z) = d(¢,y) vyplyva u(d(s,x)) = u(6(t,y)), a
teda aj fi(s,x) = ji(t,y). Z toho uz dostavame (s, ) = A(t,y). To znamen4, ze v Mealyho
automate podmienka 0(s,x) = (¢, y) implikuje A(s,z) = A(¢,y) (pozri obr. 12). Z toho
vyplyva: Ak k Mealyho automatu A existuje silno ekvivalentny Moorov automat A, v grafe
Mealyho automatu vSetky hrany vstupujtce do toho istého stavu sit ohodnotené tym istym

vystupnym pismenom.

x//l(s, X)

d(s, x) = 0(t, y)

ta1, y)

OBR. 12. Ilustracia silnej ekvivalencie automatov

Ak, naopak, Mealyho automat A = (S, X,Z,0,\) ma ta ista vlastnost, ze vSetky
hrany vstupujtice do toho istého stavu st ohodnotené tym istym vystupnym pismenom,
t.j. podmienka 0(s,xz) = d(t,y) implikuje A(s,z) = A(t,y), mdzeme vystupni funkciu
w: S — Z silno ekvivalentného Moorovho automatu definovat takto:

a) Ak pre s € S existuje s € S az € X také, ze d(s,z) = ¢, definujeme pu(s') =
1(0(s,x)) = A(s,x). Z podmienky (s, z) = (t,y) implikuje A(s,x) = A(¢,y)
vyplyva, Ze funkcia u je v bode s’ dobre definovana.
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b) Ak pre s’ € S neexistuje s € S a také z € X, ze (s,z) = s, (do stavu s
nevstupuje ziadna hrana grafu automatu), definujeme p(s’) Tubovolne.
Z prvej podmienky vyplyva, Ze automaty A = (S, X, Z,§,\) a A= (S, X, Z,6, 1) st
silno ekvivalentné, lebo pre kazdé s € S a kazdé x € X je u(d(s,x)) = A(s,z) a to
znamena, ze [(s,xr) = (s, ).

PRIKLAD 3.7. Nech Moorov automat je dany pomocou tabulky 5, ¢ast a). V casti
b) tejto tabulky je dany jediny mozny silno ekvivalentny Mealyho automat k danému
Moorovmu automatu. Tato tabulku casto piSeme tak, ako je to v tabulke 5, Casti c).
Z tohto zépisu lepsie vidiet, ze d(s,x) = d(t,y) implikuje A(s,x) = A(t,y), lebo kazdy
stav vnutri tabulky je lomeny tym istym vystupnym pismenom, nech sa nachadza na
ktoromkolvek mieste tabulky. Tento priznak ndm umoziuje aj rozhodnif, kedy naopak
k Mealyho automatu méZzeme zostrojit silno ekvivalentny Moorov automat. |

TABULKA 5. Tabulky automatov z prikladu 3.7

) o A d/A
a b |u a bla b a b
S1181 820 S11s1 s9|0 1 s1(81/0 s/l
So | s3 841 Sy |83 s4|1 0 So | s3/1 $4/0
s3 s s41 s30s1 s4/0 O s3 | 81/0 s4/0
S4|83 s2/0 S4 |83 s9|1 1 Sq | s3/1 so/1
a) b) c)

K ekvivalencii medzi Moorovymi a Mealyho automatmi sa este vratime v dalSej ¢asti
tejto ucebnice.

2. Konec¢né akceptory

Nech X = {z1,x,...,2,} je lubovolna koneénd mnozina. V tedrii formalnych jazykov
definujeme jazyk (v abecede X) ako Iubovolnti podmnozinu volnej pologrupy X .

Napriklad nech X = {a,b}. Potom jazykmi v abecede X st napriklad tieto mnoziny.
Ly =0, Ly = {a,ab,aba}, L3y = {wa;w € X} = mnozina vSetkych slov v abecede X,
ktoré koncia pismenom a a maju dlzku aspoti dva, Ly = {a"b";n = 1,2,...}. Vidime,
ze mozeme vymenovat nekonecne vela takychto jazykov, Jednym zo sposobov, ako sa
vo volnej pologrupe daju jazyky Specifikovat, je ich akceptovanie pomocou kone¢ného
akceptora.

Kone¢ny akceptor je mozné definovat ako Moorov automat, ktory oproti vSeobecne
definovanym Moorovym automatom sa vyznacuje istymi Specifickymi ¢rtami.

(1) V kone¢nom akceptore je vyznaceny jeden stav - zaciatoény stav, v ktorom auto-
mat vzdy za¢ina svoju ¢innost (kazdy automat s vyznacenym zaciatonym stavom
sa nazyva inicidlny automat).

(2) Vystupna abeceda Z = {0,1}. Pritom sa dohodneme, 7e 1 pouZzijeme ako indi-
kitor akceptovania a 0 ako indikdtor neakceptovania slova w € X akceptorom.
To znamena, ze ak v zaciatocnom stave privedieme na vstup akceptora slovo
w € X1, potom v pripade, Ze automat skonéi svoju ¢innost v stave s, pre ktory
je p(s) = 1, akceptor slovo w akceptuje, ak p(s) = 0, akceptor slovo w neakcep-
tuje.
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Teraz uz mozeme vyslovit definiciu koneéného akceptora.

DEFINICIA 3.7. Koneény akceptor je Moorov automat A = (S, X, Z,0, i, o), kde
sp € S je zaciatoény stav a Z = {0, 1}.
Budeme hovorit, ze akceptor A akceptuje slovo w € X7, ak slovo [i(sg,w) konéi

~

jednotkou. To znamend, ze [i(d(sg, w)) = 1. Akceptor A slovo w € Xt neakceptuje prave

vtedy, ked 7i(d(sq,w)) = 0.
Jazyk L(A) akceptovany akceptorom A je mnozina vsetkych slov z pologrupy

~

X, ktoré dany akceptor akceptuje. Teda L(A) = {w € X; u(d(so,w)) = 1}.

PRIKLAD 3.8. Pokiisime sa opisat jazyk, ktory akceptuje akceptor na obr. 13.

zaciatok

OBR. 13. Konec¢ny akceptor z prikladu 3.8

Riedenie. Z grafu je zrejmé, ze X = {a, b, c}. Ak chceme rozhodnut o akceptovani ho-
ciktorého slova w € X, musime rozhodnuaf o hodnote p(d(r, w)). Vidime, ze p(0(r, w)) = 1

prave vtedy, ked /5\(7“, w) = t. Jedine v stave t je totiz u(t) = 1. Vidime, Ze do stavu ¢ vstu-
puja len tie hrany, ktoré st ohodnotené vstupnym pismenom c. A pretoze }lrany ohod-
notené vstupnym pismenom ¢ nevstupuji do iného vrchola, je zrejmé, ze u(d(r,w)) = 1
prave vtedy, ked slovo w koné¢i pismenom c. Preto L(A) = {we; w € X} U {c}. |

PozNAMKA 3.2. Pri $tadiu kone¢nych akceptorov je zvykom stav s, v ktorom je p(s) =
1, vyhlésit za findlny stav. Preto méa zmysel uvazovat o mnozine F' C S, kde F = {s €
S; u(s) = 1}. Stavy z mnoziny F sa v grafe koneéného akceptora vyznacuji dvojitym
kruhom. V takomto pripade uZ nemusime definovat vystupna funkciu p : S — Z a
pripisovat hodnoty vystupnej funkcie k stavu.

Pri takomto pristupe je konecny akceptor pitica A = (S, X, so, F'), kde vyznam
prvych Styroch zloziek zostava nezmeneny z povodnej definicie a F© C S. Mnozinu F
nazyvame mnozina finalnych stavow. R

Potom jazyk akceptovany akceptorom A je mnozina L(A) = {w € Xt; 0(so, w) € F}.

PRIKLAD 3.9. OpiSeme jazyk L(A), ktory akceptuje akceptor dany grafom na obr. 14.
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zaciatok

OBR. 14. Graf akceptora z prikladu 3.9

RieSenie. Z grafu vyplyva, ze X = {a,b} a F = {81} Teda w € X bude akceptované

prave vtedy, ked 5(50, w) = s1. Z grafu je zrejmé, Ze 5(30, w) = s1, prave vtedy, ked slovo
w konéi pismenom a. Preto L(A) = {a} U {wa; © € XT}. |

PRIKLAD 3.10. Uvazujme o abecede X = {0,1,...,9}. Slova zapisané v tejto abecede
budeme pokladat za ¢isla vyjadrené v desiatkovej ststave. V. X T sa budi vyskytovat aj
slova, ktoré zac¢inaju 0. Napriklad 008 je iné slovo ako 08, a to je iné slovo, ako je 8. Ale
v desiatkovej ststave budu tieto slova reprezentovat to isté ¢islo.

Teraz zostrojime akceptor, ktory bude akceptovat préave tie slova (&isla), ktoré st delitelné
troma.

Riesenie. Vieme, Ze ¢islo je delitelné troma prave vtedy, ked stcet jeho cifier je delitelny
troma, resp. sucet cifier po deleni troma déva zvysok 0. Preto méa zmysel uvazovat o troch
stavoch:

e 5y zodpoveda situécii, ked stcet cifier po deleni troma déva zvySok 0.
e s; zodpoveda situacii, ked stcet cifier po deleni troma déva zvySok 1.
e s, zodpoveda situécii, ked stcet cifier po deleni troma dava zvySok 2.

Pretoze na zaciatku mozeme pokladat sucet cifier za nulovy, bude sy zaciato¢ny stav.
Slovo w bude akceptované iba vtedy, ked zvySok po deleni stuétu cifier ¢islom tri je nulovy.
Preto sg bude aj jediny findlny stav. Teda ' = sy. Graf hladaného akceptora je na obr. 15.
V tomto grafe sme pre prehladnost kreslili vzdy iba jednu hranu, ktora spaja dva vrcholy,
pritom sme k nej pripisali v8etky vstupné pismena (éislice), ku ktorym patria prislusné
hrany. |

PRIKLAD 3.11. V tomto priklade dokdZeme, Ze neexistuje konecény akceptor, ktory
v abecede Z = {a, b} akceptuje jazyk L = {a"b"; n=1,2,...} = {ab, aabb, aaabbb, . .. }.

Riesenie. Predpokladame, Ze existuje akceptor A = (S, X, 0, sg, F'), ktory akceptuje
jazyk L. To znamend, Ze 0(sg,w) € F prave vtedy, ked existuje prirodzené ¢islo n také,
ze w = a™b". Vo zvysnych pripadoch 5(50, w) ¢ F.

Nech mnozina stavov akceptora méa m prvkov Uvazujme o slove w = a' = aa...a,
kde i > m. Potom 6(sg,a) = 6(sp,a) = s, 5(so,aa) = 5(30 a®) = §(sW,a) = 5@,
5(s0,aaa) = (s, a3) = 8(s@,a) = s®, ..., §(so,a’) = sO. Pretoze roznych stavov
je iba m a i > m, medzi stavmi s(), 3(2) ..., s% musia existovat asponn dva rovnaké
stavy. Teda existuju prirodzené cisla q,r, take ze @) = s(r a q # r. Pre jednoduchost
predpokladajme, Ze r < ¢. Potom plati (5(50, a'b’)eF a (5(30, ald”) ¢ F. Ale

6(50,a7"bT) = 6(5(50,a”), b)) = (5(5 DY) = 6(5 Dby = 6(5(30,aq), b') = 6(50,aqbr).
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zaciatok

OBR. 15. Graf akceptora z prikladu 3.10

To uz déava pozadovany spor. To znamend, ze akceptor, ktory by akceptoval jazyk L,
neexistuje. |

3. Zakladné pojmy v teorii koneé¢nych automatov

V nasledujucich ¢astiach sa budeme v prevaznej miere zaoberat iba Mealyho auto-
matmi. Pretoze ku kazdému Moorovmu automatu existuje silno ekvivalentny Mealyho
automat, mozeme prostrednictvom tejto ekvivalencie preniest znalosti z oblasti Mealyho
automatov do oblasti Moorovych automatov.

DeFINiciA 3.8. Nech A = (5, X,Z,9,)) je automat. Nech A" = (5", X', Z" §' N)
je taky automat, ze S’ C S, X' € X, Z/ C Z a pre funkcie &' : ' x X' — S a
N S x X' — 7' plati: pre kazdé © € X' a kazdé s € S je §'(s,z) = 0(s,x) € 5" a
N(s,x) = A(s,z) € Z'. Potom automat A’ nazgvame podautomat automatu A.

PRIKLAD 3.12. Uvazujme o automate, ktory je dany grafom na obr. 16, cast a). Je
zrejmé, ze jeden z podautomatov je aj dany automat. Kazdy podautomat, ré6zny od daného
automatu, budeme nazyvat vlastng podautomat. Ak vstupna abeceda obsahuje viac
ako jedno pismeno, vlastny podautomat moézeme ziskat tak, Ze aspon jedno pismeno zo
vstupnej abecedy vynechame. V nasom priklade mozeme ziskat dva vlastné podautomaty
tym, Ze vynechdme bud vstupné pismeno a, alebo vstupné pismeno b. Na grafe sa to
prejavi vynechanim hran, ktoré st ohodnotené prislusnym vynechanym pismenom.

Ak v tomto priklade chceme ziskat podautomat, ktory ma menej stavov ako péovodny
automat, mozeme uvazovat len o vynechani stavu, do ktorého nevchadzaji hrany ohod-
notené vsetkymi vstupnymi pismenami. V nasom priklade z toho dé6vodu nemozeme vy-
nechat stav T'. V pripade, Ze vynechame stav R, musime vynechaf aj vstupné pismeno b,
lebo do stavu R vchadzaju hrany ohodnotené tymto pismenom. Graf tohto podautomatu
je na obr. 16, ¢ast c). Podobne ak chceme vynechat stav S, musime vynechaf vstupné
pismeno a. Graf prislusného podautomatu je na obr. 16, ¢ast b). Je zrejmé, ze automat,
ktory je na obr. 16, ¢ast ¢), ma vlastny podautomat, ktory ziskame vynechanim stavu S.
Graf tohto podautomatu (ktory je podautomatom aj pévodného automatu) je na obr. 16,
cast d). [
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b/q
b/
b)
a/y /1
a / 0
c) d)

OBR. 16. Graf automatu z prikladu 3.12

Teraz ukdzeme priklad automatu, ktory neméa vlastny podautomat. Z predoslého pri-
kladu je zrejmé, Ze vstupna abeceda takéhoto automatu musi obsahovat jediné pismeno.

PrIKLAD 3.13. Na obr. 17 je graf automatu, ktory neobsahuje vlastny podautomat.
Tento vysledok je dost zrejmy, lebo vstupné pismeno je jediné, preto ho vynechat nemo-
zeme. Podobne je to aj s vystupnym pismenom. Ziadny zo stavov vynechaf nemozeme,
lebo do kazdého stavu vstupuje hrana ohodnotend (jedinym) vstupnym pismenom, ktoré
nemozeme vynechat. [ |

X/a

OBR. 17. Graf automatu z prikladu 3.13

Ako sme si uz mohli v8imnuaf, pojem podautomat, tzko suvisi s pojmom podgraf
grafu. Teraz sa budeme zaoberat pojmami, ktoré stvisia s pojmom suvisly i silno stavisly
orientovany graf.
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DEFINICIA 3.9. Nech A = (S, X, Z,0, ) je automat. Budeme hovorit, ze stav s € S
je dAosiahnutel’n;l} zo stavu t € S, ak bud s = t, alebo existuje w € X také, Ze
s =0(t,w).

Automat A sa nazyva suvisly automat ak existuje stav s € S, z ktorého je kazdy
stav automatu dosiahnutelny.

Automat A sa nazyva silno suwisly, ak z kazdého stavu tohto automatu je kazdy iny

stav dosiahnutelny.

PRIKLAD 3.14. Na obr. 18 je graf stvislého automatu, ktory nie je silno suvisly (stav
1 nie je dosiahnutelny zo stavu rézneho od stavu 1).

X/a X/b
X/a

OBR. 18. Graf suvislého automatu

Na obr. 19, ¢ast a), b) uvddzame grafy automatov, ktoré nie st stvislé. VSimnime
si, Ze automat, ktorého graf je v Casti b), nie je suvisly aj napriek tomu, Ze jeho graf sa
sklada iba z jednej casti.

YOO

o

eOB O
a)

OBR. 19. Priklady grafov, ktoré nie st suvislé

Na obr. 20 uvadzame graf silno suvislého automatu (silnejsie st vyznacené hrany, ktoré
ukazuji moznost dosiahnut kazdy stav z hociktorého iného stavu). |

VETA 3.1. Nech je automat A = (S, X, Z, §, \), ktorého mnozina stavov ma n prvkov.
Ak stav s je dosiahnutelny zo stavu ¢, pricom s # t, potom existuje slovo w € X+ dlzky
mensej ako n (Jw| < n — 1), ktoré toto dosiahnutie sprostredkuje (6(¢,w) = s).

Dokaz. Nech s € S, s # t. Nech existuje w € X+ také, Ze §(t,w) = s. To znamena,

%e mnozina M = {w € XT:5(t,w) = s} nie je prézdna. Nech K = min{|w|; w € M}
(je to dlzka najkratsieho slova, ktoré sprostredkuje dosiahnutelnost stavu s zo stavu t).
Predpokladajme, ze K > n. Nech wy € M je také, ze |wg| = K (wy je najkratSie mozné
slovo, ktoré sprostredkuje dosiahnutelnost stavu s zo stavu t). Nech wy = 2t ... 2%, Tato
situaciu znazornujeme na obr. 21.

V tejto schéme sa nachddza K + 1 stavov, pricom K > n. KedZze pocet roznych stavov

je m, musia sa v postupnosti t = 5%, s, 52, ..., %71 s& = 5 nachddzaf aspon dva stavy,
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OBR. 21. Ilustracia dokazu vety 3.1

ktoré sa navzajom rovnaju. Preto musia existovat dve prirodzené ¢isla p, g také, ze s? = s9.
Pritom bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Zze p < ¢. Teda v grafe daného
automatu musia existovat hrany spajajuce stavy t a s tak, ako je to zndzornené na obr. 22.

s=o(t,w)=0o(t,x'a?. 2P . a7 25) =
= 5(0(t, la® . x9), 0t aK) = §(s1, 20t gK) = §(sP, 2K =
= 5(8(t, aa? .. aP), xt . gK) = 5(t, 2 a? . aPattl L 2K,

Z toho vidime, Ze na dosiahnutie stavu s zo stavu ¢ staci slovo zta? ... 2Pzt . 2K ktoré
mé dlzku K — (¢ — p) < K. To je spor s predpokladom, ze K je najmensia mozné dlzka
slova, pomocou ktorého je mozné dosiahnuf stav s zo stavu t. Preto musi byt K <n. O

Na nasledujticom (velmi jednoduchom) priklade ukazeme, Ze odhad urobeny v predos-
lej vete sa uz nedé zlepsit.
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PrIKLAD 3.15. Uvazujme o automate, ktory je dany pomocou grafu na obr. 23. Tento
automat je silno suvisly a obsahuje 3 stavy, teda n = 3. Vidime, Ze na dosiahnutie stavu
s3, zo stavu sy, treba slovo zz (6(sy, 7x) = s3). Toto slovo m4 dlzku 2 = n — 1. |

X / 0
X/x/l

OBR. 23. Graf automatu z prikladu 3.15

4. Neuplne Specifikované (nedeterministické) automaty
Problematiku netplne Specifikovanych automatov uvedieme na priklade.

PRIKLAD 3.16. v informa¢nom kandli prenaSame dva symboly A a B, ktoré su za-
kédované znakmi 1 a 0. Aby sme zvysili bezpecnost dekédovania, pridavame k tymto
kédovacim znakom esSte dva znaky 0 a 1 tak, aby 1 znacila zac¢iatok prenasanej trojice a
0 koniec prenésanej trojice. Potom A je zakédované trojicou 110 a B trojicou 100.

Na vystupe tieto trojice dekddujeme pomocou blokového dekddera a jedine trojici 110
pri dekédovani priradime znak A a jedine trojici 100 priradime znak B. Vo zvysnych
pripadoch ide o chybny prenos.

Teraz opiseme toto dekédovacie zariadenie ako inicidlny automat.

Riesenie. Trojicu zatneme dekédovat v zadiatocnom stave sg. Ak sa v tomto stave na
vstupe dekddera objavi 0, vieme, Ze ide o chybny prenos. Vtedy mozeme bud dekédovanie
trojice prerusit tak, Ze v stave sq pri vstupe 0 nebudeme definovat dalsiu ¢innost, alebo
hned na zaciatku definujeme stav P = pasca, do ktorého budi viest hrany ohodnotené
vstupnym pismenom, ked budeme vediet, Ze ide o chybny prenos. V takom pripade sa uz
zo stavu P pri nijakom vstupnom pismene nedostaneme.

Ak v stave sg sa na vstupe dekddera objavi pismeno 1, je mozny bezchybny prenos, ¢o
vyznacime prechodom do nového stavu s;. Vystup nas v tomto pripade eSte nezaujima.
Preto ho nemusime definovat. V stave s; pri vstupe 1 je predpoklad, Ze bol vyslany signal
A. To zachytime definovanim nového stavu ss. Ak v stave s, je na vstupe 0, je predpoklad,
ze bol vyslany signal B. To bude zaznamenané stavom s3. V oboch pripadoch vystup este
nie je zaujimavy. Prenos signalu A alebo B bude potvrdeny, ak v stave s, alebo s3 na
vstupe objavi 0. V opa¢nom pripade pojde o chybny prenos. Na obr. 24, ¢ast a) graficky
znazortiujeme proces dekédovania v pripade, Ze pri chybnom prenose zastavime ¢innost
dekédera. V obr. 24, ¢ast b) sme graf z obr. 24, ¢asti a) doplnili na graf automatu tym,
7e v pripade chybného prenosu budt hrany smerovat do pomocného stavu P, z ktorého
sa uz nedostaneme.

Okrem pripadu, ked treti znak v trojici na vstupe dekdédera sa rovna 0, vystup néas
v tomto priklade nezaujima. Pri prvom pristupe ho nespecifikujeme, Pri druhom pristupe
priddme pomocné vystupné pismeno z.

Aj pri prvom pristupe sme ¢innost dekédera opisali podobne ako v pripade automatu,
len prechodové a vystupna funkcia neboli definované v kazdom bode. V tomto pripade to
boli iba parcialne funkcie. [ |
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a) b)

OBR. 24. Graf dekédera z prikladu 3.16

DEFINiCIA 3.10. Nedplne Specifikovangm (nedeterministickym) automatom na-
zyvame piticu A = (S, X,7Z,0,), kde S, X, Z st konetné mnoziny stavov, vstupov,
vystupov a § : S x X — S a X: S x X — Z st parcidlne funkcie (nie st definované
pre kazdu dvojicu (s,z) € S x X). Funkcie 0 a A nazyvame prechodovd a vystupnd
funkcia neuplne specifikovaného automatu.

Pri prvom pristupe sme na opis dekddera z prikladu 3.16 uz vlastne pouzili netplne
Specifikovany automat. Jeho tabulku uvadzame v tabulke 6, cast a).

TABULKA 6. Tabulky automatu z prikladu 3.16

) A ) A ) A
0 1|0 1 0 11]0 1 0 11]0 1
So |- s1|- - So |- s1|- - So| P s1|lz =z
S1|83 So|- - S1|83 S3|- - S1|83 S22z =z
Solsg - | A - Solsg - | A - Solsg P|A =z
s31sy - | B - s3| sy - | B - ss|sg P|B =z
- - - - - P|\P Plz =z

a) b) c)

V netplne specifikovanych automatoch pri nedefinovanych stavoch a vystupoch sa
prakticky vyskytuji len dve moZnosti. Bud je prechod zakizany pomocou technickych
prostriedkov pri fyzikalnej realizacii, alebo v tychto pripadoch stav alebo vystup nie s
zaujimavé a mozeme ich lubovolne dodefinovat.

V kazdom pripade moéZeme o neuplne $pecifikovanych automatoch uvazovat ako o
konecénom automate, ked znak ,-“ prijmeme za novy stav a aj novy vystupovy symbol.
V takom pripade hovorime o rozsirenom automate. Opis dekédera z prikladu 3.16
ako rozsireného automatu uvadzame v tabulke 6, ¢ast b). VSimnime si, Ze tento pristup
zodpoveda nasmu druhému pristupu k opisu dekddera v priklade 3.16 ako ku konec¢nému
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automatu, ktory vznikol z nekompletne Specifikovaného automatu pomocou doplnenia
mnoziny stavov stavom P a mnoziny vystupnych pismen pomocnym znakom z. Tento
opis dekédera uvadzame v tabulke 6, cast c).

Ak uvazujeme o netplne $pecifikovanom automate ako o automate, v ktorom moézeme
nespecifikované stavy a vystupy Iubovolne doplnit, potom sa vela problémov z tedrie
automatov d4 pomocou neuplne Specifikovanych automatov znacne zjednodusit. Tento
pristup k netplne $pecifikovanym automatom budeme dosledne zachovavat. Netplne Spe-
cifikovany automat bude iba kostra kone¢ného automatu, ktorej konstrukcia vyplynie zo
zadania ulohy. Tto kostru vzdy doplnime na konec¢ny automat. Preto ak budeme pouzi-
vat pojmy, ktoré definujeme pre konecéné automaty, pri praci s neuplne $pecifikovanymi
automatmi, budeme mat vzdy na mysli vysledny automat, na ktory tento netplne Speci-
fikovany automat doplnime.

Sme si vedomi toho, Ze tento pristup je znaénym (a nie vzdy vhodnym) zjednodusenim
problematiky neuplne $pecifikovanych automatov. Pri netuplne Specifikovanych automa-
toch je zlozity postup pri redukcii automatu.

5. Ekvivalencia automatov

V tejto Casti sa budeme zaoberat automatmi, ktoré ako reakciu na rovnaké vstupné
slovo st schopné generovat rovnakt vystupni postupnost. Preto budeme uvazovat o au-
tomatoch, ktoré maju spolo¢né vstupné a aj vystupné abecedy.

DEFINICIA 3.11. Nech A = (S, X, 7,04, 4) a B=(T,X,Z,6p, A\p). Budeme hovorit,
ze stavy s € SateT st ekvivalentné, ak pre kazdé vstupné slovo w € X7 je
Aa(s,w) = Ap(t,w).

V pripade, Ze s a t st ekvivalentné stavy, budeme pisat s ~ t.

PRIKLAD 3.17. Nech A = {{R,T'},{a,b},{0,1},04,Aa} a B = {{r,s,t},{a,b},{0,1},
dp, Ap} st automaty, ktorych grafy uvadzame na obr. 25.

Cl/l

OBR. 25. Grafy automatov z prikladu 3.17

Uvazujme o stavoch R a t. Z grafov automatov vidime, ze A4 (R,a) =1 # 0 = A\g(t, a).
Preto je zrejmé, ze R a t nie st ekvivalentné stavy (piSeme R ¢ t).
Teraz sa pokusime dokézaf, ze R a r s ekvivalentné.

Riesenie. Uvazujme o vystupnych postupnostiach /)\\A(R, w) a }\\B(T, w) Pri Tubovol-
nom w € X . Ak vstupné slovo w zacéina postupnostou vstupnych znakov a, potom obe
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vystupné postupnosti zac¢inaji postupnosfou jednotiek a oba automaty zostavaja v po-
vodnych stavoch. Po prvom vstupnom pismene b zmenia oba automaty stav a vystup sa
eSte stale rovnd jednej. Pri dalSich znakoch b oba automaty menia stav z T' na R, resp.
z t na r a vystup z 1 na 0. Pri nasledujicom a, ak st v stave R, resp. r, sa situacia
opakuje. Ak st v stave T', resp. t, prvy ostane v stave 7" a druhy automat strieda stavy ¢
a s. V oboch pripadoch st vsak vystupy stale rovnaké a rovnaju sa 0. Nasledujtci znak
b sposobi prechod do stavu R v prvom automate a do stavu r v druhom automate. Pri
tomto prechode sa vystup v oboch pripadoch rovna 0. Potom sa uz situacia opakuje.
R Tak sme dost zlozitym a neprehladnym spdsobom dokéazali, Ze pre kazdé w € X je
A(R,w)=Ap(r,w) a teda r ~ R.

Uvedeny dokaz ekvivalencie stavov bol dost neprehladny a bol zaloZeny na nahode.
V nasledujtcej Casti opiSeme algoritmus, pomocou ktorého sa daju systematicky vyhla-
davat ekvivalentné stavy. [

PozNAMKA 3.3. O ekvivalencii dvoch stavov mé zmysel hovorit aj v tom pripade, ked
automat A je zhodny s automatom B. V pripade, ze s a t st stavy toho istého automatu
a s ~ t, budeme pisat sEt.

Vsimnime si, ze takto definovana reldcia £ na mnozine stavov S automatu A je naozaj
relacia ekvivalencie (je zrejmé, Ze je reflexivna, symetrickd a tranzitivna). Tato ekviva-
lencia indukuje rozklad na mnozine stavov S. Tento rozklad budeme znacit rovnako ako
ekvivalenciu, ktora ho indukuje, teda znakom F.

Pri fyzikélnej realizacii automatov uvidime, zZe zlozitost (a teda aj cena) fyzikalnej re-
alizacie automatu zavisi od poctu jeho stavov. Pretoze dva ekvivalentné stavy na vstupné
slovo reaguji rovnakou vystupnou postupnostou riadiacich signalov, nie je ekonomické
pracovat s automatmi, ktoré maja vela ekvivalentnych stavov.

DEFINiCIA 3.12. Automat A nazyvame redukovany automat, ak Tubovolné dva jeho
rozne stavy nie su ekvivalentné.

PrIkKLAD 3.18. Ukézeme, Ze automat dany grafom na obr. 26 je redukovany.

x/o

OBR. 26. Graf automatu z prikladu 3.18

Riesenie. V danom automate existuje jediné vstupné slovo dlzky 1. Je to w = z. Pre
toto slovo dostavame A(s1,x) = A(s9, ) = A(s3,2) = 0 # 1 = A(s4, ), teda s4 % s1, 9, S3.
Pre slovo dizky dva dostavame: :\\(sl,mc) = }:(82,1’1’) = 00 # 01 = X(s;;,m:), Cize s o
51, 59. Dalej X(sl, zzx) = 000 a X(SQ, xzzx) = 001. Preto aj s1 o4 se. Z toho uz vyplyva, Ze
automat je redukovany. [ |
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DEFINICIA 3.13. Nech A = (S,X,7Z,04, 4) a B = (T, X,Z,0p,\p) s automaty.
Nech ku kazdému stavu s € S existuje stav ¢t € T, ktory je s nim ekvivalentny. Nech
aj naopak pre kazdé t € T existuje s € S také, ze t ~ s. Potom budeme hovorit, Ze
automaty A a B st ekvivalentné.

7 definicie ekvivalencie automatov A a B vyplyva, Ze tieto automaty st ekvivalentné
prave vtedy, ked existuja funkcie f; : S — T a fo : T — S také, Ze pre kazdé s € S a
kazdé t € T' je s ~ fi(s) at ~ foft).

Teraz chceme ku kazdému automatu A priradit redukovany automat Ag, ktory bude
ekvivalentny s automatom A. Pri plneni tohto ciela ndm v znacnej miere pomoze tato
uvaha.

Nech A = (S, X, 7,04, \a) = B=(T,X, Z,6p, A\p) st ekvivalentné automaty (budeme
pisat A ~ B). Na mnozine S je definovana ekvivalencie F4 pomocou podmienky rFEy4s
préve vtedy, ked pre kazdé w € X T je Aa(r,w) = Au(s, w). Podobne na mnozine stavov T
je definovana ekvivalencia Eg. Tieto ekvivalencie indukuji na mnozinach S a T rozklady
na triedy ekvivalencie F4 = {A;,..., A} a Eg ={By,...,B,}.

Pretoze A ~ B, musi ku kazdému s € S existovat ¢t € T' s vlastnostou s ~ t. Predpo-
kladajme, ze pre dva prvky r,s € Sjer ~tas~t (t € T). Potom pre kazdé w € X
plati: /):A(r,w) = /)\\B(t, w) = /):A(S, w). Z toho uz vyplyva, Ze rE s, a teda r, s leZia v tej
istej triede ekvivalencie Ey4. R R R

Naopak. nech rEss a r ~ t. Potom z podmienky As(s,w) = A(r,w) = Ap(t,w)
vyplyva, ze s ~ t.

Tym sme dokazali, ze pre kazdé t € T existuje taka trieda A; ekvivalencie E4, ze
pre kazdé s € A; je s ~ t, teda A; = {s € S;s ~ t} Ale k prvku t existuje aj trieda
Bj ekvivalencie Epg, v ktorej sa tento prvok nachddza. Potom pre kazdé u € B; a kazdé
s € A; dostavame uFEpgt a t ~ s. Z toho dostdvame u ~ s.

To znamena, Ze pre kazdu triedu A; ekvivalencie F4 existuje (prave) jedna trieda
B; ekvivalencie Ep, taka ze pre kazdé s € A; a kazdé t € B; je s ~ t. Je zrejmé, ze
plati aj opacné tvrdenie. To znamend, ze medzi rozkladmi 4 = {Ay,..., A} a Ep =
{By,...,B,} existuje bijekcia f : E4 — FEp. Preto m = n a bez ujmy na vSeobecnosti
mozeme oznacit f(A;) = B;. (Precislujeme triedy ekvivalencie Ep tak, aby f(A;) = By,
f(Ay) = By, ..., f(A,) = By,.) Toto oznacenie budeme pouzivat aj neskorsie.

Pri definicii redukovaného automatu patriaceho k danému automatu vyuzijeme vetu
tykajicu sa postupnosti vystupnych pismen, t.j. slov vo volnej pologrupe Z*. Tu chceme
poznamenat, Ze slova v kazdej volnej pologrupe st konecné postupnosti pismen a pre
takéto dve postupnosti plati rovnost prave vtedy, ked tieto postupnosti maji rovnaky
pocet prvkov a prvky na prvych, druhych, tretich, ... miestach uvedenych postupnosti sa
navzajom rovnaji. Z toho vyplyva, ak Xt je lubovolna volna pologrupa a u = z' ... 2™,
v = y'...y™ st dve slova z tejto pologrupy, potom u = v prave vtedy, ked m = n a
=y prei=1,2,...,m.

V nasledujtcich ¢astiach budeme pre Tubovolny automat A = (S, X, Z, §, \) oznacovat
znakom F (ak bude treba odlisit od iného automatu F4) ekvivalenciu na mnozine stavov

S, ktora je dan4 podmienkou: aEt prave vtedy, ked pre kazdé w € X je X(s, w) = X(t, w).

VETA 3.2. Nech A = (5, X, Z,0, \) je automat a sEt. Potom (s, z)Ed(t, x) pre kazdé
r e X.

Dokaz. Nech w € X i je Tubovolné slovo. Nech sEt. Chceme dokazaf, Zze pre kazdé
x € X je AMd(s,z),w) = Ad(t, z),w).
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Nech T € X je I’Ebovol’né vstupné pismeno. Poton}\ zw je slovo z XT. Eretoie skEt,
musi byt A(s, zw) = A(t, zw). Z toho dostavame (s, 2)A(d(s, x), w) = A(t, x)A((t, z), w).
Pretoze ide o rovnost dvoch slov zo Z*, musi byt A(s,z) = A(t,z) a A(d(s,x),w) =

v

X(é(t,x),w). Pretoze w € X™* bolo Iubovolné slovo, z poslednej rovnosti vyplyva, Ze

d(s,x)Ed(t, z) pre Tubovolné w € X+, O
Z vety 3.2 dostavame takyto vysledok. Nech A = (S, X, Z,0,)) je automat a F =
{A;,..., A,} je rozklad na mnozZine jeho stavov, ktory je indukovany ekvivalenciou FE.

Ak s,t € A;, pre kazdé x € X existuje j € {1,...,n} také, ze §(s,x),d(t,x) € A;. Ak
oznacime §(A;, x) = {0(s,z);s € A;}, z predoslej vety vyplyva, ze pre kazdé A; a kazdé
x € X existuje také A;, ze §(A;, x) C A;.

DEFINICIA 3.14. Nech A = (S, X, Z, 4, \) je automat. Nech Ar = (Sg, X, Z,0r, Agr) je
taky automat, ze Sp = F = {A;,..., A, } a funkcie dgp : Sp x X — Sg, Ag: Sk x X — Z
st definované takto:

o dp(A;,x) = A; prave vtedy, ked 0(A;, x) C A,
e \r(A;, ) = A(s,x) pre Tubovolné s € A;.
Potom automat Ag nazyvame redukovany automat (z) automatu A.

Napriek tomu, Ze v ndzve automatu Ay sa nachédza slovo ,redukovany*, redukovanost
tohto automatu budeme musief este len dokazaf.

Je zrejmé, ze vystupné funkcie Ag automatu Ap je dobre definovana, lebo pre kazdé
s,t € A; podmienka sEt implikuje A\(s,w) = A(t,w) a tato rovnost musi platif aj pre
w=x¢€X.

Dalej nech w = 2! ..

/):R(Ai,w) = /):R(Ai,$1 {Bn) =
= )\R(Az; T ))\R(éR(Az Il), I2))\R(5R(5R(Az7 i ) ) 133) e =
= As, zHA(d(s, x ING(O(s, xt), 2?),23) - =
= A(s, 2D)A((s, 1), 2)A(6 (s, 21a?), 23) - - - =
s, 2! ... a") = A(s,w)

.x™ € X je Tubovolné slovo. Potom

), z?
Y,z

pre kazdé s € A;.

Z toho vyplyva, Ze pre kazdé s € S existuje A; € Sg (prave to A;, pre ktoré je s € A;)
také ze, s ~ A;. Je zrejmé, Ze aj pre kazdé A; € Sy existuje s € S také, ze A; ~ s (tuto
vlastnost mé kazdé s € A;). Preto A a Ag st ekvivalentné automaty.

Teraz ukazeme, Ze automat Ag je naozaj redukovany automat. Aki # jas € At € A;
potom SEt Preto existuje w € X také, ze )\(s w) # )\(t w). Ale X(s,w) = XR(AZ-,w) a
)\(t w) = )\R(A],w) Preto )\R(Al,w) # )\R(A],w) Podmienka i # j implikuje A; % A;,
¢ize Ag je redukovany automat.

Tieto vysledky zhrnieme v tejto vete.
VETA 3.3. Nech A je automat. Automat Ag je redukovany a plati A ~ Ag. O

PRIKLAD 3.19. Nech automat A je dany pomocou grafu na obr. 27. Najdeme reduko-
vany automat Agr tohto automatu.

Riesenie. Aby sme tito tlohu rozriesili, potrebujeme najst triedy ekvivalencie. Priamo
z grafu daného automatu dostdvame A(r,z) = A(t,z) = 0 # 1 = A(s, ). Preto r¥s.
V jednej triede ekvivalencie E eSte mozu byt stavy r,t. Pre tieto stavy dostavame:
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.X'/O
*/g ' y;“/l
1

OBR. 27. Graf automatu z prikladu 3.19

Ar,x) =0, \Mt,z) =0, A\(r,y) =0, AM(t,y) =0
(r,z)=r,8(t,z) =1, d(r,y) =s, 0(t,y) = s

Z toho vyplyva, Ze pre kazdé w = x'a?...2" € X plati:
Ak z' = z, tak A(r,w) = A(t,w) = OA(r, 2% ... 2").
Ak 2! =y, tak A(r,w) = A(t,w) = OX(s, 2% ... 2").

PretoZe uz inej moZnosti niet, je r ~ t. Preto E = {{r,t},{s}} = {r,t,5} = {A1, A2}
Preto Ap = ({A1, A2}, {z,y},{0,1},6r, Ar) je automat, ktory je dany pomocou tab. 7.
Jeho graf vidime na obr. 28. [ |

TABULKA 7. Tabulka redukovaného automatu z prikladu 3.19

T Yy
A | A1/0 A3)0
Ay | Ajj1 AL

Teraz uz vidime, Ze k danému automatu A vieme najst redukovany automat Ag,
ak dokdzeme najst triedy ekvivalencie E. Zatial sa ukazuje, Ze proces hladania tried
ekvivalencie F nie je finitny. Musime totiz dokdzat, Ze pre nekonecne vela slov w € X+

/o 'e

/o N

Y1

OBR. 28. Graf redukovaného automatu z prikladu 3.19

plati ist4 rovnost. Nie je to, pravdaze, az také komplikované, ako to vyzera. Aby sme sa
o tom presvedd¢ili, budeme definovat nasledujtice oznacenie.
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DEFINiCIA 3.15. Nech je dany automat A = (S, X, Z,J, A). Budeme hovorit, ze dva
stavy s,t € S st k-ekvivalentné, ak pre kazdé slovo w = z! ... 2% € X+ dlzky k plati:

s, z' .2 = A, 2t 2h).
V takomto pripade budeme pisat sFEjt.

Pomocou definicie 3.15 sme na mnozine stavov S pre kazdé k = 1,2, ... definovali re-
laciu Ej. Je dost zrejmé, zZe kazda z tychto relécii je reflexivna, symetrickd a tranzitivna.
Preto je to ekvivalencia. Teda na mnozZine S mame postupnost ekvivalencii £y, E,,... a
eSte aj ekvivalenciu E. Aky je medzi tymito ekvivalenciami vztah, to ukaZeme v nasledu-
jucich vetach.

VETA 3.4. Nech A = (S, X,Z,6,)\) je automat. Potom Ej,; C Ej. To znamend, Ze
podmienka sFEj 1t implikuje sEt pre k =1,2,....

Ek Ek+1

A PATA

OBR. 29. Ilustracia dékazu vety 3.4

_ Dokaz. Predpokladajme, ze sHyt. Teda existuje slovo w € X* dlzky k také, zZe
A(s,w) # A(t,w). Nech € X je Tubovolné vstupné pismeno. Potom wz je slovo dlzky
E+1a

A(s,wz) = A(s, w)A(d(s,w), x) # At,w)A0(t,w), x) = \(t,wz).
Z toho vyplyva, ze sKj.it, takie sEjt je nutnou podmienkou sEj,t. Tym je veta 3.4
dokéazana. O

7 vety 3.4 vyplyva, ze kazda trieda ekvivalencie )}, lezi v nejakej triede ekvivalencie
E). V takomto pripade hovorime, ze prislusny rozklad Ej.; je zjemnenim rozkladu Ej
(pozri obr. 29).

Pre postupnost F;, Fs, ... sme dostali nekone¢ny pocet inklazii, ktoré mozeme vyjad-
rit takto: Fy D Ey D FE3 D .... Je myslitelné, Ze v tejto postupnosti sa dve ekvivalencie
rovnaju, teda ze tieto inkltzie maju nasledujuci tvar: Fy D Ey D --- D Ep_1 = Ep D
Eiy1 D .... Dokdzeme vetu, z ktorej vyplyva, ze v takomto pripade uz vsetky dalSie
inklizie, po¢nic prvou rovnostou, mézeme nahradit rovnostami.

VETA 3.5. Nech A = (5,X,7,0,)) je automat sEyt. Potom pre kazdé x € X je
d(s,x)Ex_10(t, ).

Dokaz. Nech w € X je slovo dIZky k—1 azre X je Iubovolné pismeno. Potom zw
je slovo dlzky k. Nech sEjt. Potom (s, zw) = A(t, zw). Z toho uz dostavame

~ ~

A(s, 2)N(0(s,x),w) = Nt, 2)A(d(t, z), w).

Pretoze ide o rovnost dvoch slov vo vystupnej abecede, musi byt A(s,z) = A(t,x) a

~

X(é(s,x),w) = A0(t,x),w). Z poslednej rovnosti uz dostavame 0(s,x)FEy_10(t,x) pre
kazdé x € X. O
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Teraz uz mozeme vyslovit a dokdzat vopred ohlasenti vetu.

VETA 3.6. Nech A = (5,X,7Z,0,\) je automat. Nech &k > 2 a E;_; = Ej, potom
Ey = Epyq.

Dokaz. 7 vety 3.4 vyplyva, Ze za predpokladu Ey_; = E} stac¢i dokédzat Ey C Fjyq.
Potom z inkltzie £y D FEj,1, ktori nam déava veta 3.4, uz dostavame pozadovani rovnost.

Nech k > 2 a Ey_1 = Ej. Nech sExt. Potom z vety 3.5 vyplyva, Ze 0(s, x)Ex_10(t, x)
pre kazdé = € X. Z rovnosti Ey_; = Ej, teraz dostavame, ze (s, x)Exd(t, z) pre kazdé
r € X. Nech w € X je TubovoIné slovo dlzky & + 1. Toto slovo si moZzeme napisat v tvare
w = zv, kde € X a v je slovo dlzky k. Potom

X(s, w) = /)\\(s, zv) = A(s, x)X((S(s,:c), v).

Pretoze je sEyt, je aj sEqt. Z toho vyplyva, ze A(s,x) = (¢, z). Z podmienky d(s, z) Eyd(t, x)
dostavame A(d(s, z),v) = \(0(t, x),v). Preto

s, w) = (s, 2)A(0(s, 2),0) = AL, 2)AS(t, ), v) = A(t, 2v) = A(t, w).
Teda sEj.1t. Tym je veta 3.6 dokazana. O

Ak E,_, = Ej, potom E} = Fy,1. Z tejto rovnosti dalej vyplyva, Ze Ey 1 = Ej,o atd.
Nech Ej_, = E}, potom

E1DEQD"'DEk_lek:Ek+1:Ek+2:....

Ak je teraz sEj,_it, stavy s, t davaji rovnaké vystupné postupnosti na slova dizky 1,2, .. .,
k—1,kk+1,k+2,.... Tieto dva stavy davaji rovnaké vystupné slovo pre Tubovolné
slovo w € X . Preto v tomto pripade je Ej,_1 = E, = E,1 = F.

Teraz sa nam nukaju dve otazky:

1. Musi existovat také k, aby Ey_1 = E}7
2. Ak také k existuje, pre ako velké k plati Fy_1 = E}?

Pokusime sa dat odpoved na tieto otazky. Nech A = (5, X, Z, 0, A) je automat, ktorého
mnozina stavov S = {s1,...,S,} ma n prvkov. Vieme, ze plati £y D Ey D E3 D --- D
D FE, D .... Nech E; # F5. Nech rozklad E; pozostava z najhrubsieho mozného delenia
mnoziny stavov, ktoré pozostava z jedinej triedy. Potom rozklad Es musi pozostavat aspon
z dvoch tried. Ak by vsetky rozklady az po rozklad E, boli navzajom rozne, rozklad FE,
musi pozostavat aspon z n tried, ¢o uz musia byt jednoprvkové triedy. Pretoze rozklad
E,, uz nie je mozné zjemnovat, nutne musi platit £, = E,1 = E,,2 = .... UkdZeme, Ze
eSte aj tento odhad ide o trochu zlepsit.

Predpokladajme, Zze F, pozostava len z jednej triedy. Teda pre kazdé s,t € S a kazdé
r € X je M(s,x) = A(t, z). Uvazujme teraz o fubovolnom slove xy, ktoré ma dizku 2. Pre
kazdé s,t € S je

-~

A(s,zy) = A(s,2)A(0(s,x),y) = A(t, 2)A(6(t, x),y) = A\t zy).

To znamena, ze aj rozklad Fs ma iba jednu triedu, a tak, £y = Fy = E. Z toho dostavame:
Bud E; pozostiva iba z jednej triedy, a £y = E, alebo F; mé aspon dve triedy. Pre
ekvivalenciu F, teraz dostdvame: Bud Ey = Eq, alebo Ey méa asporn tri triedy. Podobne
pre ekvivalenciu F3 dostavame: Bud FE3 = FEj, alebo F3 ma aspon Styri triedy. Tak
postupujeme az po ekvivalenciu E,,, pre ktort mame: Bud E,, = E,,_;, alebo E,, mé aspon
n + 1 tried. Pretoze S ma iba n stavov, nie je poslednd moznost realna. Preto v kazdom
automate, ktory ma n stavov, musi byt E,_; = E,. Tym sme dokazali nasledujtcu vetu.
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VETA 3.7. Nech A = (S, X, Z,0, \) je automat, ktorého mnozina stavov ma n prvkov.
Potom sEt prave vtedy, ked pre kazdé vstupné slovo w € X+, ktoré ma dlzku n — 1, je
A(s,w) = A(t,w). O

PRrIKLAD 3.20. OpiSeme ekvivalenciu F v automate, ktory je dany grafom na obr. 30.

a/l

ON O

b/ aj

0 blo

OBR. 30. Graf automatu z prikladu 3.20

Riesenie. Dany automat ma Styri stavy. Preto v tomto priklade je F = E3. Aby sme
nasli triedy ekvivalencie Fs3, potrebujeme mat prehlad o vSetkych Vystupnyg\h slovach,
ktoré st reakciami na vstupné slova dizky 3. V tabulke 8 uvddzame hodnoty A(g,w) pre
kazdy stav ¢ € {r,s,t,u} a pre slova w dizky 3.

TABULKA 8. Tabulka vystupnych slov dlzky 3 z prikladu 3.20

aaa aab aba baa bba bab abb bbb
r | 111 110 101 111 101 110 101 101
s |[111 110 101 011 011 010 101 010
111 110 101 011 011 010 100 010
w|111 110 101 011 001 010 101 000

Zo stlpca patriaceho k slovu baa vyplyva, ze rEs, rEt,rEu. Zo stlpca patriaceho
k slovu bba vyplyva, ze sEu, tFu. Stlpec patriaci slovu abb implikuje sEt, takze E =
{7, s,t,u}. To znamen4, Ze dany automat je redukovany a je zhodny so svojim automatom
Ap. [ |

Postup uvedeny v priklade 3.20 by bol ,trochu“ zdlhavy uz napriklad v pripade, ked
mnozina stavov ma 10 prvkov a vstupna abeceda tri pismena. V takomto pripade pocet
slov, ktoré maju dizku 9 je 3% = 19683. To je pocet stlpcov v tabulke, ktord ma 10 riadkov,
¢ize by bolo treba uvazovat o 196830 vystupnych slovach.

Pri postupnom generovani ekvivalencii £} s vyhodou vyuzivame tato vetu, ktord ma
velky prakticky vyznam pri rieSeni prikladov.

VETA 3.8. Nech A = (S, X, Z,,\) je automat. Potom pre lubovolné s,t € S a kazdé
x € X plati:

sEy1t prave vtedy, ked sEjt a stcasne 0(s,x)ERd(t, ).

Dokaz.
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a) Z vety 3.4 a 3.5 vyplyva, Ze predpoklad sEj 1t implikuje sEyt a 0(s,x)Exd(t, )
pre kazdé x € X

b) Nech sEjt a sucasne 0(s, x) Exd(t, z) pre kazdé x € X. Pretoze Fy D Ey, je za tohto
predpokladu sE;t a stcasne §(s, z)Ep6(t, ). Nech w € X+ lubovolné vstupné slovo dlzky
k + 1. Toto slovo si mozeme napisaf v tvare w = zv kde z € X a v € X7 je slovo dlzky
k. Preto

s, w) = A(s, 2v) = A(s, )A((s, 2),v) = AL, 2)ANS(¢, ), v) = A(t, 2v) = A(¢, w).
Teda sEj.t. Tym je veta 3.8 dokazané. 0
PRIKLAD 3.21. Nech A = (S, X, Z,0,\) je automat, ktory je dany pomocou tab. 9.

Najdeme redukovany automat Agr tohto automatu.

TABULKA 9. Tabulka automatu z prikladu 3.21

o A

O = RO e

T o W N =

N = W= NDR
DR R W @
S O O O O|8

Riesenie. Najprv ndjdeme triedy ekvivalencie F. Triedy ekvivalencie F; mdzeme po-
pisat priamo z tabulky daného automatu.

Vidime, ze A\(1,2) = A(3,2) = A(4,2) =0, A\(2,2) = A(5,2) =0, AM(1,y) = A(3,y) =
=A4,9) =1, A\(2,y) = A\(5,y) = 0. Preto E; = {1,3,4,2,5}.

Teraz opiSeme triedy ekvivalencie Es. Vyuzijeme podmienku F; O Es. Preto musime
rozhodntt len o tychto otdzkach: 1) 1E;37 2) 1Ex47 3) 3Ex4 7 4) 2E,5 7 Zatneme prvou
otazkou. Aby sme na tito otazku dali odpoved, staci vysetrit, ¢i: 6(1, ) E19(3, x) a sticasne
d(1,y)E10(3,y). Nemusime totiz zistovat, ¢i 1E;3, lebo vSetky dvojice sme vybrali tak,
aby prave tito podmienku spliiali. Z tabulky daného automatu méme: 6(1,7) = 2 a
§(3,7) = 3. 273 preto 123. Dalej uz budeme pisat strucnejsie.

1E547 Mame: 6(1,2) = 2, 0(4,x) = 4, 214, preto 1B54.
3E,47 Mame: §(3,x) =3, 6(4,z) =4, 3E14, 0(3,y) =4, 6(4,y) = 4, 4E,4, preto 3E,4.
2F557 Mame: 6(2,2) =1, 6(5, ) = 2, L2, preto 2555.

Teda Ey = {1,3,4,2,5}.

Aby sme nasli triedy ekvivalencie Es, stac¢i rozhodnif iba o tom, ¢ 3FE34. Méame
0(3,2) =3, 0(4,x) =4, 3E4, 6(3,y) =4, 6(4,y) = 4, 4F»4, preto 3E34. Z toho vyplyva,
ze B3 = {1,3,4,2,5} = E; = E. Ozna¢me triedy ekvivalencie E takto: A; =1, Ay = 2,
Az = 3,4, Ay = 5. Potom A = ({Ay, As, A3, A}, {x,y},{0,1},0r, Ar), pricom tabulka
prechodovej funkcie 0 a vystupnej funkcie Ag je v tabulke 10. |

PRIKLAD 3.22. Uvazujme o generitore postupnosti signélov, v ktorej sa vyskytuju iba
dva signdly a, b. Tato postupnost prichddza na vstup pocitadla, ktoré na vystupe reaguje
hodnotou 1, ak sa na vstupe objavia tri signaly a idice za sebou. Vo zvys$nych pripadoch je
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TABULKA 10. Tabulka redukovaného automatu z prikladu 3.21

r Yy |T vy
A Ay A |0 1
Ay | Ay A3 |0 O
Az | A3 A3 |0 1
Ag Ay A |0 0

vystup 0 (ide o tzv. pocitadlo blokov dlzky 3). Teraz opiSeme toto pocitadlo ako automat
a k tomuto automatu najdeme redukovany automat.

Riesenie. Poc¢itadlo budeme opisovat ako inicidlny automat so zaciatoénym stavom sg.
Stav s, bude zodpovedatf situacii, ked v stave sg sa na vstupe objavil signal a. Podobne stav
sp bude zodpovedat situdcii, ked v stave sy sa na vstupe objavil signal b. Dalej definujeme
Styri stavy Saa,Saebs Sbas Sth, Pricom prvé dva zodpovedaju situécii, ked v stave s, na vstup
pocitadla pride a, resp. b. Druhé dva stavy zodpovedaju situdcii, ked v stave s, na vstup
pocitadla pride a, resp. b. Dalgia ¢innost automatu je uz zrejma. Napriklad 6(sqp, @) = Spa,
d(Sap, b) = spp. Je zrejmé, ze A\(Sqq,a) = 1 a vo zvysnych pripadoch sa hodnoty vystupnej
funkcie rovnaji 0. Graf tohto automatu uvadzame na obr. 31. Hodnoty prechodovej a
vystupnej funkcie sa v tabulke 11.

OBR. 31. Graf automatu z prikladu 3.22

Teraz najdeme redukovany automat automatu z tabulky 11. Priamo z tabulky ¢itame
Ey = {50, 54, 5b, Sab; Sbas Stbs Saa }-
Aby sme ziskali triedy ekvivalencie E5, postupne budeme testovat jednotlivé moznosti.
SoE95, 7 0(80,a) = Say 0(Sa, @) = Saay Sa1Saa, Preto SoHFss,.
E30E25b? (80, @) = Sa, 0(8p, @) = Spas SaL15pas 6(S0,0) = Sp, I(8p,b) = S, 5L, Preto
SoL2Sp.
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SOE2Sab? (5(80,@) = Sa, 5(5(1177@) = Sba, SaElsbm 5(5076) = Sb, 5(5ab7b) = Sbb, SbElsbIM
preto sgFaSqp.

50E25pa 7 0(S0,a) = Sa, 0(Spas @) = Saa, SaBSaa, PIEtO 505 Spq-

SoEasp ? 9(S0,a) = Sa, 6(Sew, @) = Spa; SaF1Spa, 0(50,0) = Sp, O(Sew,0) = Sen, Sp L1 Sww,
preto soFEaspp.

V jednej triede ekvivalencie Es eSte mozu byt stavy S., Spa-

SaF28pa ! 5(Saaa) = Saa, 5(Sbaaa) = Saa, Saal15aa; 5(Saab) = Sab, 5(5ba7b) = Sab,
SabElsaba Preto SaEQSbw

Z doterajsich vysledkov vyplyva, ze Ey = {S0, Sb, Sab; Sbbs Sa, Sba, Saa -

TABULKA 11. Tabulka automatu z prikladu 3.22

a b

S0 |Sa  Sb

Sa Saa  Sab
Sb | Sba  Sbb
Saa | Saa  Sab
Sab | Sba  Sbb

Sba | Saa  Sab

O O O = O O O
O O O O O O o

Sbb | Sba  Sbb

Teraz budeme hladat triedy ekvivalencie Ej.

soluzsy ? 5(50, Cl) = Sa, 5(5b7 Cl) = Spas SaF25ba, 5(307 b) = Sp, 5(3b; b) = Sty Splaspy, preto
80E3Sb.

s0E35a57 0(S0,a) = Sa, 0(Sab, @) = Stas Sall2Spas 0(50,0) = Sp, 0(Sab,0) = Sew, 625,
preto soFE3Sqp.

soEssw ? 0(s0,a) = Sa, 6(Spp, @) = Seas SalaSpa, 0(S0,0) = Sp, 0(Spw,0) = Sew, SpLoaSew,
preto sgFE3Spp.

SaE33ba ? 5(3a7 a) = Saas 5(Sbaa CL) = Saas SaaE23aaa 5(Sa> b) = Sab, 5(3ba7 b) = Sab,
SavF2Sap, preto s, F3Sp,.

Z tohto testu vyplyva, ze E35 = Es = {350, Sp, Sab, Stb, Sas Sbas Saa} = E.
Oznacme Sy, 84, Sab, Sob = Ao, Sa; Sba = A1, Saa = Az, potom
Ar = ({Ao, A1, Ao}, {a, b},{0,1},0r, Ag). Hodnoty funkcii 0 a Ag uvddzame v tabulke
12. Graf automatu Ag je nakresleny na obr. 32. Tento automat je tiez inicialny automat
so zaciatoénym stavom Aj. |

TABULKA 12. Tabulka redukovaného automatu z prikladu 3.22

Ag | A1 Ay
A | Ay A
Ag Ag AO

b
0
0
0

_ o O Q

PozNAMKA 3.4. Ak mame rozhodniuf o tom, ¢ dva automaty st ekvivalentné, mo-
zeme uvazovat takto. Nech A = (S, X, 7,04, 4) a B = (T, X, Z,0p, Ap). Tato dvojicu
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a/o a/o

OB O O)

bl a/,

OBR. 32. Graf redukovaného automatu z prikladu 3.22

automatov mozeme povazovat za jeden automat AU B = (SUT, X, Z, 0, ), kde
d:(SUT)x X - SUT aX:(SUT)x X — Z st definované tak, ze

d(s,x) =0a(s,z), ak s € S,

d(t,x) =0p(t,x), ak t € T,

A(s,z) = Aa(s,z), ak s € S,

At,z) = Ag(t,x), ak t € T.

Potom v automate AU B mozeme vyhladaf triedy ekvivalencie E. Ak v kazdej triede
ekvivalencie sa nachadzaji aj prvky mnoziny S a aj prvky mnoziny 7', automaty A a B
st ekvivalentné. Ak existuje trieda, v ktorej su len prvky z jednej z uvedenych mnozin,
dané automaty nie su ekvivalentné.

PRIKLAD 3.23. Nech automat A je dany tabulkou 13, ¢ast a) a B je automat, ktory
je dany tabulkou 13, ¢ast b). Automat A U B uvadzame v tabulke 14.

TABULKA 13. Automaty z prikladu 3.23

T | T | T
s1 |82 (0 @i|q|0
Sy | 820 @ |lqa|l
s3|s1 |1 g |qs |1
Sq 841 g1 g3 |1
Cast a) Cast b)

TABULKA 14. Automat z prikladu 3.23

T |z
S118210
Sa | 8910
s3|s1 |1
Sa|Sal1l
@ |q|0
@ | q|l
a3 | g3 |1
qa|qs |1
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Pre ekvivalencie E, dostavame:

Ey ={51,52, 01, 53,54, 02, @3, Qa }, B2 = {51, 52, 1,53, @2, 54, @3, Ga} = Es = E.

Pretoze v kazdej triede ekvivalencie F sa nachadzaju stavy aj automatu A a aj auto-
matu B, dané automaty si ekvivalentné.

PozNAMKA 3.5. Definovat ekvivalenciu stavov a automatov je mozné aj vo vSeobec-
nejSom pripade. Najprv uvazujme takto: Nech X = {z1,...,z,}aY ={y1,...,y,} st dve
abecedy s rovnakym poc¢tom pismen. Nech g : X — Y je bijekcia. Uvazujme o zobrazeni
g" : XT — YT, ktoré je definované predpisom: Pre kazdé w = z!' ... 2" je

g (w) = g*(z'...2") = g(a)g(2?) ... g().
Nie je tazké dokazaft, Ze zobrazenie ¢g* je tiez bijekcia.

Majme teraz dva automaty A = (S, X, 7,04, 4) a B = (T,Y,W,dp, Ag). Nech exis-
tuju bijekcie g : X — Y a h : Z — W. Spolu s tymito bijekciami su dané aj bijekcie
gt : Xt =Yt aht: X" - YY" Potom budeme hovorit, Ze stavy s € S at € T su
ekvivalentné, ak pre kazdé w € X+ je h*t(Aa(s,w)) = Ap(t, g* (w)) (pozri obr. 33). Tito
definiciu ekvivalencie stavov mdZeme vyuzit aj na zovSeobecnenie definicie ekvivalencie
automatov.

—1 ™ +|
N | g
X Y L1
S 7
S T
][
- o /1 (A, (s, W)=
Afs, w -
P B R X ()

OBR. 33. llustracia poznamky 3.5

6. Izomorfizmus automatov

V praxi sa Casto stretdvame s pripadom, ked jeden automat vznikne z druhého pre-
zna¢enim (zakédovanim) stavov. V takom pripade budeme hovorit, Ze tieto automaty st
izomorfné. Presnejsie sformulujeme tento pojem v tejto definicii.

DEFINICIA 3.16. Nech A = (S, X, 7,04, 4) a B = (T, X, Z,0p,\g) st automaty.
Nech existuje bijekcia f : S — T taka, ze:

a) pre kazdé s € S a kazdé v € X sa f(da(s,x)) = dp(f(s),x),
b) pre kazdé s € S a kazdé x € X sa Aa(s,x) = Ag(f(s),x).

Potom budeme hovorit, Ze automaty A a B st izomorfné (pozri obr. 34).

PRIKLAD 3.24. Nech automat A je dany grafom na obr. 35, ¢ast a) a B je automat,
ktory je dany grafom, na obr. 35 cast b). Ukazeme, Ze tieto automaty st izomorfné.

RieSenie. Mnozina stavov automatu A je S = {s1, s2}. Mnozina stavov automatu B
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X2p(f (S)}X)ZM(S, x)

"05(f(5), X)=£(5,(s, x))

S T

OBR. 34. Ilustracia definicie 3.16

X/ X/
OO
a) b)

OBR. 35. Ilustracia automatov z prikladu 3.24

je T = {t1,t2}. Je zrejmé, Ze funkcia f : S — T, ktord je dand funkénymi hodnotami
f(s1) =ty a f(s2) = t; je bijekcia. Dalej dostdvame:

f(0a(s1,2)) = f(s2) =t = 0p(ta, ) = 6p(f(s1),2),
f(0a(s1,y)) = f(s1) = ta = dB(t2, y) = 6B(f(51),¥),
f(0a(s2, %)) = f(s1) = t2 = 0p(t1,x) = 6p(f(s2),2),
f(0a(s2,y)) = f(s2) = t1 = dB(t1,y) = 6B(f(52),¥),
Aa(s1,7) = 0= Ap(t2, v) = A(f(s1), 2),

Aa(s1,y) = 0= Ag(t2,y) = Ap(f(s1),9),

Aa(s2,7) = 1= Ap(t1,7) = Ap(f(s2), 2),

Aa(s2,y) =1 =Ag(t1,y) = Ap(f(s2),v)

Z uvedenych rovnosti vyplyva, ze dané automaty st izomorfné. Vidime, Ze formalne overe-
nie izomorfizmu je aj v tych najjednoduchsich pripadoch dost zdlhavé. Preto izomorfizmus
overujeme viac-menej vizualnym spdsobom, ked z grafu dokézeme urcit bijekciu f, ktora
spliia podmienky izomorfizmu. |

KedZe izomorfné automaty vykazuji vysoky stupen pribuznosti, d4 sa cakat, ze tieto
automaty budu aj ekvivalentné. Dokaz tejto vety nie je az tak zrejmy.

VETA 3.9. Dva izomorfné automaty su ekvivalentné.

Dokaz. Nech A = (S, X,Z,04,24) a B = (T,X,Z,0p,A\g) s izomorfné automaty,
pricom f : S — T je bijekcia, pomocou ktorej je tento izomorfizmus definovany. Teraz
dokazeme, Ze pre kazdé s € S st stavy s a f(s) ekvivalentné. Tym bude dokazan4 ekviva-
lencia automatov A a B. Dékaz urobime indukciou vzhladom na dizku slova w € X*. Na
zjednodusenie pouzijeme oznacenie sFj f(s) na oznacenie skutocnosti, ze stavy s a f(s)
dévaji rovnaké vystupné slovo na kazdé vstupné slovo dizky k.

1. Priamo z definicie izomorfizmu vyplyva, ze pre kazdé s € S je sF;f(s), lebo pre

kazdé x € X plati: As(s,x) = Ag(f(s), ).
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2. Predpokladajme, ze pre kazdé s € S je sEj f(s). Dokadzeme, Ze za tohto predpokladu
je aj sEpy1f(s). Nech w € X+ je Iubovolné slovo dlzky k + 1. Preto ho méZeme napisat
v tvare w = zv, kde € X a v je slovo dlzky k. Potom

Aals,w) = Aa(s, 20) = Aa(s, 2)Aa(0a(s, 2),v).

Stavy 04(s,x) a f(0a(s,x)) st podla indukéného predpokladu ,,Ej-ekvivalentné“. Preto
pre slovo v, ktoré mé dizku k, plati:

Ma(84(s,2),0) = Ap(f(8a(s,2)),0).
Teraz uZz mame:
Aa(s,w) = /\A(S’x)XA(fA(Sﬁ)’U) = /\B(f(SA)a f)XB(f((SA(Saf))’U) =
= Ap(f(s),2)Ap(35(f(s),z),v) = Ap(f(s),zv) = Ap(f(s), w).

Tym sme dokézali, Ze pre kazdé k = 1,2,... a pre kazdé s € S je sEyf(s). Z toho uz
vyplyva, ze pre kazdé s € S je stav s ekvivalentny so stavom f(s). Tym je veta 3.9
dokéazana. O

Teraz sformulujeme hlavni vetu tejto casti, ktord ukazuje vztah izomorfizmu a ekvi-
valencie automatov.

VETA 3.10. Dva kone¢né automaty A = (S, X, 7,04, 4) a B = (T, X, Z,dp, Ap) st
ekvivalentné prave vtedy, ked ich redukované automaty Ar a Bp st izomorfné.

Dokaz.

1. Nech automaty Ar = (Sg, X, Z,04,,Aa,) a Br = (Tr, X, Z,0p,, Apy) sU izomorfné.
Mnozina stavov Si automatu Agr je mnozina tried ekvivalencie F4 na mnozine stavov
S. Nech Sg = {A4,...,A,}. Pretoze automaty Agr a Br s izomorfné, musi existovat
bijekcia, f : Sg — Tg, pomocou ktorej je tento izomorfizmus definovany. Z toho vyplyva,
ze TR = {f(A1),..., f(A,)} je rozklad mnoziny T'. Preto pre kazdé ¢t € T existuje f(A;)
také, ze t € f(A;). To znamend, ze pre kazdé s € A; a pre kazdé t € f(A;) plati s ~ A; ~
f(A;) ~ t. Z toho uz vyplyva, ze automaty A a B st ekvivalentné.

2. Nech automaty A = (S, X, Z,04,A4) a B= (T, X, Z,6p, Ap) st ekvivalentné. Nech
Sr = {A1,..., A} je rozklad mnoziny S, ktory je indukovany ekvivalenciou £y a Tg =
{By,...,B,} jerozklad mnoziny 7', ktory je indukovany ekvivalenciou E. Vieme, Ze tieto
rozklady musia mat rovnaky pocet tried a Ze existuje bijekcia f : Sp — Tx, pomocou
ktorej je kazdej triede A;, priradend trieda f(A;) navzajom ekvivalentnych stavov. Triedy
v mnozine Tk oc¢islujeme tak, aby f(A;) = B;. pre i = 1,2,.... Potom v automatoch
AR = (SR7X, Z, 6AR’)\AR> a BR = (TR,X, Z, 5BR7/\BR) st stavy Az a Bl ekvivalentné,
a pretoze automaty Ar a Bpr st redukované, su to jediné mozné dvojice ekvivalentnych
stavov. Z vety 1.34 teraz dostavame, ze aj stavy 64, (A;, x) a 0p,(B;, x) st ekvivalentné
pre kazdé = € X. Z toho uz vyplyva, ze, f(da,(A4i,2)) = dp,(Bi,x) = op,(f(A:), x).
Tym je dokédzana prvéa rovnost izomorfizmu automatov A a Bpr. Druhé rovnost je uz
jednoducha. Pretoze stavy A; a f(A;) s ekvivalentné, pre kazdé z € X musi platit
rovnost A4, (A;,z) = A, (f(A4;),x) Teda bijekcia f : Sg — Tx definuje izomorfizmus
medzi automatmi Ar a Br. Tym je veta 1.50 dokazana. O

PRIKLAD 3.25. Nech A = ({s1, $2, 53, 84}, {z,y},{0,1},04,Aa) a B = ({q1, 42,93, 94},
{z,y},{0,1},dp, Ap) st automaty, ktoré st dané grafmi na obr. 36 ¢ast a), b). Ukazeme,
Ze tieto automaty st ekvivalentné ale nie izomorfné.

Riesenie. Najprv budeme dokazovat ekvivalenciu. Preto zostrojime redukované auto-
maty Ag a Bpg.
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OBR. 36. Grafy automatov z prikladu 3.25

Pre ekvivalenciu £4 na mnozine stavov automatu A dostavame F; = {57, 83,53, 51} =
= Fy = F4. Ak oznacime 57,53 = Aj, a S3,5;, = As, automat Ag je dany grafom na obr.
37, cast a).

Pre ekvivalenciu 5 na mnozine stavov automatu B dostavame Fy = {q1, 41, G2, @3t =
= Fy = Ep. Ak oznacime q1, qs = B1, a ¢z, ¢3 = B, automat By je dany grafom na obr.
37, cast b).

)C/O )C/O

o ¢

Yo Y/o

yh X/l v/ ‘@’ /1
a) b)

OBR. 37. Grafy redukovanych automatov z prikladu 3.25

Je zrejmé, ze automaty Ag a Bg su izomorfné. Staci zvolit funkciu f : {A4;, A2} —
{By, Bo} tak, aby f(A;1) = By, f(A2) = Bs. Je zrejmé, Ze ide o bijekciu, pomocou ktorej
je uvedeny izomorfizmus definovany. Teda A a B st ekvivalentné automaty.

Teraz ukizeme, ze pdvodné automaty, aj ked maji rovnaky pocet stavov a s ekviva-
lentné, eSte nemusia byt izomorfné. Aby sme ukézali, Ze tieto automaty nie s izomorfné,
musime vySetrif vSetky bijekcie f : {s1, S2, 53,84} — {q1,¢2,¢3,q4} a ukizaft, Ze ani jedna
z nich nespliia podmienky, ktoré st kladené na izomorfizmus automatov. V prvej asti
Tahko vyltc¢ime bijekcie, ktoré nespliiaji podmienku A4(s, ) = Ag(f(s), ).

Uvazujme teda o bijekciach, ktoré podmienky pre vystupné funkcie izomorfnjch au-
tomatov spliiaji. Nech f je jedna z nich. Potom f(s1) musi byt bud ¢; alebo g4, lebo iba
tieto dva stavy v automate B davaju rovnaké vystupné hodnoty na vstupné pismena x,y
ako dava stav s;.

a) Uvazujme teda o moznosti f(s;) = ¢;. Potom musi byt nutne f(s3) = g4, lebo
stavy go, @3, majui vystupy rozne od stavu s;. Pod podmienkou f(s1) = ¢1 a f(s2) = ¢
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podme teraz overovat splnenie prvej podmienky pre izomorfizmus automatov a pritom
sa pokusime definovat zvysné funkéné hodnoty. Pocitajme: f(da(s1,2)) = f(s2) = qa,
6p(f(s1),2) = 6p(qr, x) = q1. Pretoze ¢ # qu, bijekcia f nespliia podmienky izomorfizmu
automatov A a B. Musime uvazovat o dal$ich moznostiach. T4 vSak uz je len jedina.

b) Este mozeme zvolit f(s1) = qu, f(s2) = ¢1. Potom f(0a(s1,2)) = f(s2) = ¢,
0p(f(s1), ) = 0p(q1),2) = q1, f(0a(s1,¥)) = f(s3), 0p(f(51),¥)) = 05(qs, y) = g5. Z toho
vyplyva, Ze nutne musi byt f(s3) = g3, a teda f(s4) = g2. Inti moznost pre volbu bijekcie,
ktora splita podmienky izomorfizmu automatov, uz neméame. Hodnoty bijekcie f boli
volené tak, aby podmienky pre prechodovi funkciu boli splnené v stave s;. Teraz musime
overif, ¢i st splnené aj pre zvysné stavy. Budeme ich overovat pre stav s,:

f(0a(s2,2)) = f(s52) = q1,0B(f(s2),2) = 0B(qr,2) = ¢u,
F(0a(s2,y)) = f(s3) = a3, 6B(f(52),y) = 0B(q1,y) = qa.

Pretoze qo # q3, dana bijekcia nesplia podmienky izomorfizmu automatov A a B. Pretoze
inej moznosti uz niet, dané automaty nie st izomorfné. [ |

PozNAMKA 3.6. Tak ako v pripade ekvivalencie automatov mozeme aj pri izomorfizme
automatov upustit od poziadavky, aby automaty A a B mali spolo¢né vstupné a spolo¢né
vystupné mnoziny. Tato podmienku treba nahradit podmienkou existencie bijekcie medzi
vstupnymi a bijekcie medzi vystupnymi mnozinami. Potom definiciu izomorfnych auto-
matov mozeme sformulovat takto:

Nech A = (S, X,Z,04, 4) a B = (T,Y,W,p, A\p) st automaty. Nech existujia také
bijekcie f: S —T,qg: X =Y, h:Z — W, ze pre kazdé s € S a kazdé x € X je:

a) f(0a(s, ) = 05(f(s), 9(x)),
b) h(Aa(s, ) = Ap(f(s), g(x)).
Potom hovorime, Ze automaty A a B st izomorfné.
V tomto pripade okrem kédovania stavov sme kédovali aj vstupni a aj vystupnu
abecedu.

Dé sa dokazat, ze pri takto chdpanom izomorfizme automatov a pri zovSeobecnenej
definicii ekvivalencie automatov, ktora sme uviedli v poznamke 3.4, veta 3.10 plati v tom
istom zneni.

7. Pokrytie automatu automatom

Nech A je automat. V tejto Casti sa budeme zaoberat automatom B, ktory mé ta
vlastnost, Ze pre kazdé vstupné slovo w dokaze generovat taku istt postupnost (riadiacich)
vystupnych signalov ako automat A. Pritom automat B moze generovat aj vystupné
postupnosti, ktoré automat A nebude schopny vydavat. V takom pripade budeme hovorit,
7e automat B pokryva automat A.

DEFINICIA 3.17. Nech A = (S, X, 7,04, 4) a B= (T, X, Z,0p, Ap) st automaty. Ak
existuje také zobrazenie ¢ : S — T, Ze pre kazdé w € XT je Aa(s,w) = Ap(p(s),w),
budeme hovorit, ze automat B pokryva automat A. Pritom budeme pisat B >> A.

PRIKLAD 3.26. Nech automaty A= {{81, 82}, {I’}, {07 ].}, (SA, /\A} abB = {{tl, to, ts, t4},
{z},{0,1},0p, Ag} st dané pomocou grafu na obr. 38, ¢ast a), b). Nech S = {s1, s2},
T = {t1,t,t3,t4}. V tomto priklade sa d4 Tahko dokazat, Ze automat B pokryva automat
A. Pre volbu funkcie ¢ : S — T sa ndm v tomto pripade totiz nika aj viacero moznosti.
Tieto moznosti su takéto:

L. p(s1) = p(s2) = t1,
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OBR. 38. Grafy automatov z prikladu 3.26

2. (s1) = p(s2) = ta,
3. p(s1) = t1,0(s82) = ta,
4. @(s1) = ta,p(s2) = t1. u

VETA 3.11. Automat A = (S5, X, Z, 9, \) pokryva Iubovolny svoj podautomat A" =
(S, X, Z,8,\N).

Dékaz. Za funkciu ¢ : S” — S staci volif identické zobrazenie, ktoré kazdému s € S’
priradi to isté s € S. [

Je zrejmé, Ze automat B pokryva automat A prave vtedy, ked pre kazdy stav s € S
existuje t € T, ktoré je ekvivalentné so stavom s. Toto tvrdenie nemusi platif v opa¢nom
smere. Z toho vyplyva, Ze v pripade ekvivalencie automatov A a B bude A >> B a
B >> A. Dokonca plati este silnejsie tvrdenie.

VETA 3.12. Dva automaty A = (S, X, 7,04, 4) a B = (T, X, Z,05,\p) st ekviva-
lentné prave vtedy, ked A >> B a stcasne B >> A.

Dokaz. Ak A >> B a B >> A, priradenie ekvivalentnych stavov sa deje dokonca
pomocou zobrazeni. Preto si tieto automaty ekvivalentné.

Ak A ~ B, pre kazdé s € S existuje dokonca celd mnozina prvkov t € T, ktoré
su s prvkom s ekvivalentné. Je to jedna trieda ekvivalencie F'z na mnozine T'. Z kazdej
takejto triedy vyberieme jedno ¢ a priradime ho ku stavu s. Tak dostaneme zobrazenie
¢ : S — T, ktoré ku kazdému s € S priradi ¢(s) ~ s. Teda B >> A. Podobne sa dokaze,
ze aj A >> B. OJ

DOsLEDOK 3.1.

1. Ak A a B st izomorfné automaty, potom A >> B a B >> A.
2. Ak Ap je redukovany automat automatu A, potom Ar >> A a A >> Ap. O

Ak si pozorne prezrieme obr. 36, ¢ast b) a obr. 37, cast b), vidime, Ze v automate
B z prikladu 3.25 neexistuje podautomat, ktory by bol izomorfny s redukovanym au-
tomatom Bpg. To znamena, ak automat B pokryva automat A, v automate B nemusi
existovat podautomat, ktory je izomorfny s automatom A. DokéZzeme vSak doleziti vetu,
z ktorej vyplyva, Ze v automate B musi existovat podautomat, ktory je s automatom A
ekvivalentny. Pri dokaze vyuzijeme tuto definiciu.

Nech A = (S, X,Z,0,)) je automat a S” C S. Nech 7" je mnozZina vsetkych stavov
automatu A, ktoré st dosiahnutelné z niektorého stavu mnoziny S’. Teda T' = S'U{s € S

~

existuje s € 8" a w € X7 tak, ze s = 0(s',w)}. Potom je zrejmé, Ze pre kazdé s € T a
x € X jed(s,x) € T. Preto funkcie &' : T'x X — T, 0'(s,z) =0(s,z) a N : T x X — Z,
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N(s,x) = A(s, ) st z(Zenia funkcii § a A. Z toho uz vyplyva, ze A" = (T, X, Z,8', X) je
podautomat automatu A.

DEFINiCIA 3.18. Automat A’ nazyvame podautomat automatu A, ktory je gene-
rovany mmnozinou stavov S'.

Je zrejmé, Ze pre kazdu neprazdnu podmnozinu S’ C S existuje podautomat, ktory je
touto mnozinou generovany.

PRIKLAD 3.27. Nech A = ({81, 82}, {O, 1}, {0, 1}, 5,4, )\A) aB= ({tl,tg,tg, t4,t5,t6},
{0,1},{0,1}, 05, Ap) st automaty, ktoré si dané grafmi na obr. 39, ¢ast a), b).

OBR. 39. Grafy automatov z prikladu 3.27

Nech S = {s1,s2} a T = {t1,ta,13,t4,t5,t6}. Nech ¢ : S — T je také zobrazenie,
ze o(s1) = t1, p(s2) = ta. Oznacme ¢(S) = {p(s1),¢(s2)} = {t1,t2} = T" C T. Teraz
opiSeme podautomat automatu B, ktory je generovany mnozinou 7”.

Riesenie. MnoZina stavov tohto podautomatu R = 7" U {t € T’ existuje w € X' a
t' € T' také, ze dp(t',w) =t} = {t1,ta,13,t4}. Vidime, Ze stavy t5 a t nie su zo stavov ¢,
a ty dosiahnutelné. Potom podautomat B’, ktory je generovany mnozinou 7', mé graf na
obr. 40.

e
—_

o

9'3
(e

1 /O 0/0

0/

OBR. 40. Ilustracia prikladu 3.27

Na dalSie ucely bude pre nas vyhodnd este tato veta.
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VETA 3.13. Nech A = (S, X, 72,04, 4) a B = (T,X,Z,0p, ). Nech stav s € S je
ekvivalentny so stavom t € T. Potom pre kazdé w € X je d(s,w) ~ d4(t, w).

Dokaz. Nech w € X T av € XT stt lubovolné slovéa. Potom aj wv € X . Z predpokladu
s ~ t vyplyva, ze Aa(s,wv) = Ag(t, wv). Z toho uz dostdvame

(s, wo)Aa(B4(s, w),v) = Ag(t, w)Ag(05(t, w), v).
Pretoze ide o rovnost dvoch slov zo Z*, musi byt
(s, w) = Ap(t,w) a Aa(0als, w),v) = Ag(0p(t, w),v).
7 druhej rovnosti uz dostavame pozadovani ekvivalenciu. O
Teraz uz mozeme vyslovit a dokdzat hlavni vetu tejto Casti.

VETA 3.14. Nech A = (S,X,7Z,04,A4) je redukovany automat a automat B =
(T, X, Z,0p, \g) pokryva automat A. Potom automat B obsahuje podautomat B’, ktory
je ekvivalentny s automatom A.

Dokaz.

1. Nech teda B = (S, X, Z,0p, A\g) pokryva automat A = (S, X, 7,04, 4). To zna-
mena, Ze existuje zobrazenie ¢ : S — T, ktoré pre kazdé s € S a kazdé w € X+t déva
rovnost A4 (s, w) = Ag(p(s), w). Teraz ukdzeme, ze za podmienky redukovatelnosti auto-
matu A je zobrazenie ¢ injekciou.

Predpokladajme, ze ¢(s1) = @(s2). Ale s1 ~ ¢(s1) a sa ~ ©(s2) = ¢(s1). Preto
S1 ~ 9. Teraz uz z redukovanosti automatu A vyplyva, ze s; = s,. Preto zobrazenie
@ : S — T je injekciou.

2. Uvazujme o mnozine ¢(S) = {p(s) € T;s € S}. Ozna¢me tato mnozinu 7”. Nech
B = (R, X, Z,0,\N3) je podautomat automatu B, ktory je generovany mnozinou 7"
(R je mnozina vsetkych stavov, automatu B, ktoré st dosiahnutelné z niektorého stavu
mnoziny 7”).

3. Pretoze ¢(S) C R a pre kazdé t € R a kazdé w € X1 je /):B/(t,w) = /):B(t,w), je
zrejmé ze automat B’ pokryva automat A.

4. Teraz dokézeme, Ze aj naopak automat A pokryva automat B’. Definujeme funkciu

1 R — S takto:
a) ¥(p(s)) = s pre kazdé s € S,
b) 1/1(33/(@(3), w)) = ;5\(3, w) pre kazdé s € S a kazdé w e X .

Treba este dokéazat, Ze funkcia ¢ je dobre definovana. Je totiz dobre mozné si pred-
stavit, ze dp (o(s;), w) = ng(go(sj),v) a pritom gA(si,w) + SA(sj,v). Ale p(s;) ~ s; a
©(s;) ~ sj. Preto je da(s;, w) ~ dp(@(si), w) = dp/(p(sj),v) ~ da(s;,v), teda d4(s;, w) ~
gA(sj, v). Z redukovanosti automatu A uz dostavame &(Si, w) = SA(SJ-, v). To znamena, ze
predpoklad gB/(go(si), w) = SB/(go(sj), v) implikuje SA(si, w) = EA(SJ-, v) a teda zobrazenie
1 je dobre definované.

5. Stavy @(s) a s st ekvivalentné. Preto aj SB/(go(s),w) a gA(s,w) st ekvivalentné
stavy. To znamena, Ze funkcia 1) kazdému stavu priraduje ekvivalentny stav. Z toho uz

vyplyva, Ze automat A pokryva automat B’. Teda A a B’ st ekvivalentné automaty. Tym
je veta 3.14 dokazana. 0

DOSLEDOK 3.2.

1. Vetu 3.14 sme dokéazali za predpokladu redukovanosti automatu A. V pripade,
ze A nie je redukovany automat a B >> A, potom B >> Ap (lebo A >> Ap) a
v automate B sa nachadza podautomat B’, ktory je ekvivalentny s automatom
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Apg. Potom mame B’ ~ Ar ~ A. Teda B obsahuje podautomat B’, ktory je
ekvivalentny s automatom A.

2. Ak k danému automatu A najdeme automat B, ktory ho pokryva, potom mame
automat, ktory dokéze imitovat ¢innost automatu A pomocou ekvivalentného
automatu B’. Pochopitelne, B dokaZe okrem toho aj viac. O

PozNAMKA 3.7. Pojem pokrytia automatu automatom mozeme definovat aj v pri-
pade automatov A = (5, X,Z,04,A4) a B=(T,Y,W,0p, Ag). V tomto pripade budeme
ziadat aby existovali injekcie g : X — Y a h : Z — W. Kazdu z tychto injekcii moZno
rozsirit na injekciu gt : Xt — Y+, resp. ht : ZT — W™, tak Ze pre kazdé w = z' ... 2",
resp. v = z'...2" polozime ¢g"(w) = g™ (a'...2") = g(z')...g(z"), resp. hT(v) =
Rt (zt...2") = h(z') ... h(z"). Potom budeme hovorit, Ze automat A = (S, X, 7,64, \4)
pokryva automat B = (T,Y,W,dp, A\g) prave vtedy, ak existuju injekcie g : X — Y,
h:Z — W a funkcia ¢ : § — T také, Ze pre kazdé s € S a kazdé w € XT je
ht(0a(s,w)) = dp(e(s),g"(w)) (pozri obr. 41).

x* Y’
g+
- g'w)
4
— 1 P~
sl s o) | T
~ h+ 4 -~
3,5, w) H (s, w)) =
= Z5(0(s), g (W))
Y
z" W

OBR. 41. Ilustracia definicie pokrytia automatov

Pri takto definovanom pokryti automatov, ak pouzijeme zovSeobecnenu definiciu ek-
vivalencie automatov, sa da veta 3.14 dokédzat v nezmenenom zneni.



KAPITOLA 4

Fyzikalna realizacia automatov

1. Dvojkové automaty

V tejto Casti sa budeme zaoberat automatmi, ktorych vstupna abeceda, mnozina sta-
vov a vystupnd abeceda sa skladaji z vektorov, ktorych zlozky mozu nadobudat iba dve
hodnoty 0 a 1. Nech teda B = {0,1}. Potom dvojkovy Mealyho automat je pitica
A=(S,X,Z,6,\),kde S=B* X =B",Z=B",§: Sx X — S \:SxX — Z. Dvoj-
kovy Moorov automat definujeme analogicky, teda ako péticu A = (S, X, Z,0, i), kde
S=B¥,X=B",Z=B"§:SxX —=S,u:5—Z.

PRIKLAD 4.1. Nech dvojkovy automat A = (B2, B, B,d,\) = ({(0,0), (0,1), (1,0),
(1,1)}, {0,1},{0,1},0, A} je dany pomocou tabulky 4.1.

TABULKA 1. Automat z prikladu 4.1

0 1 |01
(0,0)] (0,0) (0,1)]0 1
(1,0)](1,1) (1,0)|1 0
(1,1) | (1,1) (0,1) |1 1 M1, y2),2) = =
(0,1) | (1,0) (1,0)|1 0

V tomto automate je kazdej dvojici (y1,32) € B? a kazdému x € B priradeny
novy stav (Y1,Ys) = 6((y1,42),2) € B? a vystup z = A((y1,v2),7) € B. Teda funkciu
§ : B? x B — B2 mdzeme pokladaf za funkciu § : B3> — B? troch premenngch v, ys, 7,
ktora ma dve zlozky 6, : B> — B, 01 (y1, v, 7) = Y1 a 0y : B3 — B, 83(y1, 42, ) = Ya. Tak
isto aj funkciu A : B2 x B — B moZeme povazovat za funkciu troch premennych, ktord m4
jednu zlozku \ : B> — B, A(y1,¥2,2) = z. Tieto funkcie budeme zapisovat aj pomocou
Karnaughovych map. Tabulky pre jednotlivé zlozky funkcie § a pre vystupnt funkciu A
uvadzame na obr. 1, ¢ast a), b), ¢). Vidime, ze kazda z tychto tabuliek predstavuje jednu
logicktl funkciu troch premennych vy, ys, 2. Tieto funkcie budeme reprezentovat pomo-
cou MNDF, ktoré su priradené Karnaughovym mapam na obr. 1, ¢ast a), b), ¢). Potom
dostavame:

01 (y1,y2, ) = Y1 = 11l + 1T + G1ye,
02 (Y1, Y2, ) = Yo = Y1 + 1T + Y12,
AMY1, Y2, ) = 2 = Y172 + Y1T + V1Y + YaT.

Vidime, Ze budeme schopni generovat novy stav a vystup, ak budeme vediet opisat
zariadenie, ktoré uchova predosly stav (y1,y2). [ |

119
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X X X

0|0 o |(D o |(D
yl,T_T\ Y1l o Y]] o

1] o ] 1] 1

2] 1|1 ) 01]o0 Y 11| o

a) Y b)y Y c) K

OBR. 1. Tabulky budiacich funkcii a vystupnej funkcie z prikladu 4.1

Teraz budeme uvaZovat vieobecne. Nech A = (B*, B",B™, 6, \) je dvojkovy automat.
Potom prechodovii funkciu § : B x B® — B* budeme povazovat za funkciu k 4+ n pre-
mennych, pricom tato funkcia bude mat k zloziek. PiSeme

5:Bk+n_>Bk7 5(y17"'7ykax17"'7$n) = (51(y17"'7yk7$17---axn)7
52(y17"'7yk7x17"'wxn)a"'76k(y17"'7ykax17"'7:[;71)) = (}/17}/277}/]6)
Zlozky

6 : B — B, iy, Yp, 1., T) =Yiprei=1,2,...k

nazyvame budiace funkcie daného dvojkového automatu. Tieto funkcie pomocou su-
¢asného stavu a vstupu generuju (budia) novy stav (Y3, Y, ..., Y%).

Funkciu A : B¥ x B® — B™ tiez povazujeme za funkciu k + n premennych, ktord mé
m zloziek. Preto

\: BT - B

MYty Uk 1y Tn) = AN (Y1, oo Yy 1y oo T)s

Ao (Y1y ooy Yks X1y oo Tn) s e s A (YLs o e oy Uy Ty e+, X)) = (21, 225+ o5 Zim)-
Zlozky

N B B Ny, Uk Ty n)) = 25 pre j =1,2,...,m

nazyvame vystupné funkcie daného dvojkového automatu. V pripade Moorovho auto-
matu buda vystupné funkcie iba funkciami premennych vy, ys, . .., Yk.

To znamenad, Ze spolu s kazdym dvojkovym automatom moZeme uvazovat o k-tici
budiacich funkcii a o m-tici vystupnych funkcii. Tieto funkcie s logické funkcie k +n pre-
mennych. Je zrejmé, ze fyzikdlnou realizaciou dvojkového automatu bude logicky obvod,
alebo presnejsie logicky sekvenény obvod. Tento obvod nebudeme moct reprezentovat
pomocou obycajnej kombinacnej logickej siete, ale pomocou tzv. sekvencnej logickej
stete. Kombina¢né siete priradime iba budiacim a vystupnym funkciam, avsak vstupné
premenné yi, Yo, . . ., yr tychto logickych sieti (teda stavové premenné daného dvojkového
automatu) musia byt generované v inej Casti, v ktorej sa budi uchovavat z predché-
dzajtceho taktu. Tato dast sekvencnej logickej siete sa bude nazyvat pamdtovd cast.
V najjednoduchsom pripade, ked pamiitova Cast vytvara len jednoduché oneskorenie o
jeden takt (teda je napr. zostavend z tzv. D-preklapacich obvodov - pozri neskér), mo-
zeme schému sekvencnej logickej siete znézornif na obr. 2. Vstupné vrcholy paméifove;
¢asti buda priradené hodnotam Y7, Ys, ..., Yy budiacich funkcii. Vystupné vrcholy pamé-
tovej Casti budi ohodnotené hodnotami stavov yi,ys, ..., Yk, ktoré sa v pamitovej Casti
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uchovavaju z predoslého taktu. Toto ohodnotenie mdZzeme v ¢asovej interpretécii vyjadrit
takto: Y;(t) = y;(t +1) prei =1,2,... k.

X ——— > > Z
X, — | kombinacna Cast’ > Z,
X, ———— > > 2
iy
>V >
> » w o
g Y, pamatova cCast .
Yk —>
Y, _‘

OBR. 2. Schéma sekvencnej logickej siete (najjednoduchsi pripad)

Pamétova cast vo vSeobecnosti mdze mat zlozitejSie spravanie ako jednoduché onesko-
rovanie o jeden takt. Potom jej vstupné vrcholy nebudiu priradené hodnotam budiacich
funkcii Y3, ..., Y%, ale vstupnym funkcidm jednotlivych prekldépacich obvodov (pozri
neskor), z ktorych je zostavena. Samotné budiace funkcie sa potom generuju a do dalsieho
taktu uchovavaju prave v tychto preklapacich obvodoch.

Budovanie paméftovej casti ukdZeme postupne po definovani jej logickych ¢lenov (pre-
klapacich obvodov), z ktorych je zostavend. Podotknime, Ze sekvencna logicka siet sa od
kombinac¢nej logickej siete odlisuje hlavne pritomnostou sp#tnych vizieb. Dalsia odlignost
je nasledovna: hodnoty vystupnych premennych v sekvenénych logickych siefach zavisia
(na rozdiel od kombinac¢nych logickych sieti) nielen od vektora hodnét vstupnych premen-
nych v danom case, ale aj od postupnosti vstupnych vektorov v predchadzajicom case.
Preto sekvencénd logickd siet spracovava postupnosti (sekvencie) vstupnych vektorov.

2. Preklapacie obvody
A) SR - preklapaci obvod

Uvazujme o dvojkovom Moorovom automate A = (B, B2 B, 4, ), ktorého prechodova
funkcia je dand na obr. 3, ¢ast a) a vystupna funkcia na obr. 3, ¢ast b). Pritom vstupné

R
S
0[1]0]0 0
Qll 1] 1]o0]o0 Qll 1

a) b)
OBR. 3. Tabulky SR - prekldpacieho obvodu

premenné oznacujeme S, R a stavovi premennt znakom (). Vidime, Ze v tomto pripade ma
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vystupné funkcia hodnoty zhodné so stavmi, teda z = p(Q) = Q. Pre budiacu funkciu,
ktori v tomto pripade budeme oznacovat @), z Karnaughovej mapy na obr. 3, ¢ast a)
dostavame 6(Q, S, R) = Q' = QR+ SR = (Q + S)R. Navrhneme logickt siet patriacu k
tejto funkcii, ktort zostavime z ¢lenov NOR. Preto

Q=Q+S)R=Q+SR=(Q+S)+R.

Teda mé zmysel uvazovat o kombinacnej logickej sieti na obr. 4. Pri tomto zapojeni
sa budeme zaujimat o tie situacie, ked pri nezmenenych vstupnych hodnotach S, R sa od

S R 1

Q b——————————— D—Q'

OBR. 4. Ilustracia SR - preklapacieho obvodu

seba nebudi odliSovat hodnoty stavovych premennych Q a ()’, ¢ize o situécie, ked Q = @'.
Preto méa zmysel uvazovat o zapojeni na obr. 5. V tomto pripade uz nejde o kombina¢ni

S R 1

Q

D—

O

OBR. 5. Ilustracia SR - preklapacieho obvodu

logicku sief, ale o sekvenénu logicku siet. Vyznacuje sa pritomnostou spitnej vizby. Ak
ozna¢ime P = (Q + S), mdzeme tuto schému kreslit tak, ako to uvddzame na obr. 6. Pri
tomto zapojeni mé uz zmysel hovorit o nasledujicom stave, v ktorom sa siet ustéli, ako
bude zrejmé z dalSieho.

Z tabulky na obr. 3, ¢ast a) vyplyva, Ze novy stav @)’ sa rovna predoslému stavu @
(teda stav Q je stabilny) v troch pripadoch pre @ = 0 (tri nuly v prvom riadku tabulky) a

v dvoch pripadoch pre ) = 1 (dve jednotky v druhom riadku tabulky). Teraz vymenujeme

vSetky tieto pripady, pricom este uvadzame aj hodnoty P = (Q + S) a P’ = (Q' + 95).
1) S=0,R=0,Q=0=Q,P=1=P,

2) S=1,R=1,0Q=0=Q,P=0="P,
3) S=0,R=1,Q=0=Q,P=1="P,
4) S=0,R=0,Q=1=Q,P=0="P,

5 S=1,R=0Q=1=Q,P=0="P.

Teraz sa eSte budeme zaoberaf zvy$nymi troma situdciami , ktoré zodpovedaju jednej
jednotke v prvom riadku tabulky na obr. 3, ¢ast a) a dvom nuldm v druhom riadku tejto
tabulky.
V prvom pripade sa stav () = 0 meni na stav )’ = 1 a vo zvys$nych dvoch pripadoch sa
stav () = 1 meni na stav )’ = 0. Teda mame nasledujtce tri situécie:

6)S=1,R=0,Q =0,P =0.V tomto pripade pri pevnom S = 1 a R = 0 dostdvame
novy stav Q' = (Q + S)R=1a P = (Q'+ S) = 0. Pri nezmenenom vstupe (5, R) sa
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zapojenie dostava do situacie S =1, R =0,Q' = 1, P = 0, ¢o zodpoveda stabilnej situacii
5).

) 7)S=1,R=1,Q =1,P =0. V tomto pripade novy stav Q' = (Q+S)R=0a P =
(Q"+ S) = 0. Pri nezmenenom vstupe sa zapojenie dostava do situdcie S = 1, R = 1,
Q' =0, P' =0, ¢o zodpoveda stabilnej situécii 2).

8) S=0,R=1,Q=1,P=0. Novystav Q' = (Q+S)R=0a P = (Q +85) = 1.
Nové situdcia je S =0, R =1,Q" = 0, P’ = 1, ¢o zodpoveda stabilnej situacii 3).

S——- 1

——— @

OBR. 6. Ilustracia SR - preklapacieho obvodu

Vidime, Ze zapojenie na obr. 6 sa pri pevne zvolenych vstupnych hodnotach vzdy dostava
do stabilného stavu, ktory zodpoveda jednej z moznych situécii 1) - 5). Vzhladom k fy-
zikdlnym charakteristikdim SR - prekldpacieho obvodu dochédza k tomuto prechodu (pri
fyzikalnej realizacii) vzdy s istym ¢asovym oneskorenim.

Vsimnime si eSte jednu dolezitt vec. Okrem pripadov 2) a 7) vo vSetkych zvysnych pri-
padoch je P’ = Q. Pripady 2) a 7) zodpovedaju situacii, ked S = 1 a R = 1, ¢ize pri
ustélenej situacii (v stabilnom stave) bude P = @Q okrem pripadu, ked S = 1 a stcasne
R = 1. Podmienka komplementarnosti vystupov je jednym zo zakladnych znakov tzv.
preklapacich obvodov. Ak v schéme na obr. 6 nedovolime vyskyt vstupného vektora
(S,R) = (1,1), tito schému moZeme interpretovat takym spoésobom, ako to vidno na
obr. 7. Tto schému moZno povazovat za sekvenénu logicku sief, ktora reprezentuje sek-

Ss— 1

(o)
D

O
<l

OBR. 7. Ilustracia SR - preklapacieho obvodu

venc¢ny logicky obvod, ktory je fyzikalnou realizaciou netplne $pecifikovaného Moorovho
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dvojkového automatu, ktorého prechodova funkcia je dana tabulkou na obr. 8 (teda vstupy
R = S =1 st zakdzané). Vystupna funkcia tohto automatu je dand na obr. 3, ¢ast b).
Tento dvojkovy automat, jeho prislusnu logicku siet a aj jeho fyzikalnu realizaciu budeme

g R

Q1] 1| x1]0

OBR. 8. Tabulka prechodovej funkcie SR - preklapacieho obvodu

nazyvat SR - preklapact obvod. Na jeho logicku siet pouzivame Standardné oznacenie,
ktoré uvadzame na obr. 9.

Q
R b——

OBR. 9. SR - preklapaci obvod

Vsimnime si, ze SR - preklapaci obvod pri vstupe (S, R) = (0,0) zachovéava stav (a aj
vystup). Hovorime, ze ma paméitové spravanie. Pri (S, R) = (1,0) tento automat nasta-
vuje novy stav (a teda aj vystup) @ = 1. Pri (S, R) = (0, 1) nastavuje novy stav @ = 0,
¢ize S = 1 nastavuje novy stav () = 1 a R = 1 nastavuje novy stav () = 0. Toto sprava-
nie SR - preklapacieho obvodu symbolicky zaznamenavame na obr. 10, kde Pm znamena
pamitové spravanie.

R

Pm| 1 x | 0

OBR. 10. Symbolicky zapis tabulky SR - preklédpacieho obvodu

Zamedzenie vstupu (S, R) = (1, 1) mézeme urobit pomocou zapojenia, ktoré uvadzame
na obr. 11. Pri takomto zapojeni v pripade vstupnych vektorov (0, 0), (0,1), (1, 0) sa naozaj
tieto vektory dostavaji na vstup SR - preklapacieho obvodu. V pripade (S, R) = (1,1)
sa na vstup prekléapacieho obvodu dostava vektor (0,0), a teda preklapaci obvod zostava
v povodnom stave (mé pamifové spravanie).

Zamedzenie pristupu vektora (S, R) = (1,1) na vstup SR - prekldpacieho obvodu
modzeme robif aj pomocou programovacich prostriedkov pri generovani budiacej funkcie
SR - preklapacieho obvodu. Znamena to, ze vSetky mozné zmeny starého stavu SR -
preklapacieho obvodu @ na novy stav ) vieme vyrobit vhodnou volbou vektora (.S, R),
pri¢om nikdy nepotrebujeme (S, R) = (1,1). Bude to jasné z nasledujticeho. Ak pre stavy
SR - preklapacieho obvodu v zhode s oznacenim budiacich funkcii pouzijeme oznacenie



2. PREKLAPACIE OBVODY 125

S & T
S — @

R o—

R

OBR. 11. Ilustracia SR - preklapacieho obvodu

y= QaY = (@, zpodmienky Q' = (Q + S)R dostavame Y = (y + S)R. Tato rovnost
budeme analyzovat. Pytame sa, aké hodnoty vstupnych premennych S, R treba priviest
na vstup, aby sme zabezpecili vSetky mozné prechody y — Y. Uvazujme o dvoch moz-
nostiach.
e y =0, potom Y = SR. V takomto pripade je Y = 1 prave vtedy, ked S =1 a
R = 0. Dalej Y = 0 prave vtedy, ked bud S = 0 a R je Tubovolné (R = x), alebo
S =1a R =1 (tdto moznost je vSak zakdzana).
e y =1, potom Y = R. V tomto pripade je Y = 0, ked je R =1 a S je Iubovolné
(ale moznost S=R=1 je zakdzana, teda ostava S = 0 a R = 1). Y = 1 prave
vtedy, ked R =0 a S je Tubovolné (S = x).

Ak teraz analyzujeme uvedené moznosti, zaujima nas hlavne zmena starého stavu y
na novy stav Y (y — Y), ako uz bolo spomenuté. Tymito zmenami je vlastne budiaca
funkcia definovana. Prehlad zmien y — Y v zavislosti od hodnét S, R uvadzame v tabulke
2. V&imnime si, Ze v ziadnom riadku tabulky sa nevyskytuje moznost (S, R) = (1, 1), teda
nas predpoklad o zamedzeni pristupu tohto vektora na vstup SR - preklapacieho obvodu
je splneny.

TABULKA 2. Generovanie budiacej funkcie v SR - preklapacom obvode

y—Y | S| R
0—0]0]|x
0—1(110
1—-0]0|1
1—1|x|0

Tuato tabulku budeme pouzivat v konkrétnych prikladoch, ked pomocou SR - preklé-
pacich obvodov zostavime pamitova cast sekvencéného obvodu, ktory bude reprezentovat
fyzikalnu realizaciu daného dvojkového automatu.

B) D - preklapaci obvod

D - preklapact obvod nazyvame Moorov automat A = (B, B, B, ¢, 1), ktorého pre-
chodové funkcia je dana tabulkou na obr. 12. Vstupni premennd oznacujeme znakom
D, stavovil premennu znakom (). Tento automat méa op#f vystupy zhodné so stavmi.
Preto tabulka vystupnej funkcie je t4 istd ako pri SR - prekldpacom obvode na obr.
3, ¢ast b). Tak isto ako dany automat nazyvame aj prislusnt logicku sief a jej fyzikalnu
realizaciu. Pre budiacu funkciu tohto automatu dostavame Y = D. Tento vysledok ¢itame
z Karnaughovej mapy na obr. 12, pricom Y = @’. Tento automat uchovava (zapamitava
si) vstup D do nasledujtceho taktu vo forme stavu. Preto sa nazyva aj oneskorovaci ¢len.
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OBR. 12. Tabulka prechodovej funkcie D - preklapacieho obvodu

Ak pamitova cast sekvencnej logickej siete je zostavené zo samych oneskorovacich élenov,
potom schéma sekvencnej logickej siete na obr. 2 je presnd, ako uz bolo spomenuté skor.
Fyzikalnu realizaciu D - preklapacieho obvodu ziskame takto:

Q' =D=D+DQ=(D+Q)D=(D+Q)D.

Ak porovname tento vysledok s budiacou funkciou Q' = (S + Q)R v SR - preklapacom
obvode, vidime, Zze na vstup S v SR - preklapacom obvode sta¢i priviest D a na vstup
R hodnotu D. Toto zapojenie uvadzame na obr. 13. VSimnime si pritom, Ze je vylicena
moznost (S, R) = (1,1).

D S — @

b——{ R b—— @

OBR. 13. Sekvencné logicka siet patriaca k D - preklapaciemu obvodu

Pre sekvencnt logick sief D - preklapacieho obvodu pouzivame $tandardné oznacenie,
ktoré uvadzame na obr. 14

—— @

OBR. 14. D - preklapaci obvod

C) JK - preklapaci obvod

JK - preklapaci obvod nazyvame dvojkovy Moorov automat A = (B, B? B, 4, 1),
ktorého prechodovéa funkcia je dand pomocou tabulky na obr. 15.

V tomto automate oznacujeme vstupné premenné znakmi J,K a stavovi premenni
znakom (). Tento automat mé opit vystupy zhodné so stavmi, preto tabulka vystupne;
funkcie je zhodna s tabulkou na obr. 3, ¢ast b). Tak isto ako tento automat nazyvame aj
prislusni sekvenénu logicku siet a jej fyzikalnu realizaciu. JK - preklapaci obvod sa odlisuje
od SR - preklapacieho obvodu tym, Ze je povoleny aj vstupny vektor (J, K) = (1,1), pri
ktorom sa meni (prekladpa) stav @) z 0 na 1 a naopak. Hovorime, ze vtedy ma obvod
preklapacie spravanie. Spravanie JK - preklapacieho obvodu symbolicky uvadzame na
obr. 16, kde Pm znamend paméfové a Pk preklapacie spravanie.
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OBR. 15. Tabulka JK - preklapacieho obvodu
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OBR. 16. Symbolicky zapis tabulky JK - prekldpacieho obvodu

Pre budiacu funkciu Y = @’ dostavame Y = yK +4J, kde y = Q. Potom pre y = 0
jeY =Japrey=1jeY = K. Z toho vyplyva, ze:
e Ak y =0, tak Y = 1 prave vtedy, ked J =1 a K je lubovolné (piSeme K = X)
aY =0 prave vtedy, ked J =0 a K = x.
e Ak y =1, tak Y = 1 prave vtedy, ked K =0a J = x, a Y = 0 prave vtedy, ked
K=1aJ=x.
Z toho uz vyplyva konstrukcia tabulky, ktoré opisuje zmeny hodnot budiacej funkcie
Y zo starého stavu y vzhladom na mozné hodnoty vstupného vektora (J, K). Tieto zmeny
su opisané v tabulke 3.

TABULKA 3. Budiaca funkcia JK - preklapacieho obvodu

y—Y J K
0—1 1
— Y X
0—-0 | 0 X
1—1 _
— X 0 v
1—0 X 1
Zjednodusenn formu tejto tabulky uvddzame na obr. 17.
J K
Y | x
yl| x || Y

OBR. 17. Zjednodusena tabulka budiacej funkcie JK - preklapacieho obvodu

Budiaca funkcia JK - preklapacieho obvodu ma tvar Q' = QK + Q.J. Jednoduchymi
ipravami sa mozno presved¢it, ze plati aj Q' = (Q + QJ)KQ. Ak porovname tento
zépis budiacej funkcie s budiacou funkciou SR - prekldpacieho obvodu, ktord je Q' =
(Q + S)R, vidime, Ze budiacu funkciu JK - prekldpacieho obvodu mézeme realizovat
pomocou SR - preklapacieho obvodu, ak polozime S = QJ a R = K. V§imnime si, Ze
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OBR. 18. Sekvencné logicka siet patriaca k JK - prekldpaciemu obvodu

je pritom vylic¢end moznost (S, R) = (1,1). Teda jednu zo sekvenénych sieti patriacich
k JK - preklapaciemu obvodu mézeme navrhnif podla obr. 18. Standardné oznacenie pre
Tubovolnt logicku sief patriacu k JK - preklapaciemu obvodu je na obr. 19.

T
J @

— 1K b—— @

OBR. 19. JK - preklapaci obvod

D) T - preklapact obvod

T - preklapaci obvod je dvojkovy Moorov automat A = (B,B,B,d, 1), ktorého
prechodové funkcia je dand pomocou tabulky na obr. 20.

T

o | @
Q‘@O

OBR. 20. Prechodovéa funkcia T - preklapacieho obvodu

V tejto tabulke je vstupnd premenné oznacené znakom 7' a stavové premennd znakom
Q. T - preklapacim obvodom nazyvame aj prislusnt logicka sief a sekvencny logicky
obvod, ktory je fyzikalnou realizaciou daného dvojkového automatu. Predpokladame, zZe
vystup aj v tomto automate je zhodny so stavom. Preto tabulka vystupnej funkcie je dana
pomocou obr. 3, ¢ast b). Na obr. 20 mozZno vidiet, ze T - preklapaci obvod mé preklépacie
spravanie pre T'= 1 (preklapa stav @) z 0 na 1 a naopak) a paméifové spravanie pre 7' = 0
(pamiita si stav do dalsieho taktu). Toto spravanie T - prekldpacieho obvodu je symbolicky
znazornené na obr. 21, kde Pm oznacuje pamitové a Pk preklapacie spravanie.

Ak ozna¢ime Q' =Y a Q = vy, z tabulky prechodovej funkcie dostdvame Y = T +yT.
To znamen4, Ze pri y = 0 dostdvame Y = T a pri y = 1 dostavame ¥ = T (a teda
T =7Y). Teda ak y = 0, zmena y — Y nastane volbou 7' =Y, pre y = 1 zmena y — Y
nastane volbou 7' = Y. Toto generovanie budiacej funkcie Y s ohladom na zmeny y — Y
v zévislosti na vstupe 7' modzeme zndzornit pomocou obr. 22.
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OBR. 21. Symbolicky zapis tabulky T - prekldpacieho obvodu
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OBR. 22. Zjednodusend tabulka budiacej funkcie T - preklapacieho obvodu

Z UNDF budiacej funkcie (' odvodime tvar, ktory nam pomoze navrhnit jednu z moz-

nych sekvencénych logickych sieti patriacich k danému automatu. Z tabulky prechodovej
funkcie ¢itame:

Q=QT+QT=(QT+Q)QT+T)=(QT+Q)Q+T)T+T)) =
= (QT+Q)Q+T) = (QT +Q)QT.
Ak porovname ttito budiacu funkciu s budiacou funkciou Q' = (S + Q)R SR - prekla-

pacieho obvodu, vidime, Ze sta¢i polozit S = QT a R = QT, aby sme dostali realizaciu
budiacej funkcie @)’ pre T - preklapaci obvod. Z toho uz vyplyva nédvrh sekvencnej logicke;

e

s

OBR. 23. Sekvencné logické sief patriaca k T - preklapaciemu obvodu

siete patriacej k T - preklapaciemu obvodu, ktory uvadzame na obr. 23. VSimnime si, ze
opit je vylucend moznost (S, R) = (1,1). Pre Iubovolnt sekvenénu logicku siet patriacu
k T - preklapaciemu obvodu sa pouziva schematické oznacenie z obr. 24.

—IT T —Q

P—— @

OBR. 24. T - preklapaci obvod
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3. Synchrénne a asynchroéonne logické obvody

Na vstupoch a vystupoch logickych obvodov dostavame vzdy iba dve hodnoty, logick
nulu alebo logickt jednotku. Ci uz pri kombinaé¢nych, alebo sekvenénych obvodoch, uvazu-
jeme o jednotlivych vstupnych a vystupnych vektoroch, ktoré mozu postupne prichadzat
na vstup alebo vystup tohto obvodu. Preto na kazdom vstupe a aj vystupe logického
obvodu mozeme uvazovat o postupnosti logickych nil a jednotiek, ktoré logicky obvod
spractiva alebo generuje. V redlnych logickych obvodoch sa tato postupnost prejavuje ako
postupnost vyssich a nizsich hladin elektrického napiitia alebo pridu. Preto mé zmysel
uvazovat o funkcii, ktord nadobtda iba dve mozné hodnoty, 0 a 1. Pre jej jednoznacné
urcenie mozeme predpokladat, Ze v bodoch nespojitosti je spojité sprava. Teda neuvazu-
jeme o moznosti, aby funkcia iba v izolovanom bode mala hodnotu rovnajicu sa jednej a
na celom jeho okoli hodnotu rovnajicu sa nule a naopak. Takéto funkcie budeme nazyvat
impulzné funkcie. Graf takejto funkcie je na obr. 25.

A
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OBR. 25. Graf impulznej funkcie

V realnych zariadeniach prakticky nikdy nedochédza k okamzitému poklesu (vzostupu)
hladiny napétia z nizSej na vysSiu (z vysSSej na nizs$iu). Zariadenie spravidla potrebuje
isty ¢as na spojity prechod z jednej hladiny na druht. Preto realne ,impulzné“ funkcie,
ktoré mozeme sledovat na vstupnych vrcholoch logického obvodu, maja tvar, ktory je
znazorneny na obr. 26. Tento priebeh budeme idealizovane kreslit tak, ako je to na obr.
27, pricom stale plati dohoda o spojitosti impulznej funkcie sprava.

OBR. 26. Graf redlnej impulznej funkcie

Tu chceme opit pripomentut, Ze vstupy, stavy a vystupy logickych obvodov sa menia
v Casovych taktoch. Pri takto definovanej impulznej funkcii sa nam nuka diskrétny cas
(takty) ur¢if v bodoch, kde sa danéd funkcia meni bud z 0 na 1 alebo z hodnoty 1 na
hodnotu 0. Teda impulzné funkcia z obr. 27 predstavuje postupnost 101010. . ., pri¢om tieto
hodnoty sme namerali v bodoch ¢4, ts, t3, 14, t5, ts, . . . a vyuzili sme predpoklad, ze impulzna
funkcia je v kazdom bode spojita sprava. V budicnosti budeme body diskrétneho casu
t1,ta,t3, ... jednoducho oznacovat iba pomocou postupnosti 1,2,3,.... Ako vidime, pri
takomto nazerani na impulznt funkciu, t4 moéze predstavovat iba postupnost 101010...
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OBR. 27. Graf idealizovanej impulznej funkcie

alebo postupnost 010101.... V takomto pripade ndm robi problém generovat dva rovnaké
signaly za sebou. Tento nedostatok sa da odstranit dvoma spdsobmi.

(1) Pouzijeme generator ¢asovych impulzov, ¢o je v podstate opif impulzna funkcia,
ktora je periodicka a kazda peridda sa sklada iba z jedného intervalu, na ktorom
je dané funkcia rovnajica sa jednej (impulz) a z jedného intervalu, na ktorom
sa dand funkcia rovné nule (pauza). Budeme vyuzivat jedno velké zjednodusenie,
pri ktorom predpokladame, Ze interval, v ktorom dana funkcia nadobtda hod-
notu rovnajicu sa jednej, je velmi kratky (ide o generator ¢asovych impulzov s
kratkym vzorkovanim). Preto o hodnotach diskrétneho ¢asu budeme uvazovat
iba pri zmenach 0 na 1 (pozri obr. 28). Ak teraz z impulznej funkcie x = x(t)
chceme generovat postupnost zlozent z 0 a 1 (dvojkovi postupnost), staci po-
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OBR. 28. Generator ¢asovych impulzov

mocou suc¢inového ¢Elena spojit vstup = a generator ¢asovych impulzov h = h(t)
(obr. 29, ¢ast a)). Potom pri takomto spojeni generujeme na vystupe sucinového
¢lena v Case t = 1,2,3,... prislusni postupnost synchronizovanych signalov x,
(obr. 29, ¢ast b)). Logické obvody, v ktorych bud vstupné veli¢iny, alebo stavové
veli¢iny, alebo oboje st synchronizované pomocou generatora ¢asovych impulzov,
nazyvame synchronne logické obvody.

(2) V pripade, ze v logickom obvode uvazujeme o dvoch (a viacerych) impulzngch
funkciach vstupnych a stavovych premennych, mézeme za body diskrétneho ¢asu
zobraf vSetky body, v ktorych sa meni hociktora z uvazovanych impulznych fun-
kcii. (pozri obr. 30). Potom impulzné funkcia x z obr. 30 reprezentuje dvojkova
postupnost 0100110011... a impulzna funkcia y z toho istého obrazka dvojkovi
postupnost 1110011001... . Logické obvody, v ktorych je diskrétny ¢as urceny
zmenami vstupnych alebo stavovych veli¢in, nazyvame asynchronne logické
obvody.

Pri preklapacich obvodoch sme doteraz neuvazovali o synchronizacii ani vstupnych a
ani stavovych veli¢in. Pri nich sme teda uvazovali o asynchréonnej verzii. Spésob prace
SR - preklépacieho asynchrénneho logického obvodu potom mézeme znazornitf pomocou
obr. 31. Pritom predpokladame, Ze novy stav je nastaveny s istym oneskorenim 7, ktoré
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OBR. 29. Synchronizacia signalov
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OBR. 30. Diskrétny c¢as v asynchréonnych logickych obvodoch

je sposobené fyzikalnou podstatou SR - preklapacieho obvodu. Ak by sme chceli uvazovat
o synchronizacii vstupnych premennych S, R, tak by sme mohli uvazovat o zapojeni na
obr. 32. V takomto pripade je rezim prace tohto SR - preklapacieho obvodu znézorneny
na obr. 33. Pre synchrénne SR - preklapacie obvody (ktorych zapojenie je znazornené
napriklad na obr. 32) pouzivame Standardné oznacenie z obr. 34.

Podobne (ale v zna¢ne idealizovanej podobe) mézeme vytvorit synchrénne D -, JK - a
T - preklapacie obvody.

Néavrh sekvencnej logickej siete a schematické oznacenie synchrénneho D - preklapa-
cieho obvodu uvadzame na obr. 35, ¢ast a), b).
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OBR. 31. Rezim prace asynchréonneho SR - preklapacieho obvodu
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OBR. 32. Synchronizacia vstupnych premennych v SR - prekldpacom obvode

Néavrh sekvencnej logickej siete a schematické oznacenie synchrénneho JK - preklapa-
cieho obvodu je na obr. 36, ¢ast a), b).

Navrh sekvencnej logickej siete a schematické oznacenie synchrénneho T - preklapa-
cieho obvodu je na obr. 37, ¢ast a), b).

Pri nasich néavrhoch synchrénnych preklapacich obvodov sme bud uvazovali iba o naj-
jednoduchs$ich moznych zapojeniach alebo o zjednodusenych schémach. Ovela podrobne;j-
Sie a presnejsie sa ¢itatel moze o tejto problematike dozvediet v ucebnici [3]. Tu chceme
eSte poznamenat, ze D -, JK - a T - prekldpacie asynchrénne obvody majt iba teoreticky
vyznam. Existuju len ich synchronne realizacie.

4. Fyzikalna realizacia automatov

Pod fyzikalnou realizaciou automatu A rozumieme logicky obvod, ktory na kazda po-
stupnost vstupnych signélov reaguje rovnako ako pévodny automat A. Tento logicky obvod
budeme reprezentovat pomocou logickej siete. V dalsom bude tento postup upresneny.

Kvoli zrozumitelnosti dalsich ivah treba zopakovat nasledujice. Nech f : X — Y je
Tubovolné zobrazenie. Hovorime, ze f je injektivne (injekcia) préave vtedy, ked je prosté
(a to znamena, Ze roznym vzorom st priradené rozne obrazy). Dalej nech M je lubovolna
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OBR. 33. Rezim prace synchrénneho SR - preklapacieho obvodu
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OBR. 34. Synchrénny SR - preklapaci obvod
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OBR. 35. Synchrénny D - preklapaci obvod

mnozina a n € N je Tubovolné prirodzené ¢islo. Potom M™ oznacuje mnozinu M x M x
-+« X M - kartezidnsky sucin n képii mnoziny M.
Nech teraz A = (S, X, Z,0, \) je automat, kde

S={s1,...,sx}, X=A{x1,...,2,}, Z={z,...,2m}

Prvky mnozin S, X, Z zakédujeme pomocou prislusnych n-tic nil a jednotiek. Preto de-
finujeme injekcie (kédovacie funkcie) f : S — B% g: X — B,
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OBR. 36. Synchrénny JK - preklapaci obvod

a) b)
OBR. 37. Synchrénny T - preklapaci obvod

h : Z — B7, kde a, 3 a v st vhodné prirodzené ¢isla. Aby sme zarudili injektivnost
tychto funkcii, musime Ziadat, aby bolo splnené k < 2% n < 28 m < 27. Prvky mnozin
B®, B’ B” budeme nazjvat kédové slova. Ak chceme zaruéit, aby kédové slova neboli
zbytocne dlhé, uvedené nerovnosti moézeme doplnit takto:
20l o< P lapn<of 2l am <.
Potom definujeme automat Ag = (f(.5), 9(X),h(Z), B, AB), kde prechodovi funkciu

o : f(S) x g(X) — f(5) definujeme takto:

0B(f(s),g(x)) = f(t) préave vtedy, ked d(s,z) =t.
Pre vystupnua funkciu Ag : f(S) x g(X) — h(Z) ziadame, aby

AB(f(s),9(x)) = h(z) prave vtedy, ked A(s,z) = z,
Cize pre kazdé s € S a kazdé x € X je

f(t) = f(6(s,2)) = 0B(f(5), 9(x))

h(z) = h(A(s,2)) = As(f(s), ().
Preto automaty A a Ag st izomorfné. Automat Ag budeme nazyvat kédovy ekvivalent
automatu A.

Aj napriek tomu, ze f(S) C B, g(X) C B?,h(Z) C B?, automat Ap eSte nemusi
byt dvojkovy automat (niektoré z uvedenych inklizii mozu byt ostré), mozeme ho vsak
pokryt dvojkovym automatom Ag = (B“,Bﬁ,BV,gB, 5\]3,)7 ktory obsahuje automat Ag
ako svoj podautomat, a funkcie dg : B* x B — B® a g : B® x B — B” st [ubovolné
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rozsirenia funkcii 0 a Ag. V tomto pripade je automat Ag podautomatom automatu Ap
a automat Ag je izomorfny a automatom A, preto automat Ag pokryva automat A.

PRIKLAD 4.2. Nech automat A = ({p.q,r,s},{a,b,c,d},{z1,22},d,\) je dany pomo-
cou tabulky 4. Ndjdeme dvojkovy automat Ag,ktory dany automat pokryva.

TABULKA 4. Automat z prikladu 4.2

a b c d
p|p/a /1 plz /7
q/22 plz s/z sz
r|7/z p/m1 q/z /2
s|p/z1 q/za vz Sz

Riesenie. Budeme definovat prislusné kédovacie funkcie. Najprv definujme funkciu
f:{p,q,r, s} — B? takto:
f(p) = (0,0),f(Q) = (17())? f(?’) = (17 1)a f(S) = (07 1)-

Toto zakédovanie zvykneme symbolicky zapisovat do tabulky na obr. 38, ¢ast a). Kédo-
vaciu tabulku funkcie g : {a, b, c,d} — B? uvddzame na obr. 38, ¢ast b). Z nej vyplyva,Ze
g(a) = (0,0),9(b) = (0,1),9(c) = (1,0),9(d) = (1,1).

Podobne z obr. 38, ¢ast c) vidime, Ze kédovacia funkcia h : {z1, 22} — B je definovana

predpisom h(z1) = 0, h(ze) = 1.

Y2 T2
p | s a | b 21
Y1 q | r 1 c | d zZ || 29

a) b) ¢)

OBR. 38. Kdédovacie tabulky z prikladu 4.2

Po tomto zakédovani dostaneme dvojkovy automat Ag = (B? B? B,dp, A), ktory
je kédovym ekvivalentom automatu A, a zdroven je to dvojkovy automat, ktory pokryva
automat A, teda Ag = Ag. Prislusna prechodova a vystupna funkcia st v tabulke 5. Tato

TABULKA 5. Tabulka kédového ekvivalentu z prikladu 4.2

(y1,y2)\(x17x2) (0,00 (0,1) (1,00 (1,1)
(0,0) (0,0)/0 (1,0)/0 (0,0)/1 (1,1)/1
(1,0) (1,0)/1 (0,0)/1 (0,1)/0 (0,1)/0
(1,1) (1,1)/1 (0,0)/0 (1,0)/1 (1,1)/0
(0,1) (0,0)/0 (1,0)/1 (1,1)/0 (0,1)/1

tabulka pozostava z tabuliek dvoch budiacich funkcii Y7, Y5 a jednej vystupnej funkcie z.



4. FYZIKALNA REALIZACIA AUTOMATOV 137

Ich hodnoty st v tvare (Y1, Ys) /2. Ak teraz v tejto tabulke (tab. 5) presunieme druhy stipec
na posledné miesto, budeme mat v zahlavi zakddované vstupné slova v takom poradi, ktoré
je vhodné pre zapis do Karnaughovej mapy. Teraz bude jednoduché zostrojit Karnaughove
mapy pre funkcie Y7, Y5 a z. Uvadzame ich na obr. 39. Z nich potom dostavame

o= R N2
o [o [[1 [m] o fo][1]]o o [[T1]]o
1/Jofofo o |[1 [[1]]o Lo fo|1]
TN ] o M@ o |[1]]o 0 1]]o|o
w0 (L] o W w0 [LJff o nifofo |1 ]1]

a) Y b) Y, c) z

OBR. 39. Budiace a vystupné funkcie z prikladu 4.2

Y1 = y171%2 + 14271 + Y221%2 + Y102%2 + 17122,
Yo = y1y2T1Z2 + y1%221 + G1Y221 + 1122,
Z = 1Y2%1 + Y1921 + Y1Y222 + Y1YaTo.
|
PRIKLAD 4.3. Nech automat A = (S, X, Z,0,\) = ({~p, r, s}t {a,b,c}, {u,v,w}, o, \) je
dany pomocou tabulky 6. Najdeme dvojkovy automat Ag, ktory pokryva automat A.

Riesenie. Stavy, vstupy a vystupy zakddujeme pomocou kédovacich tabuliek na obr. 40,

TABULKA 6. Automat z prikladu 4.3

a b c

plp/u r/u s/v
r|p/u s/u s/w
s|s/u p/v r/w

¢ast a), b), ¢). Potom kédovy ekvivalent Ap automatu A je dany pomocou tabulky 7.

Y2 1) )

il r | s T b | ¢ 210 v | w

OBR. 40. Kdédovacie tabulky z prikladu 4.3

Tento automat este nie je dvojkovy automat, lebo mnoziny stavov, vstupov a vystupov
sa nerovnaji celému B2. Preto budeme uvaZovat o netplne Specifikovanom automate
Ag = (B2, B2, B2, 0g, Ag), ktory obsahuje automat Ag ako svoj podautomat. Tento ne-
uplne Specifikovany automat je dany pomocou tabulky 8.
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TABULKA 7. Tabulka kédového ekvivalentu Ag z prikladu 4.3

(0,0) (1,0) (1,1)
,0)1(0,0)/(0,0) (1,0)/(0,0) (1,1)/(1,0)
,0)1(0,0)/(0,0) (1,1)/(0,0) (1,1)/(1,1)
;1D 1 (1,1)/(0,0) (0,0)/(1,0) (1,0)/(1,1)

(Y1, 92) \(xl’xé) (0,0) (1,0) (1,1) (0,1)
(070) (O’O)/(OvO) (170)/(070) (171)/(170) (_’_)/(_7_>
(170) (0,0)/(0,0) (171)/(070) (171)/(171) (_7_)/(_7_)
(171) (1’1)/(0’0) (070)/(170) (170)/(1’1) (_’_)/(_7_)
(071) (_7_)/(_7_) (_’_)/(_7_) (_7_)/(_’_) (_7_)/(_7_)

V tabulke tohto automatu st dané hodnoty (Y1, Y2)/(z1, 22), kde Y1, Y5 st dve budiace
funkcie a z1, 29 predstavuji dvojicu vystupnych funkcii. Karnaughove mapy tychto fun-
kcii uvadzame na obr. 41. V tychto mapéach tie miesta, ktoré si oznacené znakom ,-“
(pomlcka), mozeme doplnit Tubovolnym spésobom a vzdy dostaneme dvojkovy automat,

x X2 x %
o |[T (11| - oot |-
o1 |l1]]- o (L ][] -
o o1 |7 7 T]o o[~
Ny ey
a) Y b) %,
x X2 x 2
oo |[1]- olo]ol|-
ool |- oo |[1]-
o [T (1] - Mo o |1 | -
N e ] '8 | el Al Il
c) z; d) z

OBR. 41. Karnaughove mapy prechodovych a vystupnych funkcii
z prikladu 4.3

ktory pokryva dany automat A. Toto doplnenie urobime tak, aby vysledné funkcie mali
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normalne disjunktivne formy s najmensim moznym poc¢tom pismen. Teda tie pomlcky,
ktoré budt zahrnuté v nejakej konfiguracii, budi nahradené jednotkami a zvy$né budu
nahradené nulami. Ktoré to konkrétne si, vidno z obr. 41. Pri takejto dohode dostavame:

Y1 = @y + o1 + Yol

Yo = Qoo + 119271 + Y271,
Z1 = T2 + Y2y,

Z2 = Yi1x2.

Tym je vSak uréeny dvojkovy automat Ap pokryvajici automat A, ktory sme podla
zadania hladali. [ |

Teraz kazdy automat vieme pokryt (podla vzoru predchadzajiceho prikladu) netplne
Specifikovanym dvojkovym automatom. Tento netplne Specifikovany dvojkovy automat
mozeme roznymi sposobmi doplnit na dvojkovy automat. Kvoli tspornosti je vhodné
vybrat ten z nich, ktorého budiace a vystupné funkcie st zapisané norméalnymi disjunk-
tivnymi formami v minimalnom moZnom tvare. Samozrejme, v zasade je mozné vybrat
Iubovolny z nich. Ako fyzikdlnu realizdciu priradime tomuto vybranému automatu lo-
gicky obvod, ktory budeme reprezentovat pomocou sekvencnej logickej siete. Jej zakladna
schému (zdoraznime, ze pre najjednoduchsi pripad), sme uviedli na obr. 2. Kombina¢nou
castou tejto siete je kombinacnéa logicka siet, ktort uz vieme zostrojovat. Pamitova cast
budeme zostrojovat pomocou preklédpacich obvodov, pricom kazdej budiacej funkcii Y;
odpoveda jeden preklapaci obvod, ktory tito funkciu generuje.

V pripade, ze fyzikalnu realizdciu budeme robit pomocou synchrénnych logickych ob-
vodov, body diskrétneho ¢asu nam urcuje generator ¢asovych impulzov. Hlavnym prob-
lémom je len ur¢if sirku impulzu a diZzku periédy, ktort generuje generator asovych
impulzov. Tieto problémy st podrobne riesené v préci [3].

V nasledujtcich dvoch prikladoch ukazeme navrh logickych sieti, ktoré reprezentuju
fyzikalne realizacie automatov z prikladov 4.2 a 4.3. Hoci to nie je zvykom, budeme
kazdt z budiacich funkcii generovat pomocou iného preklapacieho obvodu, aby sme na
tychto dvoch prikladoch mohli demonstrovat pouzitie vSetkych Styroch typov preklapacich
obvodov.

PRIKLAD 4.4. Navrhneme sekvenénu logicku siet, ktora reprezentuje fyzikalnu reali-
zéciu automatu Ag = Ag z prikladu 4.2, pri¢om budiacu funkciu Y; budeme generovaft
pomocou synchrénneho SR - preklapacieho obvodu a funkciu Y, pomocou synchrénneho
D - preklapacieho obvodu. Rozmiestnenie vrcholov a Struktiru paméitovej casti hladane;
sekvencnej logickej siete uvadzame na obr. 43.

Riesenie. VSimnime si, ze tato logickd siet mé komplikovanej$iu Struktiru ako na
obr. 2. Napriklad SR - preklapaci obvod generuje budiacu funkciu Y7, ale t4 na rozdiel
od obr. 2 nie je vstupnou funkciou tohoto obvodu. Obvod ma dve vstupné funkcie S a R,
ktoré budeme musiet urcit. Samotna funkcia Y] sa generuje az vo vnutri SR - preklapacieho
obvodu a do dalsieho taktu sa prenésa ako .

Teraz teda opiSeme vstupné funkcie (teda S, R a D) jednotlivych preklapacich obvodov
vzhladom na budiace funkcie, ktoré tieto preklapacie obvody maju generovat.

Uvazujme najprv o budiacej funkcii ;. Jej Karnaughova mapa (v dalSom kvoli struc-
nosti len tabulka) je na obr. 39, ¢ast a), na obr. 42, ¢ast a) ju opakujeme. V tejto tabulke
je pre nas dolezitd zmena starého stavu y; na novy stav Y7 v zavislosti od dal$ich premen-
nych ys, x1, x9. Ako uz bolo povedané, tato zmena sa ma realizovat v SR - prekldpacom



140 4. FYZIKALNA REALIZACIA AUTOMATOV

x X2 x 2 x 2
ofo]1]1 oo |1 [ x [x|o]o
1{o]ofo x|o]lofo o ([1 ] 1]t

Mlr i1 ]o I x |[x]] x| o o oo
LILO LT[0 ]1 Kl 0 |1_| 0 (L1 L{IX [0 ] x |0
a) ¥ b) S ¢c) R

OBR. 42. Funkcia Y7 a vstupné funkcie SR - preklapacieho obvodu
z prikladu 4.4

obvode. Aby této zmena prebiehala presne podla tabulky na obr. 42, ¢ast a), potrebujeme
vhodne urcit vstupné funkcie S a R SR - preklapacieho obvodu v zavislosti od vstupnych
premennych y1, Yo, 1, 2. Hodnoty tychto funkcii uvddzame na obr. 42, éast b), c). Tieto
tabulky st zatial neiplné, namiesto niektorych hodnét je znak x a tieto hodnoty dopl-
nime neskor. Pri zostavovani tychto tabuliek sme vychéadzali jednak z tabulky funkcie Y;
(obr. 42, ¢ast a)) a jednak z tabulky 2, ktorti sme uviedli pri definicii SR - preklapacieho
obvodu. Teraz tento postup opiseme.

Zacnime zostavenim tabulky pre funkciu S. Najprv uvazujme o zmene 0 — Y;. Z ta-
bulky 2 ¢itame, ze v tom pripade je S = Y. Preto prvy a Stvrty riadok z tabulky funkcie
Y] prepiseme do tabulky funkcie S. Pri zmene 1 — Y7 plati nasledujice. Ak Y; = 0, potom
S =0. Ak Y} = 1, potom S je lubovolné (piseme S = x). Toto vSetko sme opiit dostali
z tabulky 2. Preto v druhom a trefom riadku tabulky funkcie S ponechame vSetky nuly
z druhého a tretieho riadku tabulky Y; a jednotky nahradime znakom X, ¢o znamena, Ze
tieto miesta mozeme Tubovolne doplnit.

Podobne postupujeme pri pisani tabulky funkcie R.

a) Pri zmene 1 — Y] (druhy a treti riadok tabulky funkcie Y1) je R = Y;. Teda v druhom
a trefom riadku tabulky menime 0 na 1 a 1 na 0.

b) Pri zmene 0 — Y (prvy a Stvrty riadok tabulky funkcie Y7) ak Y3 = 1, potom R = 0.
Ak Y7 = 0, R je Tubovolné. To znamené, ze v prvom a Stvrtom riadku tabulky funkcie
Y] vSetky jednotky zamenime na hodnotu 0 a na miestach, kde bola 0, mozeme volif
Tubovolnt hodnotu, ¢ize piSeme x.

7 Karnaughovych map funkcii S, R ¢itame normélne disjunktivne formy tychto funkecii,
pricom sa usilujeme o ich minimalizaciu. Rozhodneme teda, ktoré znaky x nahradime
jednotkami a ktoré nulami, aby vyslednd norméalna disjunktivna forma mala najmensi
mozny pocet pismen. Z obr. 42, ¢ast b), ¢) vidno, ako tto volbu urobit. V tabulke funkcie
S nahradime jediny znak x jednotkou a ostatné nulami, v tabulke funkcie R vSetky znaky
x nahradime nulami. Potom dostavame

S = Y1Yae + 17172 + Y21 T2
R = y19271 + Y171 22.

Budiacu funkciu Y5 budeme generovat pomocou D - prekldpacieho obvodu. Nakolko
D - preklapaci obvod je oneskorovaci ¢len, situdcia je velmi jednoduché, lebo staci polozit

D =Y, = 127172 + Y1921 + Y1Yo01 + 2172
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OBR. 43. Zakladné vrcholy sekvencnej logickej siete z prikladu 4.4

(Pripometime na tomto mieste, Ze ak by celd pamifova cast logickej siete bola zostavena
len z D - preklapacich obvodov, potom by realizovala jednoduché oneskorenie o jeden takt
a v plnej miere by platila schéma 2.)

Napokon spomenme, Ze v tomto priklade je vystupnéa funkcia

Z = Y1Y2%1 + Y1Y2Z1 + Y1Y2T2 + Y1Y2T2.

Teraz uz len treba doplnit graf na obr. 43 pomocou funkcii S, R, D, z, ktorych normélne

disjunktivne formy sme prave uviedli. Prislusni sekvencéni logickt sief uvddzame na
obr. 44. |

PRIKLAD 4.5. Teraz navrhneme sekvencnu logicku siet, ktorad reprezentuje fyzikadlnu
realizéciu dvojkového automatu Ag z prikladu 4.3. Budiacu funkciu ¥; budeme generovat
pomocou synchrénneho JK - preklapacieho obvodu a funkciu Y, pomocou synchréonneho
T - preklapacieho obvodu. Zékladné vrcholy a Struktiru pamitovej casti tejto siete uva-
dzame na obr. 47.

Riesenie. Pri navrhovani vstupnych funkcii J a K JK - preklapacieho obvodu vyuzi-
jeme Karnaughovu mapu (v dalsom len tabulku) funkcie Y7 z obr. 41, ¢ast a). Pravda,
tam je uvedend este pred zéverenym doplnenim. Teraz na obr. 45, ¢ast a) uvddzame uz
doplnenti tabulku funkcie Y;. Dalej v nasom postupe vyuzijeme tabulku 3.

Z tabulky 3 vidiet, ze pri zmene 0 — Y] je J = Y7. Teda pri tvorbe tabulky funkcie J
treba z tabulky funkcie Y] prevziat cely prvy a stvrty riadok, pri ktorych nastédva zmena
0 — Y7. Pri zmene 1 — Y; mdze byt vstup J Iubovolny. Preto v druhom a tretom riadku
tabulky funkcie J piSeme x (pozri obr. 45, ¢ast b)). Teraz zostrojime tabulku funkcie K.
Pri zmene 1 — Y; je K = Y;. Preto pri navrhovani tabulky funkcie K v druhom a trefom
riadku tabulky funkcie Y; preklapame 0 na 1 a 1 na 0. Pri zmene 0 — Y7 je K = x. To
sa prejavi v prvom a v Stvrtom riadku tabulky funkcie K (pozri obr. 45, ¢ast c)).

Teraz kriziky v tabulkidch funkcii J, K na obr. 45, ¢ast b), ¢) nahradime nulami a
jednotkami tak, aby vysledné funkcie mali norméalne disjunktivne formy s najmensim



142 4. FYZIKALNA REALIZACIA AUTOMATOV

X y]_yz_

Y2 0 VN
&
¢
& —1
o z
[ 3 g ]
® &
® O
® &
¢
®
® &
®
Py
® & 1 )
? Py by q T 1
® &
® 1 -
® g 1
® & —cC o
® ®
[
® &
® o
¢
° & 1
T Yy
[ ? Q D
® g
‘ &
[y ? - b
& 1€
h

OBR. 44. Logicka siet z prikladu 4.4

moznym poctom pismen. Z obr. 45, ¢ast b), ¢) plynie, Ze rieSenim je
J=x1+22+ Y2
K = o013 + yYor1T5.

Funkciu Y5 budeme generovat pomocou T - preklapacieho obvodu, teda musime na-
vrhnit jeho vstupni funkciu 7. Pritom vyuzijeme doplnent tabulku funkcie Y3 z obr. 41,
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OBR. 45. Funkcia Y] a vstupné funkcie JK - preklapacieho obvodu
z prikladu 4.5

¢ast b) (uvddzame ju na obr. 46, ¢ast a)) a zjednodusent tabulku pre vstupna funkciu

x X2 x %2
010 1 1 010 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1
1 oo Mo 1] o
wlfv ]| wifofofofo
a) ¥, b) T

OBR. 46. Funkcia Y, a vstupna funkcia T - preklapacieho obvodu
z prikladu 4.5

T T - preklapacieho obvodu z obr. 22. Z tejto tabulky vyplyva, Ze pri zmene 0 — Y5 je
T = Y;. To znamend, Ze pri tvorbe tabulky funkcie T' prepisujeme prvy a druhy riadok
z tabulky funkcie Y5 (v tom pripade totiz tieto dva riadky zodpovedaji zmene 0 — Y3).
Pri zmene 1 — Y; je T = Y,. Preto treti a §tvrty riadok tabulky funkcie T ziskame tak,
7e v tretom a Stvrtom riadku tabulky funkcie Y5 preklopime 0 na 1 a 1 na 0. Tabulku
funkcie 7" uvddzame na obr. 46, ¢ast b).

Z tabulky funkcie T' potom dostévame

T = Yoxg + y127.
Spolu s vystupnymi funkciami
21 = To + Yoy
Z2 = Y122
uz dostavame vSetky hodnoty, aby sme mohli navrhntf prislugni sekvencnu logicku siet.

T4 je zostrojena na obr. 48. [ |

Pri fyzikalnej realizacii automatu pomocou asynchrénnych logickych obvodov nara-
zame na pomerne velké tazkosti. Tie spocivaji v tom, Ze reakcia asynchrénneho logického
obvodu nezalezi len na vstupnom vektore logického obvodu, ale aj na rezime prace tohto
obvodu. Podrobnejsie sa moze Citatel s touto problematikou zoznamit v praci [3]. My
sa budeme zaoberat iba dvomi spésobmi rezimu préce asynchrénneho logického obvodu,
pricom problémy, ktoré su s tym spojené, vylozime predovsetkym na prikladoch.
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OBR. 47. Zakladné vrcholy logickej siete z prikladu 4.5

A) Fundamentalny reZim prace asynchrénneho logického obvodu — Fun-
damentalny automat

Nejednoznacnosti pri ¢innosti asynchrénneho logického obvodu vznikaji najmé vtedy,
ked pri tomto obvode menime vstupné veli¢iny bez toho, aby stav tohto obvodu bol usté-
leny (stav sa nemenil). Asynchrénny logicky obvod budeme nazyvat fundamentalny,
ak pri kazdom pevnom rozlozeni logickych veli¢in na vstupoch tohto obvodu sa stav ob-
vodu po istom koneénom ¢ase ustéli a viac sa nemeni. Dalej budeme hovorit, Ze tento
fundamentalny logicky obvod pracuje vo fundamentalnom reZime, ak vstupny
vektor zmenime iba v tom pripade, ked sa uz obvod nachiddza v ustdlenom stave (stav sa
uZ nementi).

Nie vSetky automaty budeme moct fyzikdlne realizovat pomocou fundamentalneho
asynchrénneho logického obvodu. Tie automaty, ktoré sa daji pomocou tychto obvodov
fyzikalne realizovat, teraz blizsie opiSeme.

Nech A = (S5, X,Z,0,)\) je automat. Nech s € S a x € X. Budeme hovorit, ze stav
s je stabilng pri vstupe z, ak §(s,x) = s. Tato skuto¢nost sa v tabulke prechodovej
funkcie prejavi tak, ze v riadku patriacom stavu s a v stlpci patriacom vstupu z sa
nachadza stav s. Tento stav budeme v tabulke automatu vyznacovat rdmdcekom. Pre
jednoduchsie vyjadrovanie sa este dohodneme, zZe dvojicu (s, z) budeme nazyvat celkovy
stav automatu a budeme hovorit, Ze tento celkovy stav je stabilny, ak (s, z) = s.

Automat A = (S, X, Z, 5, \) sa bude daf realizovat pomocou fundamentalneho asyn-
chrénneho logického obvodu, ak bude mat taka vlastnost, Ze pri opakovanom nasadzovani
hociktorého vstupného pismena na vstup automatu sa v kone¢nom case dostane do sta-
bilného stavu. To je obsahom nasledujiicej definicie.

DEFINICIA 4.1. Automat A = (S, X, Z,§, \) nazyvame fundamentdalny alebo Huff-
mannov automat, ak pre kazdé s € S a kazdé x € X existuje n > 0 také, ze
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OBR. 48. logicka siet z prikladu 4.5

d(s,x™) = (s, 2"™!) (v tomto pripade z" oznacuje vstupné slovo xz ...z, v ktorom sa
nachadza n pismen x).

TABULKA 9. Tabulka automatu z prikladu 4.6

a bla b
P r |0 1
rip 10
S r |1l 1
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PRIKLAD 4.6. Nech A = (5, X,7,0,\) = ({p,r,s},{a,b},{0,1},0,\) je automat,
ktory je dany pomocou tabulky 9. Graf tohto automatu uvadzame na obr. 49. Teraz
ukazeme, ze dany automat je fundamentalny.

afo b/o

OBR. 49. Graf automatu z prikladu 4.6

Riesenie. Dost Tahko overime, Ze

d(p,a) = d(p,a?) = p,

o(p,b) = d(p,b?) =r,
3(7", a) = 5(7", a?) =p,
o(r,b) = 6(r,b%) =1,
o(

7 toho uz vyplyva, ze dany automat je fundamentalny. [ |

PRIKLAD 4.7. Automat A je dany grafom na obr. 50. Tento automat nie je fun-
damentalny, lebo d(p,0) = r a 6(r,0) = p. Je zrejmé, Ze v tomto pripade je vzdy
o(p,0") # o(p, 0"*1). u

/o /0
. 0/1 ‘
(D X

OBR. 50. Graf automatu z prikladu 4.7

Ak teda fundamentalny automat budeme fyzikdlne realizovat pomocou fundamen-
talneho asynchrénneho logického obvodu pracujiceho vo fundamentalnom rezime, tento
obvod pri pevnom vstupnom vektore méze prejst do stabilného stavu bud nepriamo cez
nestabilné stavy, alebo priamo.

Budeme sa zaoberat fyzikalnou realizaciou fundamentélnych dvojkovych automatov.
Pri asynchrénnej realizacii dvojkového automatu sa stretavame s tymto problémom. Stavy
tohto automatu st k-tice (y1,...,yx) € BF. Nech pri danom vstupnom vektore z =
(T1,- - 2n) je 0((yrs - k), ) = (n, -, k) & vektory (y1,...,uk), (J1,---,J) sa lisia
viac ako na jednom mieste. Nech napriklad y; # ¥; a y; # y;. Prechody y; — ¥; a
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y; — ¥; sa vo fyzikalnej realizacii tohto automatu sa nikdy neuskutoc¢nia stcasne, lebo
fyzikalne elementy, ktoré tieto prechody uskutoc¢nuji, nemaju tplne identické vlastnosti.
7 toho ddévodu sa logicky obvod na prechodny cas dostava do stavu, v ktorom uz je y; na-
hradené hodnotou g; a y; este nie je alebo naopak. V tomto pripade hovorime, Ze dochadza
k subehovému prechodu v mnozine stavov (k subehu). Ak ani jeden z uvazovanych
(prechodovych) stavov nie je stabilny, mozu sa eSte zvysné zlozky dostaf na pozadované
hodnoty. Ak vSak stav, v ktorom iba niektoré zlozky nadobudli vyzadované hodnoty, je pri
vstupe x stabilny, zvysné zlozky sa uz nedostant na pozadované hodnoty a stav logického
obvodu nebude zodpovedat stavu automatu, ktory je tymto obvodom realizovany. V ta-
komto pripade hovorime o kritickom subehu. Kritické sibehy je mozné odstranit bud
prechodom k inému dvojkovému automatu pomocou zmeny kédovacej funkcie mnoziny
stavov, alebo tzv. organizovanim nekritickych prechodov medzi stavmi. Pri organizovani
nekritickych prechodov viak zaplatime zvicSenou dlzkou kédovacich slov, a teda pridanim
budiacich funkcii. To ma za nésledok zvysenie poctu preklapacich obvodov, a teda zdra-
Zenie fyzikalnej realizacie. Problém stibehov a organizacie nekritickych prechodov medzi
stavmi ukazeme na priklade. Podrobnejsia zmienka o tejto problematike je v praci [3].

PRIKLAD 4.8. Uvazujme o prechodovej funkcii netplne Specifikovaného dvojkového
automatu, ktoréd je dana v tabulke 10.

Z tabulky prechodovej funkcie vyplyva, ze pri vstupe (0,0) nastava stbeh v stave
(0,0). Pri vstupe (1,0) k sibehu dochadza v stave (0, 1). Pri vstupe (1,1) stibeh nastava

TABULKA 10. Prechodovéa funkcia automatu z prikladu 4.8

(0,0) (1,0) (1,1) (0,1)
(0,0) | (1,1) |(0,0)| {(0,0)] (0,1)
(L,0)| (1,1) |(1,0) - (1,0)
(1,1) | |(L,1)| (1,0) (0,0) (1,0)
(0,1) [ |(0,1)| (1,0) (0,0) |(0,1)

v stave (1,1). Pri vstupe (0, 1) k sibehom nedochadza. Teraz jednotlivé stibehy budeme
analyzovat.

1. Pri vstupe (0,0) mame 6((0,0), (0,0)) = (1,1). Takze pri vstupe (0, 0), ak pocitame
s nekoordinovanym preklopenim stavu (0,0) na stav (1,1), automat sa moze (na pre-
chodny ¢as) dostat bud do stavu (0, 1) (ak sa skorej zmenila druha zlozka stavu) alebo do
stavu (1,0) (ak sa skor zmenila prva zlozka stavu). Pri pevnom vstupe (0, 0) sa stav (1,0)
zmeni na pozadovany stav, lebo §((1,0),(0,0)) = (1,1), avSak §((0,1),(0,0)) = (0,1).
Teda stav (0,1) je pri vstupe (0, 0) stabilny, a tak v pripade, Ze sa najskor zmenila druhd
zlozka stavu (0,0), pri pevnom vstupe (0,0) zostane automat v stabilnom stave (0,1),
ktory sa uz nezmeni na pozadovany stav. Teda tento stibeh je kriticky.

2. Kedze 0((0,1),(1,0)) = (1,0), dochadza pri vstupe (1,0) k sabehu (0,1) — (1,0).
Stav (0,1) moézeme zmenif na stav (1,0) bud cez stav (1,1), ktory pri pevnom vstupe
(1,0) sa zmeni na pozadovany stav (1,0), alebo cez stav (0,0), ktory je pri vstupe (1,0)
stabilny. Zas ide o kriticky stibeh. Pokial by §lo o Moorov automat a nas by zaujimal iba
vysledny riadiaci povel patriaci k stabilnému stavu (1,0), mohli by sme vyuzit fakt, ze
automat pri danom vstupe (1,0) prechddza do stavu (1,0) nielen zo stavu (0, 1) ale aj zo
stavu (1,1). Preto ak v definicii automatu zmenime hodnotu §((0, 1), (1,0)) = (1,0) na
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hodnotu §((0,1), (1,0)) = (1,1), uz k stibehu nedochadza a pri pevnom vstupe (1,0) sa
nakoniec zo stavu (0,1) dostaneme do stavu (1,0). V tomto pripade by sme totiz mali
5((0,1),(1,0)2) = §(5((0,1),(1,0)),(1,0)) = &((1,1),(1,0)) = (1,0). Takémuto postupu
sa hovori organizacia postupného prechodu medzi stavmi.

3. Pri vstupe (1,1) a stave (1,1) tiez nastava subeh, lebo 0((1,1),(1,1)) = (0,0).
V tomto pripade vSak staci nedefinovant hodnotu 6((1,0), (1, 1)) nahradif hodnotou (0, 0).
Potom pri vstupe (1, 1) sa vSetky stavy dostéavaja do stabilného stavu (0,0). V takomto
pripade hovorime o nekritickom sibehu. Nekritické sibehy spravidla nemusime odstra-
novat. |

PRIKLAD 4.9. Navrhneme fyzikalnu realizaciu netplne Specifikovaného Moorovho au-
tomatu, ktory je dany pomocou tabulky 11.

TABULKA 11. Automat z prikladu 4.9

a b ¢ d|p

pipl m = [pfju

si[s] — — plvw
t——pw

Riesenie. Stavy zakédujeme pomocou kdédovacej tabulky na obr. 51 ¢ast a). Touto
tabulkou je dand kédovacia funkcia f : {p,r,s,t} — B? kde f(p) = (0,0), f(r) = (0,1),
f(s) = (1,0), f(t) = (1,1). Na obr. 51 ¢ast b) je kédovacia tabulka vstupnej abecedy.
Tabulku prechodovej funkcie dvojkového automatu Ag, ktory pokryva dany automat,
uvadzame v tabulke 12. Z tejto tabulky vidime, ze k stibehu dochédza pri vstupe (0,0)
pri prechode zo stavu (0, 1) do stavu (1, 0), lebo d5((0,1), (0,0)) = (1,0). V tomto pripade
budeme pisat (0,0) : (0,1) — (1,0). Dalsi sttbeh ma tvar (0,1) : (1,1) — (0,0). Teraz
sa budeme zaoberaf otdzkou, ¢i tieto sibehy st kritické.

3 X5 3 %)
p r a d p r u w
N s t X b c N t s 21 v —
a) b) ¢) d)

OBR. 51. Kdédovacie tabulky z prikladu 4.9

Zaoberajme sa najprv subehom (0,1) : (1,1) — (0,0), ktory mé nasledujici priebeh.
Pri pevnom vstupe (0,1) sa v stave (1,1) bud najskér zmeni druhé zlozka a automat
sa dostane do stavu (1,0), ktory pri pevnom vstupe (0,1) prechaddza do pozadovaného
stavu (0,0), alebo sa v stave (1,1) najskor zmeni prva zlozka a automat sa dostane do
stavu (0,1). V tomto stave pri vstupe (0,1) nie je definovana dalsia ¢innost automatu.
Preto dodefinujeme hodnotu 65((0,1),(0,1)) = (0,0) a tym zabezpec¢ime prechod do
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TABULKA 12. Tabulka prechodovej funkcie automatu z prikladu 4.9

(0,0) (1,0) (1,1) (0,1)
(0,0) [|(0,0)] (0,1) - (0,0)
(0,1) | (1,0) |(0,1)] (1,1) —
(1,0) | |(1,0) - - (0,0
(1,1) - - (1,1)| (0,0)

pozadovaného stavu. Tento stbeh nie je kriticky. Uvedeny postup budeme znézortiovat

takto:
(03 1) S~
/ T~~a

V tomto diagrame ¢iarkovana Sipka oznacuje, ze v dvojkovom automate sme dodefinovali
pri vstupe (0, 1) prechod zo stavu (0, 1) do stavu (0, 0).
Teraz sledujme druhy stbeh (0,0) : (0,1) — (1,0), ktory ma tento priebeh:

(0,0)
_ :D/v o
\ (1, l) -

Vidime, Ze zo stavu (1, 1) mdzeme pri vstupe (0, 0) dodefinovat prechod do pozadovaného
stavu (1,0). Ale stav (0,0) je pri vstupe (0,0) stabilny. Pri pevnom vstupe (0,0) sa
automat zo stavu (0,0) uz nedostane, ¢ize nemame zabezbeceny pozadovany prechod do
stavu (1,0). Preto je tento sibeh kriticky.

Tento kriticky sibeh moéZeme este odstranif tym, Ze zmenime kédovanie mnoziny sta-
vov. Treba si uvedomif, Ze v dvojkovom automate, ktory pokryva dany automat, sibehy
nastavaju prave vtedy, ked v povodnom automate existuje prechod medzi stavmi, ktoré
sa nachddzaju na uhlopriecke kédovacej tabulky. Tieto existujice prechody sme v kd-
dovacej tabulke na obr. 51, ¢ast a) vyznadili Sipkami. Pritom prechod r — s viedol
pri danom kdde ku kritickému stbehu (0,1) — (1,0). Aby sme tento stbeh odstra-
nili, musia sa stavy r, s v kédovacej tabulke nachadzat vedla seba. PouZijeme kédovanie
mnoziny stavov pomocou kédovacej tabulky na obr. 51, ¢ast c¢) (systematicky postup
pre volbu jednotlivych kédovacich funkcii mnoZiny stavov je uvedeny v praci [3]). Tejto
kédovacej tabulke bude zodpovedat novy dvojkovy automat, ktory pokryva povodny au-
tomat. V tomto dvojkovom automate ponechame pévodné zakédovanie vstupnej abecedy.
Vidime, ze stibehy, ktoré sa vyskytovali v predchadzajicom dvojkovom automate, sme
odstranili, ale objavili sa nové, pretoze d(s,d) = p, d(r,c) = t a dvojice stavov s,p a r,t
sa nachadzaju na uhloprieckach novej kédovacej tabulky. Preto sme prechody s — p a
r — t vyznadili v kédovacej tabulke na obr. 51, ¢ast c¢). Tymto prechodom v kédovom
ekvivalente zodpovedaju stibehy:

0,1):(1,1) (0, 0)

(0,0):(0,1)

(0,1):(1,1) — (0,0) (d: s — p v povodnom automate),

1,1):(0,1) — (1,0)  (¢:7r — t v povodnom automate).
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Tieto sibehy maju tento priebeh:

0, 1)
/ 7 \
0, 1): (1, 1) \ A 0,0)
d - p
’ (1.0) -
r
0,0) <
/ P a
(1,1): (0, 1) A (1,0
. ‘
C r \(1,1)//

s
Vidime, ze mame moznost dodefinovat tri prechody medzi stavmi tak, aby ani jeden zo
stubehov nebol kriticky. V tabulke 13 uvddzame hodnoty prechodovej a vystupnej fun-

kcie dvojkového automatu, ktory sme ziskali z povodného automatu pomocou kédovacich

TABULKA 13. Tabulka automatu z prikladu 4.9

(yb?h)\(xl’@) (0,0) (1,0) (1,1)  (0,1) | (z1,22)

p..(0,0) | (00 (01 |[@o] ©.0) | (00

.01 | @y 01 @0 |[00)]] 00
s, | @) (=) [l ©0 | (1,0
t...(l,()) (_7_) (_7_) (170) (OaO) (0’1)

funkcii, ktoré st dané kédovacimi tabulkami na obr. 51, ¢ast b), ¢), d). V tabulke precho-
dovej funkcie sme dvojitym ramcekom vyznacili hodnoty, ktoré sme dodefinovali tak, aby
stubehy neboli kritické. Tato tabulka predstavuje tabulku dvoch budiacich funkcii Y7, Y5 a
dvoch vystupnych funkcii 21, 2. Na miestach s pomlckami mame teraz moznost dodefino-
vat tabulky Tubovolnym spésobom a vzdy dostaneme automat, ktory obsahuje podauto-
mat imitujici ¢innost povodného netplne $pecifikovaného automatu. Toto dodefinovanie
urobime len ndhodnym spdsobom, pricom davame pozor, aby sa pri tomto dodefinovani
nevyskytli nové stibehy. Teda definujme ég((1,1),(1,0)) = (0, 1), 08((1,0), (0,0)) = (0,0),
0((1,0),(1,0)) = (1,1). Tabulky funkcii Y;,Y2 uz s uvedenym dodefinovanim st na

obr. 52, ¢ast a), b). Tabulky vystupnych funkcii 2y, z; uvaddzame na obr. 52, cast c),
d). DVOJkovy automat budeme realizovat pomocou asynchrénnych preklédpacich obvodov.

Pre dve budiace funkcie Y7, Y5 budeme potrebovat dva SR - preklapacie obvody. Vstupné
funkcie SR - prekldpacieho obvodu, ktory bude generovat budiacu funkciu Y7, oznac¢ime
S1 a Ry, a toho, ktory bude generovaf budiacu funkciu Y5, oznacime S, a R,. Tabulky
funkcii S1, Ry a Sy, Ry dostaneme z tabuliek funkcii Y] a Y5 uz znamym spésobom.
Uvadzame ich na obr. 53. Z Karnaughovych map na tomto obrazku ¢itame:
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Y2
T 2 Ty o 21 0 0
yr|| 0| 1
Y:: 0 0 1|0 Y, : 0 1 010
Y1 1 0 1 0 Y1 1 1 0 0 c)
1 0 1 0 1 1 0 0 Y2
Yo 0 1 1 0 Yo 0 1 0 0 2 0 0
a) b) Y1 1 0
d)

OBR. 52. Tabulky budiacich a vystupnych funkcii z prikladu 4.9

xl x2 xl x2
olol|[1]lo x| x|o |l
11lo [l11lo 0 |7| 0 ||x

L o [ ffo | 2l o [[1]fo |1
Wi 0 * [LxJ)o Y, |1 0 L]

a) S, b) R,

)Cl X2 xl x2
ol[1]lo]o < 1o |[x [«
X x|l 0 0 010 1 1

Y < {1l oo Mo loll1 |1
%l 0 1]]0 |0 Bl < [0 [lx ] x
¢ S, d) R,

OBR. 53. Tabulky vstupnych funkcii SR - preklapacich obvodov
z prikladu 4.9

S| = Y271 T2 + T179, Ry =YyZ1 + Y2117 + T179,

Sy = 217, Ry = xs.

Pre vystupné funkcie z;, 2o z obr. 53 ¢itame:

21 = Y1Y2,

22 = Y1Ys-
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Prislusni logick sief uvadzame na obr. 54. |
X Y2
xl y2
— &
@ g
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o & 4,—
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OBR. 54. Logické siet patriaca k automatu z prikladu 4.9

Na zéver tohto prikladu chceme podotknit, Ze pri fyzikalnej realizécii fundamental-
neho automatu neuvazujeme o dvojkovom automate, ktory pokryva dany automat, ale len
o automate, ktory imituje ¢innost daného automatu v tom zmysle, Ze pri pevnom vstupe
a danom stave sa dvojkovy automat dostava do stabilného stavu,ktory zodpoveda stabil-
nému stavu povodného automatu, a v tomto stabilnom stave vydava dvojkovy automat
stabilny vystup, ktory zodpoveda stabilnému vystupu pévodného automatu. Nestabilné
medzistavy a k nim patriace vystupy nas nezaujimaju. V takomto zmysle pracuje aj zod-
povedajuci logicky obvod, ktory je fyzikalnou realiziaciou daného dvojkového automatu.
Dalej si treba uvedomit, Ze kone¢ny automat je dost nedokonalym modelom spravania sa
asynchrénneho sekvencéného logického obvodu. Navrhnuty model treba eSte podrobit do-
kladnej analyze a navrhnut sposob jeho ¢innosti. To vSak nie je obsahom nasho predmetu.

PRIKLAD 4.10. Teraz navrhneme fyzikalnu realizaciu Moorovho automatu, ktory je
dany tabulkou 14.

Riesenie. Najprv si vSimnime, aké st moznosti pre kédovanie stavov tohto automatu
pomocou kédovacich slov z B2 Treba si uvedomit, %e kédy dvoch stavov, ktoré leZia
v tom istom riadku alebo stipci kédovacej tabulky sa lisia iba na jednom mieste. Preto
medzi tymito stavmi nedochadza k sibehu. Pri skimani stibehov, preto staci uvazovat o
takychto rozloZzeniach stavov v kédovacich tabulkach:
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TABULKA 14. Automat z prikladu 4.10

b Iz

Q [Q] = [&]]s

o] & 5

o] = o [ |s

- = GE |~
o

O Q T =

Y2
A | D
(1) A je v uhlopriecke s B, a teda C' je v uhlopriecke s D, napr. ,
n C | B
Y2
. : : . A|D
(2) A je v uhlopriecke s C, a teda B je v uhlopriecke s D, napr. ,
n B |C
Y2
. . . . AlC
(3) A je v uhlopriecke s D, a teda B je v uhlopriecke s C, napr.
wi| B |D

V prvom pripade v kédovom ekvivalente dochadza k stbehu pri prechode medzi
stavmi, ktory zodpoveda prechodu b : A — B. Tento stubeh prebieha takto:

/(1,0) (0, 1)
. 0)\ p— 0D

(0, 1) (0, 1)

Stav D je pri vstupe b stabilny
V druhom pripade dochadza v dvojkovom ekvivalente k stibehu pri prechode medzi
stavmi, ktory zodpoveda prechodu ¢ : B — D. Tento stibeh prebieha takto:

/(00) 0, 0)
(10)\ o Q

(1, 1) (0, 0)
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Stav A je pri vstupe c stabilny. Preto sa automat opét nedostane do pozadovaného stavu.
Opit dostavame kriticky sibeh a zvy$né sibehy uz nemusime vySetrovat.

V trefom pripade v dvojkovom automate dostdvame sibeh napriklad pri prechode
medzi stavmi, ktory zodpoveda prechodu d : C' — B. Tento prechod ma takyto priebeh:

A —> 4

0.0 (0, 0)
d: C
OO 5 sy D

(1, 1) (0, 0)

7Z toho vidime, Ze opiit dostavame kriticky stbeh.

Treba si uvedomit, ze uvedené tri moznosti vzhladom na vySetrovanie sibehov pred-
stavuji v podstate vSetky moznosti pre kédovanie mnoziny stavov pomocou dvojic nul
a jednotiek. Zvy$né moznosti by viedli len k vymene riadkov v schémach, ktoré opisuju
subehy. To znamena, ze kodovanie stavov pomocou dvojic vedie v tomto priklade vzdy
ku kritickym stibehom. Preto budeme stavy kédovat pomocou trojic, pricom budeme
organizovat bezsibehové prechody medzi stavmi. To znamené, Ze zostrojime dvojkovy
automat, ktory bude mat 8 stavov. Tento automat bude netiplne $pecifikovany. Preto bu-
deme moct organizovat bezsibehové prechody do stabilného stavu cez nestabilné stavy a
potom navrhneme fyzikalnu realizaciu takéhoto automatu.

Ked kédujeme stavy pomocou trojic, sibehy nastavaju pri prechodoch zo stavu do
stavu, pri ktorych sa menia asponn dve kédovacie miesta. Vzajomni polohu niektorych
takych stavov, medzi ktorymi dochadza k stbehu, v kédovacej tabulke sme symbolicky
vyznacili na obr. 55. V nasom priklade st vSetky mozné prechody medzi stavmi tieto:

Y, i
o
2 N \/ ~

OBR. 55. Subehy pri prechodoch medzi stavmi

A—B B—AB—DC—DC—AC—B D—CC,D— A
Pretoze medzi tymito prechodmi sa vyskytuja aj dvojice prechodov A — B, B — A a
C — D, D — C, je vhodné zakddovat stavy tak, aby sa stavy A, B a C, D nachadzali
v kédovacej tabulke vedla seba. V nasom priklade za¢neme s navrhom kddovania stavov
pomocou kédovacej tabulky na obr. 56. Vidime, Ze pri tomto kédovani budi prechody
b:A— B,a: B —Ab:C — D,a:D — C,c: B — D, bezstibehové.
Avsak pri tomto kéde v kédovom ekvivalente k sibehom veda prechody: ¢ : C' — A,
d:C — B,d: D — A. Preto treba tieto prechody zorganizovat cez nové stavy, ktoré
pridame k stavom pévodného automatu.

Najprv budeme organizovat prechod ¢ : C — A. K danému automatu pridame stavy
E, F, ktoré zakédujeme pomocou tabulky na obr. 57, ¢ast a). Potom musime ziadat, aby
sa pri pevnom vstupe ¢ uskutocnil prechod ¢ : C — E — F — A. V rozsirenom
automate tento prechod pre prechodovi funkciu predstavuje podmienku: §(C,c) = E,

I(E,c)=F,o(F,c)=A.
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Y3
Y2

A | B
U1 DC

OBR. 56. Kdédovacia tabulka mnoziny stavov z prikladu 4.10

Y Y Y
v, 3 v, 3 ¥, 3
—>» A | B F+—> A | B G,| F +A B
a) b) c)

OBR. 57. Organizacia bezsubehovych prechodov medzi stavmi v priklade 4.10

Dalej budeme organizovat prechod d : C' — B. Pre tento prechod staé¢i pridat jeden
stav G, ktory zakédujeme pomocou kédovacej tabulky na obr. 57, ¢ast b). Potom budeme
ziadat, aby sa pri pevnom vstupe d uskuto¢nil prechod d : C — G — B. V roz§irenom
automate ziadame, aby 6(C,d) = G, §(G,d) = B.

Prechod d : D — A zorganizujeme pridanim stavu H, ktory zakédujeme pomocou
tabulky na obr. 57, ¢ast c). Ziadame teda, aby sa pri pevnom vstupe d uskutoé¢nil prechod
d: D — H — A. To znameni, ze ziadame, aby §(D,d) = H, §(H,d) = A.

Pre vystupni funkciu budeme ziadaf, aby pridané stavy davali ten isty vystup, ako
dava stav, do ktorého sprostredkuji prechod. V nasom pripade ziadame, aby u(E) =
u(F) = p(A) =1, w(G) = w(B) = 0 a u(H) = u(A) = 1. Takto doplneny neuplny
Specifikovany automat uvadzame v tabulke 15.

TABULKA 15. Netplne $pecifikovany automat z prikladu 4.10

a
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Stavy tohto automatu uz mame zakédované pomocou tabulky na obr. 57, ¢ast ¢). Vy-
stupy kédovat nemusime a vstupni abecedu zakédujeme pomocou kédovacej tabulky na
obr. 58. Teraz uz mozeme opisat kédovy ekvivalent tohto automatu. Tento opis je dany
pomocou tabulky 16. Na obr. 59 uvddzame tabulku budiacich funkcii Y7, Y5, Y5 tplne

X2

a d

1 b c

OBR. 58. Kdédovacia tabulka vstupnej abecedy z prikladu 4.10

Specifikovaného dvojkového automatu, na ktory sme doplnili automat z tabulky 16. Pri
dopliiani sme prihliadali iba na ten fakt, aby pri doplnenych prechodoch medzi stavmi ne-

TABULKA 16. Kdédovy ekvivalent z prikladu 4.10

9(a) = (0,0) | g(b) = (1,0) | g(¢) = (1,1) | g(d) = (0,1) | pn
£(4) =(0,0,0) | (0,0,0) (0,1,0) 0,0,0) (0,0,0) | 1
fH)=(1,0,0)| (———) | (0,1,0) 0,0,0) (0,0,0) | 1
f(D)=(1,1,0) | (1,1,1) (1,1,0) (1,1,0) (1,0,0) | 0
f(B)=(0,1,1) | (0,1,0) (0,0,0) (0,1,0) (0,1,0) | 0
(@) =ML10) | (===) | (===) | (==7) (0,1,0) |0
f(O)=(1,1,1) | (1,1,1) (1,1,0) (1,0,1) 0,1,1) | 1
fBE)=1,01) | (===) | (===) | 001 | (==-) |1
fE)=(0,01) 1 (===) | (===) | 000 | (=—-) |1

dochadzalo k sibehom. Tabulku vystupnej funkcie z = p(y1, y2, y3) uvddzame na obr. 60.

Budiace funkcie daného dvojkového automatu budeme generovat pomocou SR - pre-
klapacich obvodov. Vstupné funkcie SR - preklapacieho obvodu, ktory generuje budiacu
funkciu Y;, sme oznadili S; a R; pre i = 1,2, 3. Ich tabulky, ktoré sme ziskali uz znamym
sposobom, uvadzame na obr. 61. Z Karnaughovych map pre vstupné funkcie Sy, Ry, s,
Ry, S3, R3 a pre vystupnu funkciu z ¢itame:

S1 = Y2Y3T172, Ry = ya + y3T172,

Sz = Y1 Ya¥321 T2, Ry = §142YsT1T2 + 11Y3T102 + Y1321 %2,
S3 = Y142Y3T1T2, Ry =7y + 122172,

Z =Yzt Y1ys.

Prislusni logickt sief reprezentujicu fyzikalnu realizdciu daného dvojkového automatu
uvadzame na obr. 62. Ak logicky obvod patriaci k nakreslenej logickej sieti bude pracovat
vo fundamentélnom rezime, bude imitovat ¢innost povodného automatu. [ |
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(0,0,0) | (0,1,0) | (0,0,0) | (0,0,0)

n (0,0,0) | (0,0,0) | (0,0,0) | (0,0,0)

(1,1,1) | (1,1,0) | (1,1,0) | (1,0,0)

y2| | (0,0,0) | (0,1,0) | (1,1,0) | (0,1,0)

(0,1,0) | (0,1,0) | (0,1,0) | (0,1,0)

(1,1,1) | (1,1,0) | (1,0,1) | (0,1,1)

n (0,0,1) | (0,0,1) | (0,0,1) | (0,0,1)

ys|| (0,0,0) | (0,0,0) | (0,0,0) | (0,0,0)
(Y1, Ys,Ys)

OBR. 59. Budiace funkcie 7 prikladu 4.10
g

oo ]

yl‘ Ll 0 Ejﬂ

z

OBR. 60. Tabulka vystupnej funkcie z prikladu 4.10

B) Impulzové asynchrénne sekvenéné logické obvody

V ¢asti A) sme ukéazali triedu fundamentalnych automatov, ktoré je mozné fyzikalne
realizovat pomocou fundamentéalnych asynchrénnych logickych obvodov pracujicich vo
fundamentalnom rezime. V tejto casti, najmé na prikladoch, ukazeme, Ze pri vhodne zvo-
lenom rezime prace niektorych sekvencénych logickych obvodov sa ¢innost tychto obvodov
dé opisat pomocou kone¢ného automatu. Ide o logické obvody, pri ktorych prechody me-
dzi stavmi mozu byt vyvolané vyznamnou zmenou hodnoty (bud z 0 na 1 alebo naopak,
popripade obe zmeny moézu byt vyznamné) pri Specifikovanych vstupnych, pripadne aj
stavovych premennych logického obvodu. Tieto Specifikované premenné sa nazyvaju ¢m-
pulzové premenné. Prechody medzi stavmi vSak vo vSeobecnosti zavisia aj od momen-
talnych hodndt ostatnych ,neimpulzovych® premennych. Tieto vstupné a stavové pre-
menné nazyvame hladinové premenné. Zmeny tychto premennych a aj nevyznamné
zmeny impulzovych premennych nemdzu vyvolat prechody medzi stavmi a neurcuji body
diskrétneho c¢asu. Body diskrétneho ¢asu st urc¢ované iba vyznamnymi zmenami impulzo-
vych premennych. Tieto vyznamné zmeny pri niektorych impulzovych premennych budu
zmeny z 0 na 1, vtedy hovorime, Ze bod diskrétneho ¢asu je urcéeny ¢elom impulzu. Ked
vyznamnou zmenou impulzovej premennej je zmena z 1 na 0, vtedy hovorime, ze bod
diskrétneho Casu je urceny tylom impulzu. Spravidla, pri kazdej impulzovej premennej je
iba jedna z tychto zmien vyznamnou. Je zrejmé, Ze modZeme uvazovat aj o impulzovych
premennych, pri ktorych obe tieto zmeny s vyznamné.
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OBR. 61. Vstupné funkcie SR - preklapacieho obvodu z prikladu 4.10

Pre ¢innost sekvenénych obvodov z uvedene;j triedy je délezité, aby okolie, ktoré gene-
ruje vstupné signaly a aj samotny logicky obvod, dodrzalo v priebehu ¢innosti isty rezim
prace. Nazyvame ho impulzovy reZim a da sa charakterizovat takto:

1) V kazdom bode diskrétneho ¢asu nastdva vyznamna zmena hodnoty iba pri jednej
impulzovej premenne;.

2) Pri vyznamnej zmene impulzovej hodnoty st hladinové premenné konstantné.

3) Vyznamna zmena hodnoty niektorej vstupnej impulzovej premennej sa objavi iba
vtedy, ked sa obvod nachédza v stabilnom stave (t.j. v takom stave, v ktorom
by obvod zotrval, keby nenastala ziadna vyznamné zmena hodnoty impulzove;j
premenne;j).
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OBR. 62. Logické sief patriaca k automatu z prikladu 4.10

Aby sa netrividlnym sposobom mohla splnit tretia podmienka impulzového rezimu, musi
mat sekvencny obvod tuto vlastnost: Po indikovani vyznamnej zmeny niektorej impulzovej
premennej alebo zostane v rovnakom stave ako bol, alebo s ur¢itym oneskorenim, ktoré je
dané fyzikalnymi vlastnostami obvodu, prejde do niektorého iného stavu. V tomto stave
zotrva najmenej do dalSej vyznamnej zmeny niektorej z impulzovych premennych.

Asynchrénne sekvenéné obvody, ktoré maju vyssie opisané vlastnosti, nazyvame tm-
pulzové (alebo hladinovo impulzové) logické obvody.

Pri impulzovych sekvenénych obvodoch sii najcastejsie za impulzové premenné zvolené
niektoré zo vstupnych premennych a vSetky stavové premenné maji hladinovy charakter.
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Specialnym pripadom takéhoto obvodu je synchrénny logicky obvod, v ktorom diskrétny
cas urcuje jedna impulzova vstupnd premenna.

V pripade, ze kazdej impulzovej premennej je priradend iba jedna vyznacna zmena
(bud ¢elo alebo tyl impulzu), d4 sa aj pri n vstupnych impulzovych premennych dany
impulzovy obvod opisat ako Mealyho alebo Moorov automat. V pripade, Ze dany obvod
ma eSte r hladinovych vstupnych premennych, bude treba pre kazdt z n impulzovych
premennych uvazovat o 2" moznostiach pre r hladinovych premennych (z impulzovych
premennych moéze mat vyznamni hodnotu vzdy iba jedna). Preto v takomto obvode
mozeme uvazovat o vstupnej abecede, ktord sa skladd z n2™ vstupnych vektorov, ¢ize
treba opisat ¢innost daného obvodu pri n moznych rozdeleniach vyznamnych hodnot pri
impulzovych premennych. V tomto pripade vlastne ide o zovSeobecnenie synchrénnych
logickych obvodov. Rozlozenie hodnét impulzovych premennych, pri vyznamnej zmene
jednej z nich, je zachytené v stavoch automatu.

V nasledujicom priklade sa budeme zaoberat impulzovym logickym obvodom, v kto-
rom vSetky vstupné premenné s impulzové a pri vSetkych impulzovych premennych je
kazda zmena (aj z 0 na 1 a aj z 1 na 0) vyznamna.

PrIKLAD 4.11. UvaZujme o logickom obvode, ktory je reprezentovany sekvencnou
logickou sietou na obr. 63. Budeme predpokladat, Ze tento obvod pracuje v impulzovom
rezime, pri¢om impulzové premenné st iba vstupné premenné a kazda zmena vstupne;j
premennej je vyznamna. Pretoze hladinové premenné sa v tomto pripade na vstupoch
nevyskytuju, a kazda zo vstupnych impulzovych premennych nadobida dve vyznamné

lp
A4 —9— —Ll z
|

B

OBR. 63. Logicka siet z prikladu 4.11

zmeny hodnot, automat, ktory bude opisovat ¢innost tohto obvodu, bude mat vstupnu
abecedu pozostavajicu zo Styroch pismen, ktoré zodpovedaji moznostiam: A sa zmeni na
1, A sa zmeni na 0, B sa zmeni na 1, B sa zmeni na 0. Tieto moznosti postupne oznac¢ime
takto:

a;=(A—1),a0=(A—0),by =(B—1),bp=(B—0.,)

Aby ¢innost toho obvodu mohla byt opisanid pomocou automatu, musia existovat jeho
stabilné stavy, Cize stavy, ktoré sa pri nezmenenom vstupe nemenia. Hodnoty vystupnej
funkcie tohto obvodu mézeme reprezentovat pomocou NDF v tvare Bz + AB. Je zrejmé,
7e dany obvod bude v stabilnom stave, prave vtedy, ked z = Bz + AB. Uvazujme teraz o
dvoch moznostiach.
a) Nech z = 0, potom nutne AB = 0. To je splnené prave v tychto pripadoch
(A=0,B=0),(A=0,B=1),(A=1,B=1).
b) Nech z = 1, potom 1 = B 4+ AB = B. Tito podmienka je splnend prave v
pripadoch (A=0,B=0), (A=1,B=0).
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OBR. 64. Graf automatu z prikladu 4.11

Vidime, Ze dany obvod mé pét stabilnych stavov, ktoré zodpovedaju trojiciam (A, B, z).
Tieto stavy oznac¢ime takto: s = (A =0,B =0,z = 0) = (0,0,0),s; = (0,1,0), so =
(1,1,0), s3 = (0,0,1), s, = (1,0,1).

Zvy$né tri stavy qo = (1,0,0), ¢ = (0,1,1), g2 = (1,1,1) st nestabilné. V prvom z
nich pri A = 1, B = 0,z = 0 dostdvame vystupnt hodnotu 0-0+1-0 = 1, a teda pri
pevnom vstupe A = 1, B = 0 logicky obvod prejde do stabilného stavu s4 = (1,0,1).
Pigeme ¢y = (1,0,0) — s, = (1,0,1). Podobne dostaneme ¢; = (0,1,1) — s; = (0,1,0) a
@ =(1,1,1) — ss = (1,1,0).

Ak za body diskrétneho ¢asu budeme povazovat iba body, v ktorych sa zmeni jedna
z impulzovych premennych, v stave so = (0,0,0) mdze prist iba ku zmene premennej
A z 0 na 1 alebo premennej B z 0 na 1. Podobnéa situacia je vo zvysnych stabilnych
stavoch. Vidime, Ze tento logicky obvod mozeme opisat ako netiplne Specifikovany Moorov
automat, ktorého vstupnu abecedu sme uz opisali na zaciatku, a vystup v kazdom stave
sa bude rovnat tretej zlozke tohto stavu. Graf tohto automatu je na obr. 64. V pripade
prechodu cez nestabilny stav sme tento stav v grafe na obr. 64 vyznacili pod prislusnou
hranou. Tabulku tohto netplne Specifikovaného automatu uvadzame v tabulke 17, cast
a). V tabulke 17, ¢ast b) sme tento automat tplne Specifikovali na zdklade toho, Ze dany
logicky obvod pri nezmenenom vstupe zostava v stabilnom stave. [ |
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TABULKA 17. Tabulky automatov z prikladu 4.11

ag ai b() b1
So| — S4 — 81 0
S1| — S92 S — 0
S92 | S1 — Sq4 — 0
S3| — S4 — 81 1
S4|1 83 — — S2 1

apg a; by by
S0 S4 s1 |0
S1 S2 Sp 0
Sa | S1 S4 0
S3 54 s1 |1
Sq | S3 Sy |1
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