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Povedali sme si, Zze booleovské funkcie definuju a formalizuju
kombinacné logické systémy. NauCme sa teda o B-funkciach €o

najviac.

Operacie

Definicia 1.4. (str.6)
Nech A # @ je mnozina, n € N*. Kazdé zobrazenie h: A" - A

nazyvame na mnozine A.

n =1 .... unarna operacia

N=2 ireeeannnn. operacia
neNt ... operacia
Priklad 1

+:R? - R je binarna operacia ,sucet",
: R? > R je binarna operacia ,sucin”.
Definicia 1.5.
Binarna operacia m: A2 - A sa nazyva
,akVa,b € :amb=
,akVa,b,c € :(amb)mc =

Prvok e € A sa vola binarnej operacie m na

mnozine 4, ak Vx € A: xme = emx = x.
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Definicia 1.6.

Nech su ®, A dve binarne operacie na mnozine A.

Hovorime, Ze , ak
Vx,y,ZEA: x® (Y Az)=(x®y)A(x ® z2)
a tiez

Vx,y,ZEA: x®(yAz)=(x®y) A (x® z).

Priklad 2

Su +, . komutativne na R? asociativne? A Co distributivnost™?
Definujme teraz ddlezité operacie na mnozine B.

Definicia 2.2.

nazyvame binarnu operaciu na mnozine B,

ktoru oznaCujeme + a definujeme takto:
0+0=0, 0+1=1, 1+0=1, 1+1=1.

nazyvame binarnu operaciu na mnozine B,

ktoru oznaCujeme -+ a definujeme takto:
0.0=0, 0.1=0, 1.0=0, 1.1=1.
Cayleyho muiltiplikacné tabulky

(alebo komplementom) nazyvame unarnu operaciu

na mnozine B, ktori oznaujeme  a definujeme takto:

0=11=0.



Poznamka 2.2.

Algebry, grupy, zvazy...
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Booleova algebra je mnozina B spolu s binarnymi operaciami

logicky sucet, logicky sucin a unarnou operaciou negacia.

Veta 2.2. (str.27)

Pre kazdé x,y,z € B plati (pozor na preklepy ©)

x+ty=y+x

x-y:y-x

komutativhe
zakony

x+y)+z=x+ (y + 2)

(x-y)z=x-(y2)

asociativne zakony

x+y)-z=(x-2)+-2)

xy+z=x+2)-(y+2)

distributivne zakony

de Morganove

zakony
X+ x =x X-x = x _zakony _
idempotentnosti
x + x=1 xox = 0 zakony ’ |
komplementarnosti
P zakon involucie
x+ (x-y) =x x-(x +y) = x zakony absorpcie
x4+ 0 = x x-1 = x zakony identity
x + 1 == 1 x-O = O

Zakon jednotkoveho scitovania

Zakon nulového nasobenia

Do6kazy niektorych zakonov.
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Veta 2.3.

Pre kazdeé x,y € B plati

x+y=1 & x-y=1 &
x+y=0 & x-y=0 &
Poznamka

» Nech je AcR anech je f:AXx A — A. Podla toho, na aké
vlastnosti f sa chceme zamerat, mézeme f povazovat za
binarnu operaciu alebo za funkciu dvoch premennych.

» B ={0,1} je podmnozinou R. Preto mbzeme kazdu
booleovsku funkciu dvoch premennych povazovat aj za
binarnu operaciu — ma teda zmysel uvazovat o tom, Ci je
komutativna, asociativna, ...

» Booleovské funkcie n premennych su n - arnymi

operaciami na B.

A booleovské funkcie mdézeme scitovat, nasobit, negovat.

Definicia 2.3.

Nech f,g : B™ = B su booleovské funkcie.

funkcii f, g nazyvame funkciu :B™ - B, kde

(f+g)(X1,...,Xn) = f(xll""xn) + g(xl""'xn);

funkcii f, g nazyvame funkciu : B™ - B, kde

(f - P s Xn) = f(X1 s %n) + G(X1y woes X))
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funkcie f nazyvame funkciu /: B" —» B, kde

f(xl,...,xn) = f(xq, ) Xy) .

Priklad 2.1. (modif)

flx,y,2) =xy +yz, g(x,y,z) =xz
su booleovské funkcie troch premennych. Aky je predpis

funkcii f+g, f-g, f?

Poznamka 2.3.

» Booleovu algebru by sme mohli definovat ako ubovolnu
mnozinu B, na ktorej su definované operacie +, =, tak,
ze su splneneé vlastnosti vety 2.2.

» Mnozina vSetkych B-funkcii n premennych FE, spolu
s prave definovanymi operaciami suctu, sucinu a negacie
je tiez Booleova algebra.

» V Kkazdej Booleovej algebre plati
Ak v pravdivom tvrdeni zmenime + na -, 0 na 1 a naopak,

dostaneme opat pravdivé tvrdenie.
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DU: Overte si, Ze je tento princip spineny vo vSetkych desiatich

vlastnostiach vety 2.2.

Definicia
f:B">Bag:B"—B (rovnakeé), prave
vtedy, ked
v(xy,...,x,) € B™
PiSeme f = g.
Poznamka

Aj v pripade, Ze prislusné predpisy (vyrazy) funkcii su rézne,

moze platit f = g.

Priklad

Zjednoduste zapis B-funkcie f(x,y,z,u) = xyzu + xyzu + xyzu

tak, aby v nom bol najmensi mozny pocCet (vyskyt) pismen.



Poznamka

2013 | 7
3.Logické systémy

Booleovsku funkciu mézeme definovat réznymi spdsobmi:

» vyrazom,

» stanovenim mnoziny jednotkovych/nulovych bodov,
» tabulkou,

» nejakou slovnou formulaciou,

» pomocou KLS,

» pomocou Karnaughovej mapy, ...

Definicia 2.6.

Nech f: B™ - B. Prvok (a4, ..., a,) € B™ sa hazyva

@k f(ay, ..., an)

>
>

@k f(ay, ..., an).

MnoZzinu vSetkych jednotkovych resp. nulovych bodov funkcie

f budeme oznacovat J(f) resp. N(f).

Veta 2.6. Nech su f, g B-funkcie n premennych. Potom plati

Dualny vztah

(1)

f=9 <J()=J@)

(2)

JGF+9) =](Hvig)

3)

J(f-9) =...

(4)

() =..
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Doékaz (str.31)

(1) Tvrdenie vyplyva z toho, Ze kazdy bod definicného oboru

booleovskej funkcie je bud’ jednotkovy alebo nulovy.
(2) Z vlastnosti
flxq, ) +g(xq, 0x) =1
S f(xy, e, xp) =1vglxy, ..., xy) =1
vyplyva J(f + g) = J(f) v J(g).
(3) Z vlastnosti
flxg, e, x) gy, ) =1
S flxy, e x0) = 1Ay, X)) =1
vyplyva J(f - g) = J(f) n J(9).
(4) Z vlastnosti
flxy,nx) =1 f(xg, .., x,) =0

vyplyva J(f) = N(f).

» Tvrdenia o nulovych bodoch sa dokazuju analogicky.

2013
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Priklad 2.7. (modif)

Najdite J(f) a N(f) funkcie f(x,y,z) =xyz+ Xz + yz.

Poznamka

Ak pozname vSetky jednotkové resp. vSetky nulové body

booleovskej funkcie, mame o nej kompletnu informaciu.

Preto su uzitoCné také zapisy (vyrazy) B-funkcii, ktoré presne

zodpovedaju jednotkam resp. nulam.

Priklad
Najdite nejaky zapis (vyraz) B-funkcie f, ak je dana mnozina jej

jednotkovych bodov J(f) = {(100), (001), (110)}.



2013 | 10
3.Logické systémy

Definicia 2.4.

(B - vyraz ) n premennych xi, . . ., Xp
je nad abecedou {+, -+, , (), 0, 1, X1, . . ., Xn}
definované takto:

(1) X1, . . ., Xn, 0, 1 su booleovské vyrazy.

(2) Ak su U,V booleovské vyrazy, tak aj U, (U +V),(U-V) su

booleovské vyrazy.

(3) Iné slova nie su booleovské vyrazy.

Dohoda.

(1) V samostatne stojacom B-vyraze vynechavame vonkajSie

zatvorky.
(2) Princip priority: v poradi , -+, +.

(3) Znak logického sucCinu budeme cCasto vynechavat, teda

namiesto x * y budeme pisat’ xy.
(4) B-vyraz U premennych Xu,...,X, 0znacujeme aj U(Xa,...,Xn).

» Body (1) a (2) su analogické ako v dohode o formulach.

» Pojmy jednotkové resp. nulové body budeme vztahovat aj

na B-vyrazy, ktorymi je urCena prislusna B-funkcia.
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