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Definicia Nech p, q, r su vyrokové premenné. Hovorime, zZe logicka

spojka K viaze silnejSie ako logicka spojka L, ked

pKqLr = (pKq)Lr a tiez, ked pLgKr = pL(gKr).

Princip priority logickych spojok: V postupnosti  , A,V , >, &
su logické spojky zoradené tak, ze kazda spojka K viaze silnejSie,

nez hociktora ina spojka, stojaca vpravo od K.

Dohoda o vonkajsich zatvorkach: V samostatne stojacich

formulach budeme vonkajSie zatvorky vynechavat.

» Ostatné zatvorky mébzeme vynechat iba v niektorych

pripadoch , napriklad pri pouziti

Poznamka

» Vyrokova formula nie je vyrok. Preto nema ani pravdivostnu
hodnotu.
» Ked vsak do formuly a(pi, p2, ... , pn) dosadime za vSetky je;j
premenné nejaké vyroky, dostaneme vyrok (volame ho
). Ten uz ma ph.
» Pri inej volbe vyrokov, ktoré dosadzujeme do formuly, méze

byt ina ph.
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Definicia 1.17.
Nech a(py, p2, ... , Pn) je formula n premennych.

Nech AiA,, ... ,A,su vyroky. Oznaéme ich ph takto:

pPh(A1) = X1, ph(A2) = X2, . . ., Ph(An) = Xn.

Funkcia pha: {0,1}" — {0,1} definovana predpisom
pPha( ) = ph( )

sa nazyva

Zapisujeme ho v tvare tabulky.

Definicia 1.18.
Formula sa nazyva
> , ak jej pravdivostnym ohodnotenim je konStantna
funkcia s hodnotou 0
> , ak nie je kontradikciou
@ , ak jej pravdivostnym ohodnotenim je

konstantna funkcia s hodnotou 1

Priklady 1.23, 1.24

Definicia 1.19. Dve formuly s rovnakymi premennymi nazyvame
, ak maju rovnaké pravdivostné

ohodnotenie.

Tautologicky ekvivalentné formuly a, b oznadujeme a ~b.

Poznamka

a ~b znamena, ze formula (ab) je ...........

3



2014 | 4
2.Logické systémy

Priklady 1.25, 1.26

Zakladné tautologické ekvivalencie

Veta 1.2. Nech su a,b,c formuly s rovnakymi premennymi. Potom

platia nasledujuce tautologické ekvivalencie:

El. avb~bva, anb~bAa,

E2. (avbve~aVv(bve), (anb)Ae~an(bie),

E3. (avbrc~(anc)vibae), (aab)ve~{ave)n(bVe),
E4d. avb~aAb, aAb~TVDh,

Eb. ava-~a, aha~a,

E6. av(bab) ~a, ah(bvh) ~a,

E7T. T~aua,

E8. aviaAb)~a, ahlavh)~a,

E9. a=b~TVh, a=h~anb,

E10. as b~ (@vh) alavh), as b~ (anb)v(@ab).

Dékazy E1 — E10 (na tabuli)

Nepotrebujeme (Co?)

Priklad 1

Vyjadrite ((p=q)=r)=p bez pouzitia implikacii.
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Definicia 1.20. je taka mnozina
(neprazdna) logickych spojok Q, ze kazdu formulu je mozné vyjadrit

Iba pomocou spojok z Q.

Priklad 1.28, 1.29

Priklad 2

Dokazme, ze { ,A,V,} je USLS.

Priklad 3 Vyjadrite formulu  (p=>q)vr  pomocou { ,A}.

Priklad 4] Vyjadrite formulu  pagq=>qvp pomocou { ,=}.
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2. Booleovské funkcie

Definicia 1.1. (str.5)

Nech su A, M mnoziny. Predpis f, ktory kazdému prvku z A priradi
najviac jeden prvok z M, sa nazyva . PiSeme
f:A- M.

» Ak su A,M c R, zobrazenie f: A - M sa nazyva
Ac RXRX..XR,tj,AcR"

» Ak n tak f: A - M sa nazyva
aak McR™
Poznamka
» Odteraz mnozinu {0,1} budeme oznadovat’ B. Boole

> Pripomerime si, ze B> = B x B = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)},

vSeobecne B" = B X B X ... X B obsahuje vSetky n-tice z 0,1.
n

Definicia 2.1. Kazda funkcia f: B™ - B , kde n € N*, sa nazyva

(logicka fcia n premennych).
» Premenné pri booleovskych funkciach budeme oznacCovat
X,¥,Z,u,V (resp. s indexami).
Poznamka

Booleovské funkcie definuju a formalizuju kombinacné logické

systémy. NauCme sa teda o B-funkciach €o najviac ©
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Priklad 5 a)Definujme vSetky booleovské funkcie jednej premenne,;.

X | fi(X)

» Booleovskych funkcii 1 premennej je ...

b) Kolko je booleovskych funkcii 2 premennych?

S

» Booleovskych funkcii 2 premennych je ...
» Booleovskych funkcii 3 premennych je ...

» Booleovskych funkcii n premennych je ...

Veta 2.1. booleovskych funkcii n premennych je

Poznamka

Ako suvisia B-funkcie s logickymi systémami (resp. obvodmi)?

Systém

» ma n vstupnych veli€in x;, X2, . . . , X,, ktoré menia svoju
hodnotu v Case nezavisle od systému. Zmeny sa vytvaraju
okolim systému (vstupy)

» ma aj m vystupnych veli¢in yi, y», . . ., Ym. Ich hodnoty

zavisia od vstupnych veli¢in (vystupy)
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» Vztahy medzi hodnotami vstupov a vystupov sa
sprostredkuvaju vnutornymi veliCinami systému z;, zo, . . ., Z,
ktoré volame stavové premenné. (stavy)
Logické systémy su také, kde vSetky premenné nadobudaju iba 2
hodnoty, a sice 0/1 resp. L/H. Pritom 0 neznamena, Ze je hodnota

veliCiny 0, ale je nizka = Low. Podobne 1 = vysoka hodnota = High.

> Logicky systém je definovany na nejakom technickom
zariadeni, napr. elektronickom. Toto zariadenie volame
logicky obvod. Jeho vystavba a spravanie (v Case) su
vyjadrené Strukturou a spravanim prislusného logického
systemu.

KombinacCné systémy

Logické systémy (podla spravania)— Sekvencné systémy

Kombinaéné systémy su vyjadrené funkciou f:B™ — B™, ktora

kazdému vstupnému vektoru priradi jeden vystupny vektor. Kazdy

vystupny vektor zavisi iba od vstupného vektora.

Sekvenéné systémy: vystupy zavisia nielen od vstupov v danom

Case, ale aj od suCasného stavu systému. Pritom ,suCasny stav”

4 = rd .

Stav systému vyjadruje jeho ,pamat™.

Booleovské funkcie budeme Studovat’ najskor kvoli kombinacnym

systémom.
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Operacie

Definicia 1.4. (str.6)

Nech A # @ je mnozina, n € N*. Kazdé zobrazenie h: A™ - A

nazyvame na mnozine A.
n=1 ... unarna operacia
N=2  ieeeeiiieaenns operacia
neENT ... operacia

Definicia 1.5.

Binarna operacia m: A> - A sa nazyva

> ,akVa,b€e :aqmb =
> ,akVva,b,c € :(amb)mc =

Prvok e € A sa vola
> binarnej operacie m na mnozine A, ak
Vx €EA: xme = elx = X.
Definicia 1.6.
Nech su ®, A dve binarne operacie na mnozine A. Hovorime, Ze
> ® A, ak
Vx,y,ZEA: x®(yAz) =
a tiez

Vx,y,ZEA: x® (yAz) =
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Priklad 1

+:R? - R je binarna operacia ,sucet",

-: R? - R je binarna operacia ,sudin“.

Priklad 2

Su +, . komutativhe na R? asociativhe? A ¢o distributivnost'?
Definujme teraz ddlezité operacie na mnozine B.

Definicia 2.2.

nazyvame binarnu operaciu na mnozine B,

ktoru oznaCujeme + a definujeme takto:
0+0=0,

nazyvame binarnu operaciu na mnozine B,

ktoru oznaCujeme - a definujeme takto:
0.0=0
Cayleyho muiltiplikacné tabulky

(alebo komplementom) nazyvame unarnu operaciu na

mnozine B, ktorl oznadujeme  a definujeme takto:
0=1,1=0.
Poznamka 2.2.

Algebry, grupy, zvazy...
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Booleova algebra je mnozina B spolu s binarnymi operaciami

logicky sucet, logicky sucin a unarnou operaciou negacia.

Veta 2.2. (str.27)

Pre kazdé x,y,z € B plati (pozor na preklepy ©)

xX+y=y+x

komutativne
zakony

x+y)+z=x+ (y + 2)

(x-y)-z=x-(y2)

asociativne zakony

x+y)-z=(x-2)+-2)

xy+z=x+2)-(y+2)

distributivhe zakony

de Morganove

xX+ty=x-y xy=x+y )
zakony
x+x =x X-x = X _2akony _
idempotentnosti
x+x=1 xx =0 zakony ] _
komplementarnosti
=y zakon involucie

x+ (x-y) =x

zakony absorpcie

x+0=x

x-1=x

zakony identity

x+1=1

Zakon jednotkového scitovania

x-0=20

Zakon nulového nasobenia

Ddkazy niektorych zakonov.
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Veta 2.3.

Pre kazdé x,y € B plati

x+y=1 & x-y=1 &
x+y=0 & x-y=0 &
Poznamka

» Nech je AcR anech je f:Ax A — A. Podla toho, na aké
vlastnosti f sa chceme zamerat, mézeme f povazovat za
binarnu operaciu alebo za funkciu dvoch premennych.

> B ={0,1} je podmnozinou R. Preto md6zeme kazdu booleovsku
funkciu dvoch premennych povazovat aj za binarnu operaciu —
ma teda zmysel uvazovat otom, Ci je komutativna,
asociativna, ...

» Booleovskeé funkcie n premennych su n — arnymi operaciami

na B.

Aj booleovské funkcie mdézeme scitovat, nasobit, negovat.
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