A1. Algebraicka normalna forma

Definicia A.1. Binarnu operaciu @ na booleovskej algebre B definovanu B-
vyrazom

X @Yy =Xy + Xy
budeme nazyvat XOR (exclusive OR, vylucujuca disjunkcia).

Veta A.1. Operacia @ je komutativna, asociativna, sucin . je vzhladom k nej
distributivny a systém {., &} tvori USBF.

Dokaz. Vyjadrime operacia a + pomocou . a .

X+y=X®Yy Xy

X=1&X

Komutativnost, asociativhost a distributivnost operacii . a ® sada
dokazat priamo z definicie.
[

Definicia A.2. Algebraickou normalnou formou (ANF) B-funkcie f(xi, x2, ...
Xn) budeme nazyvat B-vyraz

2n-1

2 gix1itxzi2. . xpin,

i=0
kdei =120 022! & ... ® in2nT, gi € B, xkk = xi, ak ik =1, xkk =1, ak
ik = 0.
Lema. Pre kazdu B-funkciu f(x1, X2, ..., Xn, Xn+1) a pre kazdé (xi, Xz, ..., Xn,

Xn+]) E n+]’



f(x1, X2, .ory Xm, Xm+1) = f(X1, X2, ovy Xm, 0) & Xm+1(f(X1, X2, ..., Xm, 0) & f(Xx1, X2,

ceey Xm, 1))

Dokaz.
Pre Xxm+1= 0

f(x1, X2, .ory Xm, Xm+1) = f(X1, X2, ..., Xm, 0) & 0.(f(x1, X2, ..., Xm, 0) ® f(x1, X2, ...

Xm, 1)) = f(X1, X2, ..., Xm, 0)

apre Xmi1= 1

f(x1, X2, .ory Xm, Xm+1) = f(X1, X2, ..., Xm, 0) & 1.(f(x1, X2, ..., Xm, 0) ® f(x1, X2, ...
Xm, 1)) = f(x1, X2, .oy Xm, 1)
]

Veta A.2. Kazda B-funkcia m premennych f sa da jednoznacne vyjadrit v
tvare ANF, t.j.

2n-1
f(x1, X2, ..., Xn) = 2 gix1i1X2/2...Xni",
i=0
kde i =120 221 @ ... ® in2n 7, xkk = X, ak ik =1, xkk =1, ak ik =0,

pricom

gi = 2 jemif(j)

kde M(i) = M(iriz...in) = {j = (1j2.-.jn); jk=1=>ik=1prek =1, 2, ..., nL

Dokaz. Indukciou vzhladom k n:

Pren =1 M(0) = {0}, M(1) ={0, 1}, gqo = f(0), g1 = f(0) & (1),

f(x1) = f(0).1 & (f(0) & f(1))x

plati pre vSetky Styri mozné B-funkcie jednej premennej: 00, 01, 10, 11.



Predpokladame, ze tvrdenie vety plati pre B-funkciu n premennych a
ukazeme, ze potom plati aj pre B-funkciu n + 1 premennych.

Ked'ze f(xi, x2, ..., Xn, 0) a f(x1, X2, ..., Xn, 1) su B-funkcie n premennych,
plati pre ne indukcny predpoklad a podla Lemy dostavame:

f(x1, X2, ..., Xn, Xn+1) = f(Xx1, X2, ..., Xn, 0) & Xn+1(f(X1, X2, ..., Xn, 0) & f(x1, X2,
2n -1 2n — 1

v Xny, 1)) =2 Qi X011X212.. %00 @ Xn+1(Z i X111X212... XnI" @
i=0 i=0

p LIS 2n - 1 p LIS

S gi” xiiTx22..xnin) =X qi X111x212.. 0" @ (2 i’ X111X212... XnI"Xn+1 D

i=0 i=0 i=0

2n -1 2n - 1

2 g xiitx22. . xni"Xn11) = 2 gi X111x212...XnI" @

i=0 i=0

2n -1

S(@i” ® i’ ") X11X212... Xn"Xn 1

i=0

kde qi” resp. gqi" " su koeficienty ANF funkcii f(x1, x2, ..., Xn, 0), resp. f(x1,
X2, .y Xn, 1), t.].

gi” =2 jempf() gi” "= Zjempf( + 21
Na dokoncenie dokazu staci pre koeficienty sucinovych clenov, ktoré
neobsahuju Xni1, t.j. pre i < 2n polozit qi=qgi" apre2n <i< 2n! sj
uvedomit, ze
M(@i) = M(i - 2m) U (M(i) — M(i - 2),
2 jemi-20f( + 2" = Z jemi—ma-20f(),

odkial pre koeficienty sucinovych c¢lenov, ktoré obsahuju xn+1 dostaneme

ai=a +0q = Zjemi-2nf() + X jemi—mi-20f(§) = Z jemnf()



Priklad. B-funkcia f(x, y, z) je dana tabulkou. Najdite M(i), gi, a ANF danej
funkcie podla definicie. Potom rieSte ulohu pomocou algoritmu zalozeného
na Leme.

i X y z f(x,y,z) M) di

0 0 0 0 1 {0} f(0) =1

1 1 0 0 0 {0, 1} f(0) @ f(1) =

2 0 1 0 1 {0, 2} f(0) & f(2) =

3 1 1 0 1 {0, 1,2,3} f(0)ef(l)ea (Z)EBf( ) =
4 0 0 1 0 {0, 4} f(0) @ f(4) =

5 1 0 1 1 {0, 1, 4,5} f(0) o f(l)ea f(4) @ f(5) =
6 0 1 1 0 {0, 2, 4,6} f(0) @ f(2) @ f(4) & f(6) =
7 1 1 1 1 {0,1,2,3, fO) &f1)eaf2) f(3)

4,5,6,7} o f(4) o f(5) & f(6) @ f(7) =
fx,y,z) =1 X ® xy ® z & xyz

Algoritmus:

10110101 =1011 & z(1011 & 0101) = 1011 ® z(1110) =
=10ey(10d 1)@ z(11®y(11 ® 10)) =

=10 y(01) ® z(11 ® y(01)) =
=lex(le0)oyOoeox0adl)aezlox(ITal)adyOaox(0a 1)) =
=1 ®&XDXYDdZdXYZ
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