XOR a ANF

Nasledujiici text je krdtkym zhrnutim viastnosti funkcie XOR a nacrtom algoritmu na hladanie ANF.
Nie je nahradou za prednasku ani za ostatnii odbornui literatiiru.

Vlastnosti boolovskej funkcie XOR !

0. Definicia tabulkou // ,,vzorcom*
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x@y =xy’+x.y =(xy +x’.y’)

1. x®y=y®x

2. x@0=x, x®1 =x’

3. x®x=0, x®x’ =1

4 x®y’ =x@y, xPy =xDy)
S,  xB(y®z) = (xPy)Dz

6, xOxy=x.(x@y)=xy’

1l x.(yPz) =xy®x.z

8 xty=x®x.y=xy @y

Tvrdenie
Mnozina A = {1, @, .} je USBF (uplny systém boolovskych funkcif).

Dokaz vychadza z viastnosti 2. a 8.

! Dokazy boli uvedené na prednaske. D4 sa viak na ne prist’ rychlo a Pahko aj ,,vlastnou hlavou.
? Na zépis negécii pouzivame z &isto technickych dévodov znak (...)’.



HPadanie alegebraickej normalnej formy (ANF)

Je dana boolovska funkcia n premennych f(x;,X2,...,Xs).
Plati:  f(x1,x2,...,.Xn) = X1 .f(0,X2,....Xn) @ X1.f(1,X2,...,Xn)
Vyuzijeme vlastnost’ 2 na ,,zbavenie sa“ negacie a dostaneme:

f(X1,X250000Xn) = (18x).1(0,x2,...,.X5) @ x;1.1(1,X2,...,Xp) =

= £(0,X250005Xn) D X1.(£(0,X2y10rXn)DF(1,X2,1.00X1))

Pre pouzitie znaku ® v uvedenom vztahu je dolezity fakt, Ze x a x’ nikdy nenadobudajii naraz hodnotu 1.
Uvedeny ,, rozklad podla premennej *“ sa da urobit pre lubovolnii z premennych x;.

»Rozklad podla premennej* vyuzijeme ako nastroj, pomocou ktoré¢ho sa od ,,tabul’kového
zadania® funkcie dostaneme k jej vyjadreniu v tvare ANF.

Priklad 1a (2 premenné):3
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f(x,y) = [11 01]ixy) = [11]¢) @ x([ITIS[OT])y) = [11]y) © x ([10])y =

—10y.(101)®x(10y.(180)= 1 @ xDxy
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RieSme teraz priklad vSeobecne zadanej funkcie dvoch premennych:

* V nasledujucom postupe z technickych pri¢in piseme stipec funkénych hodnét f transponovany na riadok. Na
papieri ho mozZno v zaujme nazornosti ponechat’ ako stipec.

Hodnoty 0,1 v riadku neoddelujeme, ale ak je to nutné kvoli prehl'adnosti, na oddelenie pouzivame medzery
alebo ciarky.

Kriadkom funkénych hodndt spociatku piSeme aj premenné (porovnajte tento zapis so zapojenim
multiplexora!), ale neskor ich uz pisat’ nebudeme.

»Rozklad podl'a premennej“ sa zacina vzdy od tej premennej, ktord ma v tabul’ke ,,pokope” nuly a jednotky.
V naSom pripade je to zl'ava od x, ale pri inych konvenciach poradia vstupnych hodndt to moéze byt aj inak.



X |y f
010 fo
0|1 f)
10| £
1]1 f3

Hodnoty fj su ¢isla z mnoziny {0,1}.
fxy)=[fofi 3]y =[fofily D x.[ foDfs, £iDf3]y) =
=1 @ y.(fdf)) @ x.(fr@f) @ xy.(fo@f Df,D13)
ZapiSeme ziskané vysledky do tabulky. Jednotlivé termy 1, y, x, Xy aim prisluchajice

koeficienty zaradime do riadkov tak, aby pritomnost’ premennej x a'y zodpovedala jednotke
vo vstupnych hodnotach:

X y termy f koeficienty
010 1 fo | fo

01 y fi | f® £

110 X £ fo®@ 13

T xy | B | fefiehef;

Poradie scitovanych funkcénych hodnét v koeficientoch sme zmenili tak, aby bolo vidno
princip ich usporiadania:

Budeme postupovat’ po riadkoch zhora dolu a vSimneme si, ze funkéné hodnota f; sa objavuje
v kazdom d’alSom riadku presne tak, ako su termy tychto riadkov formalnym ,,nasobkom*
termu 1 z prvého riadku.

Podobne sa v poslednom riadku objavuji hostujice hodnoty f; a f, z riadkov s termami y a x,
lebo term xy je “nasobkom” termov y a x.

Kazdy riadok uzatvara prislusna funk¢na hodnota f; — ,,domaci pan*, ktory si po usadeni hosti
nakoniec sam zasadne ku koeficientovému stolu. Za nim uz nikto nenasleduje.

Ak si uvedomime tento organizacny princip, moZzeme konkrétne priklady pocitat’ rychlejsie
ako “rozkladanim podl’a premennych”. Ukazeme si to na predoslom priklade.

Priklad 1b:

X y termy f koeficienty

0]0]| 1 1 1 =1
0|1 vy 1 |11 =0
110 x | 0 |1®0 =1
HTixy | 1 [1e1e081 =1

Vysledok: ANF)=1x@0yD1xD 1lxy=1Dx D xy



Priklad 2a (3 premenné):
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Postup rozkladom podl'a premennych:
f(x,y)=[1101 0100] =11 01] @ x.[1001]=[11] @ y.[10] @ x.[10] @ xy.[11] =

=10yPyz®x®xz® Xy
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Vseobecny vypocet pre funkciu 3 premennych:

f
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fi
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f(X,y) = [ f() f] fz f3] (‘D X.[ fo@f4 5 fl('st , f2®f6 . f3@f7] =
= [ f() f]] @ y[ fo@fz , fl@f3] (&) X.[ f()@f4 . f1@f5] @ Xy.[ fo@f4@f2@f6 . f1@f5@f3@f7] =
= f() @ Z.(fo@f]) @ y.(fo@fz) @ YZ.( fo@fz@f]@f3) @ X.(fo@ﬂ) @ XZ.(fo@f4@f1@f5) @

@ Xy(fo@f4@f2@f6) @ Xyz.(fo@ﬂ@fz@fé@ﬂ@fs@f3@f7)

Zhrnutie v tabul’ke:



X |y | z | termy f koeficienty

070] 0 1 fo fo

0 0 1 V4 fl f()@f]

0 1 0 y f2 fo@fz

0 1 1 yz f3 f()@f]@f2®f3

1 0 0 X f4 f()@f4

1 0 1 XZ f5 f()@f] @f4@f5

1 1 0 Xy f6 f()@fz@f4@f6

1 1 1 XyzZ f7 fo@fl @fg@f3@f4@f5@fé@f7

fyide ,,na navstevu* do vSetkych riadkov, lebo ich termy su ndsobkom 1.

f] ide ,,na navstevu* do riadkov s termami yz, Xz, Xyz, lebo v sebe maju z (s ,,nasobkami* z).
f, ide ,,na navstevu‘ do riadkov s termami yz, Xy, xyz, lebo v sebe maji y (st ,,nasobkami‘ y).
f3 ide ,,na navstevu‘ do riadkov s termom xyz, lebo v sebe ma zahrnuty yz.

f; ide ,,na navstevu‘ do riadkov pod nim, lebo v sebe maju zahrnuté x.

f5 ide ,,na navstevu‘ do riadku s termom Xxyz, lebo v sebe zahina xz.

fs ide ,,na navstevu‘ do riadku s termom Xxyz, lebo v sebe zahina xy.

Po usadeni hosti uzatvara spolo¢nost’ domaci pan.

Priklad 2b:

X |y | z | termy f koeficienty

00| 0 1 1 1 =1
0107 1 z 1 11 =
0110 y 0 10 =1
0|1] 1 yz 1 @101 =1
1{0] 0 X 0 10 =1
110 1 XZ 1 1©1001 =1
1{11]0 Xy 0 1D0D0D0 =1
1] 1] 1 Xyz 0 12100210 100D0 0

f(xy)= 1@y®@yz®x ®xz® xy

Ulohy:

1. Zostavte (s podrobnym vypoctom) vSeobecnt tabulku termov a koeficientov pre funkcie 4
premennych.
2.* Zovseobecnite ziskané poznatky a skusenosti aj na funkciu n premennych (F'ubovol'né n).



