Priklady z Linearnej algebry

Y »

1 Komplexné éisla

1.1 Zadania

1. N4jdite vysledok operécie v tvare a + bi, kde a,b su

redlne ¢isla.

a) 3+47i— (5—2i)(4—1)
b) (1 +d)(1—4)(1 + 2i)(1 — 20)
(1-74)

(a)
(b)
©) =¥
)
)

(
(d) 55
(e

2. Najdite goniometricky tvar komplexného ¢isla.

i(2+34)
3+5i

3. Vypoditajte zu, =, 2".
- Tr o 1
(a) z = —\/5((;05 ?’T + zﬂsm 2,
u=2(cosf +isinf), n=>5
(b) z = 3(cos§ +i§ir.1 %3),
u = 6(cos =g~ +isin =), n = 1991

4. Najdite vSetky n-té odmocniny z kompl. &isla z, ak

(a) n=2,z=-1
(by n=3,2=—i
(c) n=4,2z=281
(d) n=3, 2= —-64—64i
(e)n=42=1-i/3
5. Najdite exponencidlny tvar komplexnych ¢isel z tlohy
2.
6. Nech zg,z1,...,21998 st vSetky 1999 odmocniny z

komplexného ¢isla 1.
2071 """ 21998

Vypodéitajte hodnotu sicinu

-1

Vysledky

—15 4 20¢

_ 19 _ 17,
13 3t

[

2,2
—b 2ab -
22+b2 + azibQZ

a1+ 3ri

5(cosm +isinm)

V2 (cos IX + isin )
2 (COSHT7T + i sin HT”)
) (cos‘%’r -|—z'sin377r
\/ﬁ (cos (arctan %) + ¢sin (arctan %))

\/% (cos (7r + arctan %) + ¢sin (7r + arctan %))

—2v/3 (cos 22 + jsin 25T),

‘f—g (cos 182 +isin L87) 9¢/3
15 (cos 2 4 isin ). 3 (eos () #1500 (),
31991 (cos I + i sin IF)

cos”"éﬂ+isin”+2ﬂ,k:0,l

3r 4ok .. Bm ok
cos 2; " 4+ isin 22 = k=0,1,2

3 (cos 222 4+ jsin 287) £ =0,1,2,3

5 5m
4{75((:05%%7T +isin%2k”), E=0,1,2

5w 5m
f/?(cos 5 22“ +isin -2 22“), k=0,1,2,3

561'77
\/iei%w
24T

561%71'

2 Polynémy

Zadania

1. Vynésobte polynémy:

(a) (22* —62% + 52 — 1) (2? — 22 + 2)



(b) (323 + (1 —i)a® +iz —2+1)
(32 + (1 +i)2? —iz — 2 — i)

. Pomocou Hornerovej schémy vypocitajte.

(a) (2" —22° +42®> —62+8) /(z— 1)

(b) (42® +22) / (x + 1 +1)

(c) (3a*+ (1 —3i)a® — 2iz? + iz —i) [ (x — i)
. Vypocitajte f (c), ak

(a) f(z) =a* —32% +62% — 102+ 16, c = 4
_ _ 1
(b) f(z) =62* — 72 + 4242, c=—3
(c) fl) =2+ (1+2i)z* — (1+30)z?+7,¢= -2~
. N4jdite takd hodnotu parametra a, ze ¢ bude korehom
polynému f(x).
(a) f(z)=23+22°> —azx +2,c=3
(b) f(z) =22% —ax* — 2 + a2® + 3a, c = —1

. Najdite nasobnost koreha ¢ polynému f(z).

(a) f(z) = 25 —42° + 62" — 823 + 102> — 82 +8, ¢ = 2
(b) f(z) =2° —ba* + 72> — 22° +42 -8, c =2
(¢) f(x) = 2° + Tz* + 162° + 82% — 162 — 16, c = —2
(d) f(z)=2%—2i2% —2* —2®> +2iz+1,c=1i

. Najdite vsetky racionélne korene polynému p(z).

(a) 227 — 1325 + 62° + 132* — 1823 + 2922 — 222 + 3
(b) 6z* — 1123 — 22 — 4

(c) 10z* — 1323 + 1522 — 18z — 24

(d) 2° + 2% — 62° — 1422 — 112 — 3

. Najdite vsetky korene polynému.

(@) (1+i)z+2i

(b) 2% — (2+i)z —1+7i
(c) iz’ + (1 —d)z -5

(d) z* — 3022 + 289

(e) 2 — (5+4i)z* +6 + 8i
(f) 2° +i

(g) 2° — 16

8. N&jdite kanonicky rozklad polynému v P(C).

(a) i:z:3+1

(b)

(c) 3z° + 52% + 1023 + 1422 + 32 — 3
(d) 6z* — 1123 — 22 — 4

9. N&jdite kanonicky rozklad polynému v P(R).

(a) 2% +4
(b) z6 -8
(c) 228 +32° + 2% + 322 — 1
(d) 2% —22° + 2% — 8z +4

Vysledky

(a) 225 — 102° + 162 — 7% — 112 + 122 — 2

(b) 92 + 62° + 22 — 142° — 622 + 22 + 5

(a) o3 — 22 + 3z — 3,zvySok 5
(b) 42? — (3+1i)z — 1 + 7i,zvySok 8 — 6i
(¢) 3% + 2° —iz + 1+, zvySok — 1

(a) 136
(b) 1

nie su rac. korene

-1,-1,-1,-1,3

) —1—i
) 3—i,—1+2i
) 2—id,—1+2i

d) +4+i
) V2,2 40,2~
)i (=3 -i)
)

(a) i(z + 1) (:z:— @) (:z:— #)
(b) (z+ 1)(z—1)(z+1i)(z—1)
(¢) 3z +1) (- §) (@ +iV3)(w - iV3)

2) (2 - 190) (2 - 1000

(2% + 224 2) (2% — 2z + 2)
(

(d) 6(z—2) (z+

x — \/5)(517—!- \/5)(:1:2 + V2 +2)(2® — V22 +2)



3 Sustavy linedrnych rovnic

3.1 Zadania

1. Rieste systémy lineadrnych rovnic.

(a) T, + 2x9 = =3
3.’132 =—6
(b) 3x1 +x2 + 223 =11
—3172 + 23 = -3
72?3 =21
(C) 32?1 + 2:1?2 + 32?3 =5
—Zy + 213 = )
203 =2+ 2
(d) 32?1 — 22?2 — 72?3 + 3174 =3
8ry — 3x3 +1x4 = —1
93 + 224 = —2
4.’134 =—4
(e) 3zy —2x9 + Tx3 + 324 = —9
8ry — 3x3 + x4 = 12
923 + 224 = —7
4.’134 =4

2. Pre systémy z tlohy 1 napi§te maticu systému a

roz§irenti maticu systému.

3. Interpretujte kazdy z nasledujucich systémov ako 2
priamky v rovine. Pre kazdy systém nakreslite priamky
a urcte geometricky pocet a hodnoty rieSeni.

(a) 2.’131 — Ty = 4
32?1 + 52?2 = -7
(b) 2.’131 — 5.’132 =1
—4z1 + 10z = 4
(C) 3.’131 — 2.’122 =2
—9z1 4+ 625 =3
(d) 22?1 — 42?2 =2
4.’131 — 8.’132 =3
(€) 3z1 +x2 =7
52?1 — 8:1?2 =2
(f) xr1 + 2172 =3
22?1 + 22 = 3

4. Napiste systémy linedrnych rovnic korespondujiice

nasledovnym maticiam.

1 2 3|4
@ | 3 -3 =5 |0
1 -1 11
411 1]3
141 12
O T RV
11140

5. Rieste systémy linearnych rovnic.

(a) 1 —x0 = =2
—32?1 + 2172 =3

(b) ].2131 — 29 + 52?3 =30
3171 - ].3172 + 22?3 =21
7171 + 2132 + 32?3 =15

(C) 7171 + 3172 — 2:1?3 =1
-1 + 62?2 — 3133 =2
—10z1 + 1529 — 1123 =4

(d) 2171—172—4173:1
171—172-1-173:2
4271—172—2:173:5

(e) 3xy — @9 — 6x3 — dxy = 2
3r1 +4xs + 323 — 224 = 12
4r1 + 322 — 3x3 +4x4 = —1
5x1 +4x2 — 923 =5

(f) 221 + 2x0 + 223 — 64 = 1
2x1 + 2x9 — 623 + 224 = 2
2x1 — 6z + 23 + 224 = 3
—6x1 + 229 + 223 + 224 = 4

6. Rieste systémy s komplexnymi koeficientami.
(@) 2z1+(2—9) 22 =9
—T1 + 22 = )
(b) 3x1 +2x2 + 19 =2+
T +4a:2+7a:3 =14 - 3i
1+ 3xy +4x3 =8 — 21
7. Rieste dva systémy
T+ 2x9 — 223 =1 T1 + 2x9 — 223 =9
2$1+5$2+ﬂ?3:9 2$1+5ﬂ?2+ﬂ?3:9
$1+3$2+4$3:9 $1+3ﬂ?2+4ﬂ?3:—2
s rovnakou maticou pomocou eliminacie na matici 3 x 5.
8. Je dany lin. systém
r+2y—3z2=4
3r—y+5z=2
dr+y+ (> —14)z=a+2
Pre ktoré hodnoty o nemé systém rieSenie? Kedy ma
préave 1 riefenie. Kedy mé nekonecne vela rieSeni?
9. V ZOO maju pstrosov a zirafy. Ak je tam spolu 60 hlav
a 200 noh, kolko maju pstrosov a kolko 7ziraf?
Vysledky
1. (a) (1,-2)
(b) (1,2,3)
(c) (=i,1,1+44)
(d) (2,0,0, —1)
(e) (-1 1)
1 2 1 2 -3
2. (a) (0 3)(0 3 —6>



3 1 2 3 1 2 11 01 4 0
(b) 0o -3 1 |,{0 -3 1 -3 () 0 01 0
0O 0 7 3 3 3 2 0 00 1
0 00 O
3. (a) (1,-2)
(b) nema rieSenie 2. Najdite rieSenia systémov zadanych rozsirenou maticou
stustavy.
(c) (3(t+1),t),teR
(d) nema rieSenie 0 102
(a) 0 013
(e) (2,1) 000 0
(f) (1,1) 100 4]2
4. (a) z1+2x9+3x3 = 4321—3x2—5x3 = 021 —T2+23 = (b) 01021
0 0 01 3|5
0 00 01O
(b) 4z + 2o + w3 + x4 = 3 11 + 422 + 13 + T4 = 2
— _ 0 110
T+ xo+4r3+x4 =121 + 22+ 23 +424 =0 0 0 1
c
5. (a) (1,3) (c) 0 010
(b) (2,-1,1) 0010
(c) (3(t+1),1) 3. Rieste systémy.
(@ (+1,26- 10 (a) 221 — 2 = 2
(e) (0,2.5,-3) —dzy + 22, = —4
(f) nemaé riesenie (b) 2x1 + 672 — 4x3 + 224 = 4
. Ty —23+T4 =25
6. (a) (272 + Z) 3r1 + 229 — 223 = —2
(b) (i, —i,2) (c) 3zy + 1oy —daz =1
7. (-1,2,1),(3,1,-2) 21— 229 + 23 =5
2171—272—3:173:4
8. Pre @ = 4 nekonec¢ne vela, pre « = —4 Ziadne, pre

(d) ®1 —2xo + x5 + 424 =2

3r1 + 223 — 2x4 = —8

drs —x3 — 14 = 1
4 RieSenie ststav linedrnych rovnic T, 4 629 — 225 =7
(e) 4x1 + 3z + 623 = 3

3x1 + 5x2 + 4x3 = 10
1. Ktoré z nasledujicich matic st v stupfiovitom tvare a T1 — 222 + 2723 = -9

v redukovanom stuphovitom tvare? 2z, + Txy + 225 = 19

3 (f) 321 + 3z + 723 — 324 + 625 = 3
5 T+ Ty +w3—x4 =1
0 dr1 + 4xs + 1223 — 4y + 1225 = 4

21 + 2xo + 4x3 — 24 + 35 = 2
(g) bxy + bz +4x3+Txs =5
11z + 429 + 623 =4
4x1 + 529 + 523 + 924 = 8
221 + 3xo + 223 + 514 = 3
921 + 4x5 + 823 + 424 = 10
2x1 4+ 229 + 3x3 + 424 =5
1 + 5T + dx3 + d24 + S5 = 21
5x1 + T2 + dxg + Sy + dxs = 21
5x1 + dxo + x3 + Sy + S5 = 21
521 + 9%y + dx3 + T4 + S5 = 21
521 + 9%y + dx3 + dxg + 25 = 21

a # +4 préave jedno.

4.1 Zadania

(a)

O O W

|
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—_o o w
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(i) 4z1 + 8xo + 8x3 — 6x4 + 425 =9
2x1 + 4xo + 10x3 — 64 + 225 = 15
21 + 2x0 + 323 — 204 + 5 = 4
3x1 + 622 + 523 — by + 425 = 10

(G) 2¢1 — 229 + 23 —23 =1
4x1 — 19 — 223 + x4 = —3
3x1 — 5x0 + 23+ 324 =4
3x1 + 229 — 223 — 324 =0
Ty + T2+ a3 +2x4 =4

. Rieste systémy v poli C.

(a) 1 —2x9 = -1+ 3i
(1—i)ay + a9 =3—i

(b) iz1 + (3+i)zy —dxz =1
31+ (—14+i)zy+323=2—1
T, — 2iTo + T3 =1

. Najdite line4drny systém, vSetky rieSenia ktorého st

(a) (=1,2+4s,5 —2t,t),s,t € R
(b) (1+s,51,-7),s€R

. Nech linearny systém ma rozSirend maticu v tvare
1 2 1 |1
-1 4 3 |2
2 -2 o |3

«a ma systém jediné rieSenie?

. Pre ktoré hodnoty parametra

. Najdite vSetky rieSenia systému s parametrom a.

(a) 21 + 22 +taxs =1
T +axs +x3 =1
ary + T2 +z3 =1

(b) 2x1 + 3x9 + x3 + 224 = 43
4z1 + 629 + 323 + 424 =5
6z + 929 + 523 + 624 =7
8xy + 12z + Tx3 + x4y =9

Vysledky

1. Matice v ¢asti ¢), e), f) st v redukovanom stupiiovitom

tvare, matice v ¢), e¢) su v redukovanom stupiiovitom
tvare.

(a) (¢,2,3),teR

(b) (2+4t,142t,5+3t,—t),t € R

(¢) nema4 riesenie

(a) (1+¢.2t),teR

(b) (i3 —4t,—35 +3t,—13 +9t,13t) ,t € R
(C) (15_270)

(d) (~7.6,2.9,9,1.6)

(e) (1—18t,3+2t,—2+11t),t € R

(f) nema rieSenie

(8) (—%+8s,+—135,L2 —65,7s) ,s € R

(h) (1,1,1,1,1,)

(i) (s,t,—4.5—s—2t,—12.5—2s—4¢,—7.5—2s —4t),
s,reR

(j) nema rieSenie
(@) (1+14,1—14)

(a) T1+To —x3 — 224 =1
To — X3 — 2Ty = 2

(b) 171—172:1
171—172-1-173:2
a:l—a:2+a:3+a:4:%

(a) Prea # 1, —2 jedno rieSenie #_2 (1,1,1)prea=1

je (1 —s—t,s,t),s,t € Rpre a =2 nema rieSenie
(b) pre a = 8 je (s,2t,—1,2—5s—3t),s,t € R pre
a#8je (3s+3 —2s,—-1,0),s €R

5 Operacie s maticami

Zadania

1. St dané matice

10
A= 2 1 |,B=(-1,0,2),
-1 2
100 —1 11
C‘(ozo 5>’D_<12>’
B 12 0)
E=| 5[ F={ 20 -3
- 03 5
/2 1 2
1 0 0 0 3
LZ(O—?)’G: 0 0 -2 |
0 0 0
010 3
H=[0 00 -1 |,J=(1,0,-24),
000 0
10 00
K=[01 -4 0 |,
00 01
10010
M=[00190],
00001

N:<c9sa —sina)

sina cos

Vypocitajte nasledovné matice:

(a) 2D — 5L, (b) A = 3F (c) BT

(e) 2H +4GT, (f) AC, (g) EJ, (h) JJE:?, (i) HF,
(3) N?, (k) N®.



2. Najdite vsetky

(a) horné trojuholnikové matice
(b) dolné trojuholnikové matice
)
)

(c

(d) diagonélne matice

symetrické matice

medzi maticami z tlohy 1. Cislo je redlny parameter

3. Napiste nasledovné systémy ako maticové systémy

(a) z1 + 229+ 323 =0
3x1 —4xs + 523 =3
71 + 329 + 923 = 2
201 — 5x9 — 23+ T4 + x5 = 1
4x1 + 329 + 223 + by + 925 = 4
(c) &1 + 2x2 + 323 + 424 =0
221 + 3z9 + 423 + 514 =4
4z1 +4z0 + 4x3 + 424 =1
1+ 2x9 + 323 + 44 =1
221 + 329 + 423 + 424 =4

(b)

1 _1
4. Nech A= t % > Vypocitajte A2, A3, A" pre
2 2

Tubovolné n > 3.
Navod: Reprezentujte A pomocou vhodnej matice
otocenia.

5. Najdite nenulové matice A, B typu 2 x 2 také, ze AB =
0

6. N4ajdite nenulové matice A, B,C také, 7e AB = AC a
B#C

7. Je suin symetrickych matic opdt symetricka matica?
8. Nech A je matica typu m x n

(a) Vysvetlite, preco st suciny AT A, AAT definované

(b) St matice ATA, AAT symetrické? Overte alebo
najdite kontrapriklad.

Vysledky
-3 2
L (a) < 2 39 )
(b) nedefin.
(C) (15_35057)
1 0
0 2
(d) 0 0
1 5
2 2 0 6
(e) 4 0 0 -2
8§ 12 -8 0

1 0 0 -1
(f) 2 2 0 3
-1 4 0 11
1 0 -2 4
(&) -3 0 6 —12
& 00 0 0
7 0 —-14 28
(h) (29)
(i) nedefinované
i) cos2a —sin2«
J sin 2« cos 2«

cos8a —sin8a
sin 8a cos 8a
B,C,G,H,J,K,L, M,N pre a = km, k je celé
¢islo
A, E, N for a = km, k je celé ¢islo
(¢) D,L,N for a = km, k je celé ¢islo
(d) N for a = kr, k je celé ¢islo

1 2 3 1 0
3. (a) 3 -4 5 2 | =1 3
7 39 x3 2

b

B

I
~/~

6 Inverzni matica

6.1 Zadania

1. N&ajdite maticu F tak, aby platilo EA = B

12 3 -1
wa=(3 3)e=(1 )
-3 1 5
ma=(735)m=(13
1 2 3
(A= -2 1 4],
1 -1 -2
1 2 3
B=|0 5 10
1 -1 -2
1 3
d A= -2 1 4 |,
1 -1 -2
1 -1 -2
B=| -2 1 4
1 2 3

2. Najdite maticu E tak, aby platilo AE = B.

wa=(5 )75 3)
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3. Najdite inverzné matice k nasledujicim maticiam

|
—
(@)
o~

O O W ot
——O0 O

[
—
|
= |
— = W O O — N DN
|
N — =W

—_— OO0 O0O - e

OO OO Wi
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O OO HH O WO W

oNvEF O O O

N
—
&
Nas

2 500 0
13000
M |oo1o0o0
00025
00013

4. RieSte maticové rovnice

o (3 1) a-(2)
o (31) (5 0)
0 () -(1)

o (3) (30 -(3 )
1 2 -3 1 -3 0
o3 3)-(u )
<f>X.(‘i (120)

2y (-5 -1 0

1) 6 -3 7

5. Dokézte, ze ak A je regularna, tak AT je regularna a
plati: (AT)™ = (4=1)"

6. Popiste sposob ako sa najde inverzna matica k reg-
ulérnej diagonélnej matici stupna n.

7. Nech V je horna trojuholnikovd matica stupha n s
nenulovymi diagonalnymi elementami. Dokazte, 7e

(a) V je regularna

(b) V! je horn4 trojuholnikova

Vysledky

1.
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Ve
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(c)(gflj(l)) (d><:1s421>

0 0 1

1 -1 0 (@(g;lg)

o (s 739) U
) 6 0 1

(3 73) ® (3 1)

o (4

7 Determinant
(c) matica nie je regularna y
(d) < cosa  sina > 7.1 Zadania

—sina cosa
1. Vypocitajte nasledujiice determinanty.

5 -7 1
e il6 8 2 2 | L2 ‘
3 -3 1 @13 2
2 23 (b) 2 -1
(f) 1 -1 0 -4 2
-1 2 1 () 241 2
1 9 9 ) o—1
@ L 2 1 -2 2 0
2 =2 1 (d) 2 2
3 -5 0 0 (e) a—2 a+2
-1 2 0 0 b—2 b+2
(h) 0 0 4 -3 i
() sina  —cosa
0 0 -1 1 cosa sina
} } } } 2. Pomocou determinantu vypocitajte plochu
(i) o rovnobeznika ABCD, ak
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 (a) A:(0:0)732(471)702(2:5)7D:(676)
-7 5 12 -19 (b) A=1(0,0), B=(4,-2),C =(1,6), D = (5,4)
G) 3 -2 =5 8
) 41 —30 —69 111 _ 13 2
—59 43 99 —159 3. Prematicu A=1| 3 5 7
0 3 0
£ 0 000
01 00O (a) Vypocitajte hodnoty |Msz1|, |Msal|, | Ms3]
(k) 00 -1 00 (b) Vypocitajte hodnoty As;, Asa, Ass
00 020 . e er s
00 00 1 (c) Pomocou vysledkov z ¢asti a), b) vypocitajte | A|
VYSVETLENIE K OZNACENIU: Nech A
3 =5 0 0 0 je matica stupiia n. Potom Mj; je matica stupiia
-1 2.0 0 0 n — 1, ktora vznikne z A vynechanim i-teho ri-
0y 0 01 0 0 adku a j-teho stlpca. |M;;| je determinant tejto
0 0 0 3 =5 matice — nazyva sa minor prvku a;;. Cislo A;; =
0 00 -1 2 (=1)"7 | M;;| sa nazyva algebraicky doplnok (ko-
faktor) prvku a;;.
(a) 14 24
-7 -11 4. Je dana matica
—-11 7 1 2 0
(b)<—21 13) A:(406)
(c) nema riesenie 089



(a) Vypocitajte hodnoty |Ms1|, |[Msal, | Mss] Vysledky
(b) Vypocitajte hodnoty As;, Ass, Ass 1. (a) —4
(c) Pomocou vysledkov z ¢asti a), b) vypocitajte |A| (b) 0
(d) Bez pocitania ur¢te hodnotu determinantu. )
(¢) 1+ 3i
1 2 3
i3 21 (d) 4(a—1)
12 3 (e) 4(a—0b)
10 2 (f) 1
ii. |3 0 -1
5 0 4 2. (a) 18
1 000 (b) 12
.. |1 =5 0 0
L 3. (a) 11,1,-4
0 0 1 3 (b) 11,—-1,-4
(e) Pouzitim Sarusovho pravidla alebo rozvojom (c) =3
podla rlz}dkg aleboftlpca_vypc;(;ltaj@e‘d(;‘frerml— 4 (a) 32,8, -8
nant. V casti e) pouzite 7 = cos % 4 4 sin 5.
1 2 3 (b) 32,-8,-8
13 21 (c) —120
(5) 515 1 5. (a) 0
i1 0 -1 (b) 0
1 1 0 (¢c) —25
123 6. (a) 0
ii. | 2 3 4
3 4 5 (b) 0
1 7 7 (c) 0
iv. |72 1 1 (d) 0
2
T 7 1 () —3
21 7
v. |1 721 7. (a) 2
1 7 1 (b) —20
(f) Rozvojom podla riadku alebo stipca vypoéitajte (c) —8,0
0 1 01
101 0 8. Nie vo v8eobecnosti, napr. neplati pre A = I, B = —1I
1110 o
00 11 8 Vypocet determinantov
-2 1 0 -1
| 11 o4 8.1 Zadania
4 00 O
1 0 2 4 1. Bez pocitania urcte hodnotu determinantu
5 0100 0 0 5
I () 0 -3 3
iii. |1 01 00 3 17
0 0010
2 100 2 1113
0 21 00 by 0322
0 0 5 5
1 -2 3 00 111 9
iv.|!0 0 1 -1 0
0 00 1 2 0 -1 0 0
0 0 0 4 2 -1 0 00
©1 0 001
(g) Plati |[A+B| = |A| +|B| 7 Svoju odpoved
zdovodnite 0 0 10




2. Overte identitu bez vypodcitania determinantov
pravej a lavej strane rovnosti

(a)

ay + b1 a; — bl C1 ajq b1 C1
as + bQ as — b2 Co = (—2) as bQ Co
as + b3 as — b3 C3 as b3 C3

a; +bit as + bat as+ bst

(b) a1t+b1 agt+b2 a3t+b3
C1 C2 C3
ai as as
(1—#2)| by by by
1 C2 C3
3. Vypocitajte determinanty
1 1 1 1
1 2 3 4
@17 355 7
1 4 7 10
0 0 a b
0 0 ¢ d
(b) a b a b
c d ¢ d
2 1 -1 2
2 3 -3 4
© 162 1 o
2 3 0 -5
1 0 0 0 5
2 1 -1 3 4
(|1 0o 00 7
3 1 -1 5 1
5 =2 3 6 1
5 ) 5 5 -1
5 ) 5 —1 5
e 5 5 -1 5 5
5 —1 5 5 5
-1 5 5 5 5

4. Vypocditajte determinanty matic stupha n,n > 1

(a)

(b)

5. Nech A je matica stupnia n, a je skalar. Ukazte, ze

1 2 3 n—2 n—-1 n
2 2 3 n—2 n—-1 n
3 3 3 n—2 n—-1 n
. . . . n
n n n n n n
1 = a3 !
1 xy 3 !
1 z3 a2 zy !
1z, 22 znt

ad| =a" |4

na

6. Nech A je regularna matica. Ukazte, Ze

1
A7 =
47 =1

7. Nech A, B st matice stupiia 3, |A] = 5,|B|

Najdite hodnotu

a
b

) |AB|

)
(c)
(d)

)

TA|

47|
342B71|
2471 B!

(a) |
(b) |

d
(e

Vysledky

9

9.

10

1. (a) 5

(ad — be)®
—48

-2

19 x 64

2n—1)(n-1""

1) ', .. Y
(=)™ n, 1Sj<iSn(:rz ;)

Cramerovo pravidlo

1 Zadania

1. Pouzite determinanty na najdenie inverznej matice

)

sin «
cos &

coS a
—sina
0 1
4
7

)

2
3
6

W N



10 1
d | -1 3 0
10 2

2. Cramerovym pravidlom rieSte systémy

(a) 221 + 220 = -3

3x1 + 8xo = 2
(b) 32’,‘1 + 22’,‘2 =4
21 + 322 =5

(¢) z1 + 2 =1
2x1 — 320 = 51— 3
(d) 4z1 + 5xe =2
T1 + 5z + 223 = 3
112y + 22 + 223 =3
(e) w1 + o — 223 =1
—2T1 —To + 13 =2
Ty — 229 —4x3 = —4
(f) 21 +22=0
To+x3— 204 =1
1+ 223 +24 =0
1+ 22+ 24 =0
(g) z1 + 222 + 323 + 424 =0
To + 223+ 3z4 =0
T3+ 24 =1

.’134:0

Vysledky

1 (a) <_} ‘é)

cosa —sina
(b) <sina cos >

3 8 =5

(c) -3 -6 4
2 3 -2
2 0 —1

@ [ 2/3 173 -1/3
-1 0 1

(a) (=2,1)"

(b) (0,2)"

(c) (i,1—i)"

(@ (2.2 -5)"

(e) (%,2,5)"

(0 (-2,2.4.0)"

(g) (1,-2,1,0)"

10 VEKTORY V ROVINE A V
PRIESTORE

10.1 Zadania

1. Na&jdite suradnice vektora s po¢. bodom A a koncovym
bodom B.
a) A=(1,2),B=(-1,3)
b) A=(-1,2,0),B=(2,1,3)
2. Najdite koncovy bod vektora u umiestneného v bode
A.
a) u=(-2,5),A=(-3,1)
b) u=(-1.2,0),A=(1,2,3)

3. Nech v = (1,2,-3), v = (0,-1,5), w = (3,1,1).
N4jdite saradnice vektorov
a) 2u+v—w
b) —u+ 3v
c) u+3v+ 5w
4. Nech A = (1,2,3) a B = (3,2,1). Najdite bod C na
usetke AB tak, ze d(A,C) : d(C, B) je
a) 1:1
b) 1:2
c) 2:3
5. Predpokladajte, Ze zyz-suradnicovy systém je po-

sunuty do z'y'z’- suradnicového systému, pociatok O’
ktorého ma xyz-saradnice (-1, 0, 2).

a) Najdite z'y'z'-siradnice bodu A, ktorého zyz-
suradnice sua (0, 3, 5).

b) Né&jdite zyz-stradnice bodu B, ktorého z'y'z'-
stradnice sua (1, -4, 3).

6. Vypocitajte normu vektora u.

a) u=(0,0)

b) u=(3,4)

o) u=(1,2,2)
d) u=(1,-1,1)
e) u=(512,0)

7. Vypocitajte vzdialenost bodov A a B.

a) A=(1,2),B = (4,6)
b) A=(82,1),B=(55,-1)

Y

8. Nech u je nenulovy vektor. Vypocitajte normu vektora
u

i

9. Najdite vektor dizky 1, ktory ma rovnaky smer ako
vektor u = (1,1,1).

11



10. Nech A = (a1, az, a3). Popiste mnozinu vsetkych bodov
X = (21,22, x3) takych, ze [[(A - X)[| = 1.

11. Nech ABC je trojuholnik v rovine. Oznacte A’, B’  a
C' stredy useciek BC, CA a AB. Dokazte, 7e

(Al—A)+(B'-B)+(C'"-0C)=0

10.2 Vysledky

Loa)(-21)
b) (3,— 1, 3).
2. a) (- 5,6)
b) (0, 4, 3)
3. a) (-1,2,-2)
b) (- 1,- 5, 18)
c) (1,4, 17)
4. a) (2,2,2)
b) 1/3 (5 6,7)
¢) 1/5 (9, 10, 11)
5. a) (1,3,3)
b) (0, -4, 5)
6. a)o0
b) 5
c) 3
d) V3
e) 13
7. a)b
b) Vr22
8.1
9. i%(l,l,l)

10. Sféra so stredom v A aa polomerom r = 1.

11 SUCINY VEKTOROV

11.1 Zadania
1. Najdite u.v, ak

a) u=(2,2),v=(-5,5)

b) w=(1,2),v=(3,1)

c) u=(1,0,—-1),v=1(2,2,2)
d) vw=(3,1,2),v = (3,2,-5)

2. Vypocitajte uhly vektorov u,v z cvicenia 1.

3. Zistite, ¢ uhol medzi vektormi u a v je ostry, pravy
alebo tupy.

12

10.

11.

12.

13.
14.

a) u=(2,0,—1),v=(3,2,5)

b) u = (_2537_2)51}: (5507_5)

C) u:(4,1,—1),v:(—3,2,5)
Najdite ortogonalnu projekciu vektora v do smeru vek-
tora v a najdite zlozku kolmu na v.

a) u=(3,-5,2),v=(-3,0,4)

b) U:(—1,2,1)5U2(2,2,1)

. Najdite v3etky vektory dizky 1 v rovine, ktoré st kolmé

na vektor (1, 2).

Vysvetlite, pre¢o nemé 7ziadny z nasledujicich vyrazov
zmysel(u a v st vektory, « je skalér).

a) (uw)w

b) u.v + uzv

c) uv+w

d) [lu.vf]

e) axXu
Ukazte, 7e A = (2,—-1,1), B = (3,2,-1) a C =

(7,0,—2) st vrcholy pravouhleho trojuholnika. Pri
ktorom bode je pravy uhol ?

Predpokladajme, ze v.w = v.w a w # 0. Vyplyva z
toho, Ze u =v ?

Nech u a v st vektory v rovine alebo v priestore. Overte
platnost identit:

a) lu+ol|* + llu— vl = 2(||ul[* + [[v]|*)

b) wv = 3 (llu+ vl = [Ju—wvl)
Vypocditajte u X v.

a) u=(1,-2,-1),v=(0,1,1)

b) u=(-2,1,3),v = (4,-2,—6)
Najdite vektor dizky 1 kolmy aj na u aj na v.

a) u=(1,1,-1),v=(0,3,1)

b) u=(2,1,0),v = (0,1,2)
Najdite obsah trojuholnika ABC'.

a) A=(2,0,1),B=(3,-1,2),C=(-3,4,2)

b) A=(1,3,2),B=(53,1),C =(-3,1,2)
¢o je chybné na vyraze u X v X w (u, v, w sa vektory) ?
Néjdite objem rovnobeZnostena vytvoreného vektormi
AB , AC , AD .

a) A =(-2,3,1),B = (1,-2,3),C = (2,1,0),D =

(3,2,1)

b) A= (_17472)7B = (273,4)70 = (074,2)7D =
(3,6,3)



15

1

(=2}

. Vypocitajte ||a x b||, ak

a) |lal| = 3,]|b|| = 2 a uhol medzi a a b je 60
b) [lal| = 5,[]b]| =8 a a.b =24

. Vypocitajte ||(3a + b) x (a — 3b)||, ak

a) |lal| = 3,]|b|] =5 a uhol medzi a a b je 30

11.2 Vysledky

1.

10.

11.

12.

13

14.

15.

16.

®» N > o

0

T

o

)
0
1

jol

&

)

)

)

)

) 90q
) 45q
) 90q
)
)
)
)
)
)
)

=3

o

1
arccos 79

jol

&

Ostry uhol
pravy uhol

=3

o

tupy uhol

IS

%(_37 074)7 (37 _57 2) - %(_37 0: 4)

%(2725 1)’ (_1725 1) - %(2525 1)

=3

)
B

(2.1)

. At B.

. Napriklad, pre u = (1,1), v = (2,2), w = (—1,1) je
u.w = v.aw, ale u # v.

13

12 PRIAMKY A ROVINY V

12.1
1.

8. Najdite

10.

11.

PRIESTORE

Zadania

N4jdite vSeobecni rovnicu roviny s normalovym vek-
torom n, ktord prechadza bodom P.

a) P=(1,2,3),n=(2,-3,1)
b) P = (_27375)=n = (3777 _2)

Napiste parametrické rovnice rovin z cvicenia 1.

N4jdite vSeobecnii rovnicu roviny prechadzajicu cez
body A, B, C.

a) A= (la Oa _1)7 B = (Oa 25 3)) C= (_27 1; 1)

b) A= (_17 3: 2)7 b= (27 1: _1) C= (37 2: 1)

Y

. Rozhodnite, ¢i roviny si rovnobezné.

a)2r—y+32+43=0,—4x+2y+92+1=0
b) —z+3y+224+1=0,220 —6y—42+5=0

Rozhodnite, ¢ priamka a rovina st rovnobezné.
a) ¥ =142t,y =3—t,2 = —1-4¢;3x+2y+52—-7=10
b) z=t,y=2t,z=2t;2c +4y—52+3=0
Rozhodnite, ¢i st priamka a rovina kolmé.

a) x =142ty = 3—t, 2z = —1—4¢t; -4z +2y+82+3 =
0
b) © =443ty = 1-2t,z = —14+4t; 2—5y+22—7=10

parametrické
priesec¢nicou rovin

rovnice priamky, ktora je
a) 2x+3y+72+2=0,2+2y—32+5=0
b) 3z —5y+22=0,24+2=0
N4jdite rovnice dvoch rovin, ktorych priesecnicou je
dana priamka
a) x=3+4t,y=—-7+2t,2=6—-1
b) z =5t,y = 3t,z =6t
N4jdite rovnicu roviny prechadzajtcej cez bod (- 1, 4,

- 3), tora je kolma na priamku z =2+ ¢, y = —3 + 2,
z = —t.

Najdite rovnicu roviny prechadzajtcej cez bod (- 1, 2,
4), ktora je rovnobezna s

a) xy-rovinou
b) zz-rovinou
¢) yz-rovinou
)

d z+y+2z+1=0



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.

25.

Najdite rovnicu roviny, prechadzajtcej cez bod (- 1, 4,
2), ktora obsahuje priesecnicu rovin 4z —y + z — 2 =
O0a2z + +y — 22 — 3 =0.

Dokazte, 7e body (1, 0, - 1), (5, 10, -3), (0, 1, 3), (0,
0, 2) lezia v jednej rovine. Najdite vieobecnu rovnicu
tejto roviny.

Néajdite parametrické rovnice priamky prechadzajicej
cez bod (5, 0, -2 ), ktora je rovnobezna s rovinami
r—4y+22=0a22+3y—2+1=0.

Najdite rovnicu roviny prechadzajucej cez (1, 2
ktora je kolma na priesec¢nicu rovin 2x + y + 2
T+ 2y+2z=3.

’ ']-)7
= 2,

Ukézte, 7ze priamky ¢ = -2 +¢, y =3+ 2t, 2z =4 — ¢
ax=3—t y=4-—2t z=tsarovnobezné a najdite
vSeobecnil rovnicu roviny, ktord uréuju.

Najdite rovnicu roviny, ktora obsahuje bod (2, 0, 3) a
priamku z = -1+t y=1t, z = —4 + 2¢.

N4jdite rovnicu roviny, ktord je rovinou stimernosti
bodov (2,-1,1) a (3, 1, 5).

Najdite rovnicu roviny, ktora obsahuje priamku z = 3t,
y=1+1t, z =2t a je rovnobezné s priese¢nicou rovin
2r—y+z=0ay+2z+1=0.

Néajdite priese¢nik priamok z = —1 4+ +4t, y = 3 + t,
z=1lax=-134+12t,y =1+ 6t, 2 = 2 + 3t.

Bez pouZitia vzorca najdite vzdialenost bodu od pri-
amky.

a) (2,1,3),z=1+t,y=-3+2t,z=—t

b) (3,-1,0),2=2+3t,y=—-1+¢t2=1—1t
Bez pouzitia vzorca najdite vzdialenost medzi bodom
a rovinou

a) (1,-2,3),2z —2y+4=14

b) (0,1,5),3z+6y —22—5=0
Najdite vzdialenost medzi dvoma rovnobeznymi rov-
inami.

a) 2z —3y+42="7,4x — 6y + 82 =3

b) 2z+y+2=0,60—3y—32—5=0
Najdite body A, B tak, Ze su splnené podmienky a) -
d).

a) Usecka AB je kolma na rovinu z —y —z =0

b) Body A, B st symetrické vzhladom na rovinu z

a)
c¢) Dizka AB je 4.

d) Stred tsecky AB je pociatok stradnicovej sustavy.

26.

27.

Najdite bod ) symetricky s bodom P
vzhladom na rovinu 2z —y + 2 — 12 = 0.

(9= _6= 6)

Nech A = (1,1,1), B = (3,0, 3). Najdite rovinu kolmu
na priamkup:z4+y+2+1=0,z—-y+22—-1=0,
pre_ghédzajflcu cez bod X leZiaci na usecke AB tak, Ze
|AX]] == 2||BX]].

28.

29.

30.

N4jdite priamku kolmu na rovinu x = 14+ u,y =%,z =
1+ u+t,u,t € R, prechadzajiucu bodom A = (0,1,2).

N4jdite parametrické rovnice priamky, ktora je
rovnobezné s priamkou x +y+z2=1,y—y+2z=2a
prechédza cez bod A = (1,2,3).

31

32.

33.

Néajdite bod @ stmerny s bodom P = (3,—4,1)
vzhladom na priamku x = —7 4+ 4t,y = —4 + 3¢,z =
7—1t.

Najdite rovinu sumernosti tsecky AB, ak A

(3,3,1),B = (-1,-2,-3).

12.2 Vysledky

1.

9

10.
11.

14

a) 2z —3y+z+1=0
3z +T7y—22-5=0

r=3s—t,y=s,z2=-1+t
r=1-Ts+2t,y=3s,2=—-1+3t
2y —2—-1=0
z+9y—-952—-16=0

Nie rovnobezné

rovnobezné

Nie rovnobezné

rovnobezné

Kolmé
nie kolmé

11 _ 12
—% + 23ty = -+ —
—5t,y = —t,2 =5t

t,z="Tt

x

€T =

. Nekonecne vela riegeni. Napriklad:
a) x—2y—17=0,y+22—-5=0
b) 3z —5y=0,2y —2=0

z+2y—2z=10
a) z—4=0
b) y—2=0



12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.

24.

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.

c)z+1=0

d) z+y+2—-5=0
4z — 13y + 212+ 14 = 0 a)
)
)
)
)

o

3zr—y+2-2=0

o

r=5—-2z,y=5tz=-2+ 11t

o,

[¢)

T+y—32-6=0

2. Pomocou posunutia siradnicového systému najdite typ
kvadratickej plochy.

202 +2y2 + 222 — 42 +4y+82+9=0
224+ y? —42> —4x -2y —82—-5=0
422 — 292 + 22 + 82 +4y +62+7=0
9y? — 422 + 18y — 162 — 43 =0
322 — 422 — 122 - 162 —4=0

f) 422 4 9y? 2416z — 18y — 4 28=0
Tx+y+92-25=0 ) de®+9y7 427+ 162 yode
g) v2+42> +2r+8y—82+5=0
Tr—y—32—5=0 h) 222 —y? + 122+ 42+ 18 =0
2r +4y +82—29=10 i) da? 49> —422 - 82+ 2y +82+5=0
S5y —2:4+5=0 i) 442242y —82+1=0
(-17,-1, 1) 3. Zistite, ¢i kvadraticka plocha je stredova. Ak je, najdite
o jej stred.
a) x2+2y°+1322 - 2zy+4rz+2yz—2+6y—22—10=10
a) 2v5 b) 1422+ 28y% + 3222+ 1dxy — 42x2 — 14yz + 56y = 0
b) /% ¢) 2’24+2y° +922+4dxy—622+2y2+62—6y—42+2 =0
d) 222 — 322 + 222 +4yz +4r — 16y + 222 — 1 =0
5
a) 3 e) #2 + 4y? + 4wy — 2vz —4yz + 62 + 12y = 0
b) £
11 13.2 Vysledk
a) Jg y y
5 1. a) *z=k
b) V54 ) . Y2 52
elipsa Pt ea = 1
2 2 _2 2 2 2 i
A=(3-3-3,8=(-3.33) * oy = ks '
Q =(-3,0,0) pre k = 2 dve priamky (z — v2z = 0,y = k)
a(x_\/i'z:()ay:k)
i 2
3v+y+2:-12=0 pre|k\>2hyperbola#+%:1
==
pre |k| < 2 hyperbola % + é =1
r=ty=14+t,z2=2—-t,teR * 5 — ke
s=1-3ty=2+tz=3+24tcR pre k = v2 dve priamky (z —y = 0,z = k),
’ ’ ’ (x+y=0,2=k)
pre |k| >> /2 hyperbola 2,5’2’—2_4 + 2,;—2_4 =1
2
Q= (-1,5,6) pre |k| << v/2 hyperbola L= + ﬁ =1
Kvadratickd plocha je jednodielny hyper-
drx+5y+42+2,5=0 boloid.
b) *z=k:

13 KVADRATICKE PLOCHY

13.1 Zadania
1. Popiste  rezy  kvadratickej plochy  rovinami
rovnobeznymi so siradnicovymi rovinami. Na

zéklade toho urcte typ kvadratickej plochy.
a) 22 —y?—222+4=0
b) y? =22 +22+2y+22-2=0 )
c) 22 —y? - 222 -2y +42-3=0

15

prek=1dverovinyy—2+2=0,y+2=0
pre k # 1 hyperbola (y+1)?—(2—1)? = 2—2k
y = k:
parabola 2z = (z — 1)2 — (k + 1)2 + 2
* 2=k
parabola 2z =2+ (k— 1) — (y + 1)% .
Kvadratickd  plocha  je  hyperbolicky
paraboloid.
* o=k
pre k =0bod (0, -1, 1)
pre k #Oelipsa (y + 1)2 +2(z —1)2 =k



*y=k
pre k = —1 dve roznobezné priamky z—+/2z+
\/520,334-\/52—\/5:0
pre k # —1 hyperbola 22 —2(2—1)% =

* 7z =k
pre k = 1 dve roznobezné priamky z —y—1 =
0,z+y+1=0
pre k # 1 hyperbola 2% — (y + 1)?

(k+1)2

= 9(k —1)?

Kvadratickd plocha je eliptickd kuZzelova

plocha.

a

b ehptlcka kuzel'ova plocha,

o

jednodielny hyperboloid,

jol

hyperbolicka vélcova plocha,

@

dvojica roznobeznych rovin,

—

elipsoid,
elipticky paraboloid,

o

h

1

hyperbolicky paraboloid,
dvojdielny hyperboloid,

j) elipticka valcova plocha.

&

(1,-1,0),
nestredova kvadraticka plocha,
(2,-1,1)
(- 3,2, 4).

=3

C

)
)
)
)
)
)
)
)
i)
)
)
)
)
d)

14 LINEARNE PRIESTORY

14.1
1. Overte vlastnosti z definicie LP pre (R?, +,.).

Zadania

2. Nech L je mnozina usporiadanych dvojic redlnych ¢isel,

na ktorej je definovana operacia séitania

(1,22) + (Y1, y2) = (@1 + Y1, 22 + Y2)

a operacia skalarneho nasobenia
(w1, 22)

a.(zy,29) =

Je L linearny priestor vzhladom na tieto operacie?
Odovodnite.

. Zadanie ako v cviceni 2.

(z1,21) ® (y1,92) = (x1 +41,0)

a.(z1,x0) = (azy, axs)

Je L linearny priestor vzhladom na tieto operacie?

Odovodnite.
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10.

11.

Nech P,(R) je mnozina vSetkych polynémov s real-
nymi koeficientami stupiia mengieho alebo rovného n.
Ukazte, ze (Pn(R),+,.) je linearny priestor nad polom
R.

. Nech RJa,b] je mnozina vsetkych realnych funkcii defi-

Sucet
f(z) +
@) =

,.) linearny priestor nad R ?

novanych na uzavretom intervale < a,b >.
funkcii je definovany predpisom (f + g)(z) =
g(z), skalarny nasobok funkcie predpisom (a.
af(x). Je (R[a,b],+

Rozhodnite, ¢ je linedrny priestor mnozina S vsetkych

a) (nekone¢nych) postupnosti
b) konstantnych postupnosti
c¢) konvergentnych postupnosti

d) divergentnych postupnosti

realnych ¢isel spolu s operaciami

{wn}ff’:l + {yn}ff:l = {zn + yn}f’:l

Q. {xn}

=1 = {ax”}n 1

Rozhodnite, ¢ nasl. podmnoziny R? st podpriestory

d

(R, +,.).
a) {(371;372) T1 + 2x9 = 0}
¢) {(z1,22);71 + 22 = 1}
b) {(z1,2); 2122 > 0}
) {

(z,x);2 > 0}
Rozhodnite, ¢ nasl. podmnoziny R® st podpriestory

(R3,+,)).

a
b
¢
d

T1,T2,T3);

Z1,T2,T3 12:1:1 = T2 = _173}

) {( )i
) {(x1, 22, w3); 27
) {( )
) { )

($1)$27$3 ;12 > O}

Rozhodnite, ¢ nasledovné podmnoziny omnoziny
M>(R) st podpriestory LP (Ms(R),+,.) (priestor
matic stupfia 2 s realnymi koeficientami).

a) Mnozina dolnych trojuholnikovych matic.

b) Mnozina matic A spliiajicich podmienku aj; +
22 = 0.

c) Mnozina v8etkych symetrickych matic.
d) Mnozina v8etkych singularnych matic.
Rozhodnite, ¢i nasledujice podmnoziny mnoziny P(R)

st podpriestory LP (P(R),+,.). P(R) - mnoZina
vSetkych polynémov s redlnymi koeficientami.



12.

13.

a) MnoZina vsetkych polynémov p(z) takych, Zze

p(0) = 1.

b) Mnozina vSetkych polynéomov p(z) takych, Zze
p(0) = p(1) = 0.

c) Mnozina vsetkych polynémov stupha 2 a nulovy
polyném.

d) Mnozina v8etkych polynémov ktorych 3. derivacia
je 0.

Rozhodnite, ¢ nasledujice podmnoziny C|a, b] st pod-
priestory LP (Cla,b],+,.). C][a,b] oznafuje mnoZzinu
vSetkych spojitych realnych funkcii definovanych na
uzavretom intervale < a,b >.

a) MnoZina v8etkych parnych funkeii.

b) MnozZina v8etkych neparnych funkcii.

¢) Mnozina v8etkych funkcii f pre ktoré plati f(0) =
0a f(1) =

d) Mnozina v8etkych funkcii f pre ktoré plati f(0) =
f(0) =0.

Zistite, ¢i mnozina vSetkych rieSeni diferencidlnej
rovnice tvori podpriestor LP (C(—oc, ), +,.).

a) y'—y=0
b) y"+y=e
c) y' —xy' —y=0
d)y"+y' =z+1

14.2 Vysledky

1.

2.

10.

11.

12.

13.

Nie je LP. Preco ?

Nie je LP. Neexistuje neutrdlny element pre operaciu
b.

. Ano.

, b), ¢) ano, d) nie.
a) Mnozina je podpriestor.

¢) Mnozina je podpriestor.

Mnozina je podpriestor.

)
)
)

a), b), ¢) Mnozina je podpriestor.
)
), b), d) Mnozina je podpriestor.
)

, C

~

ano.
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15 LINEARNA

15.1

. Rozhodnite,

ZAVISLOST A
NEZAVISLOST VEKTOROV

Zadania
1. Rozhodnite, ¢ sa vektory linedrne zavislé, alebo
nezavislé.
a) (_ 2 1)5 (45 - 2)
b) (1,5), (5, 1)

¢) (-3,5), (6, 10).

¢i st vektory linedrne =zavislé alebo
nezavislé v R>.

a) (-3,2,1),(2,-1,3), (1,0, 7)
b) (1,-2,3),(-2,4,-6)
c) (1,1,0), (1,0, 1), (0,1, 1)
d) (1,2,3), (0, 1,2), (0,0, 1)
e) (1,1,0), (1,0,1), (0, 1, 1), (1, 1, 1).
. Zistite, ¢i st polynémy linedrne zavislé alebo nezavislé
v P(R).
a) l+z,1—x
b) ,1+z,1—=x
¢) 2+ +32%, -1+ 52 + 22,3 + Tz + T2?
d) 1,z,2%,...,2",n > 1.
. Zistite, ¢i sa funkcie linearne zavislé alebo nezévislé v
C[-1,1].
a) 1, sin(x), cos(x) (1 je funkcia identicky rovnajuca
sa 1)
b) 1, sin?(x), cos®(z)
c) e, e "
d) 1,e* ,e7®
. Zistite, ¢i st matice linedrne zavislé alebo nezavislé v
Ms(R).
) 10 10 30
01 /)°’\1 0)/)’\ 21
1 1 10 1 1
2 (1) (v) ()

. Nech vektory x, y a z st linedrne nezavislé v linedrnom

priestore L.  Zistite, ¢ su linearne zavislé alebo
nezavislé v L nasledujice vektory:
a) t+y, r -y, r+y+2

b) rT—=YY—22-Y.

. St dané funkcie sin(z), cos(z+a) v linedrnom priestore

C[—m,7]. Pre ktoré hodnoty « budu funkcie linedrne
zavislé 7 Vysvetlite na obrazku.



8. Su dané funkcie 5z a |z|:

a) Ukazte, ze funkcie st linearne nezavislé v C[—1,1].

b) Ukazte, ze funkcie su linearne zavislé v C[0, 1].

9. Rozhodnite, ¢ u je z linedrneho obalu vektorov v , u a

u .

a) u= (1,1, 1), u=(0,1,1),u=(1,0,1), u = (I,

1,0),

b) U:(l, 1, 1)=u:(0= 1, 1)=u:(1=07 1)=u:(1=

1, 0).
10. Ktory z nasledujiicich mnozin generuje R* ?
a) (1’ 27 3)’ (2) 3) 4)’ (37 47 5)’ (4) 57 6)
b) (1,1, 1), (0, 2, 2), (0,0, 3)
¢) (1, 1,0), (1,0,1), (0, 1, 1).
11. Ktory z nasledujtcich mnozin generuje Py(R) ?
a) {2z -1,14+ 2,2 — 3z}
b) {1+z+2z,1—-z+z,2+ 2z}
c) {l-z,1—z—z,z+2z}.

Vysledky
1. a) zavislé
b) nezavislé

nezéavislé.

o

2. a) zavislé

o

zévislé

nezavislé

Q. o

nezavislé

zévislé

[¢)

nezavislé

@
o oo

zévislé

Q. o

nezavislé

=
)

nezavislé

=3

zévislé

nezavislé

Q. o

nezavislé

zévislé

b
o oo

nezavislé.

nezavislé

&
o

)
)
)
)
)
)
)
)
)
) zavislé
)
)
)
)
)
)
)
)
)

=3

zévislé
7. «a je neparny nasobok /2.

8.
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11.

a) u € Lo{u,u,u}
b) u ¢ Lo{u,u,u}.

sV

no

o

o

yes

sV

no

=3

no

o

yes.

)
)
)
) yes
)
)
)
)

16 BAZA A DIMENZIA

16.1
1.

Zadania

Zistite, ¢i mnozina vektorov je baza v R2.
a) (1, 2), (0, 1), (3, 2)

b) (1,0), (1, 1)

C) (25 _1)5 (_ 65 3)

. Zistite, ¢i mnozina vektorov je baza v R®.

a) (15 2; _1)5 (Oa 1; - 2)) (15 Oa 3)

b) (17 ]‘) 0)’ (1) 07 1)7 (17 ]‘) 1)

C) (27 1: - 3)7 (4= 2: 1): (07 07 2): (1= ]-7 ]-)
Zistite, ¢i mnozina polynémov je baza v Ps(R).

a) 1,1+z,1+221+2°

b) ,1+2z,1—z,1+z+ 2%+ 23

¢) 1+ x4+ 22,22 +23, 23 +1

. Najdite bazu podpriestoru S lin. priestoru R?* , ktory

pozostava z vektorov v tvare (a+b+c,a—b,b+c,b—c),
kde a,b,c € R. Vypocitajte dimsS.

. Nech S je podpriestor LP P3(R) pozostavajuci zo

vsetkych polynémov v tvare a+ bz + (a+c)z?+ (b—c)z?
. N4jdite bazu S a vypocitajte dimsS.

Najdite bazu a uréte dimenziu podpriestoru S v R® .
a‘) {($15$27$3);$1 :$2:$3}
b) {($15$27$3);$1+2$2 +$3:0}

c) {(z1,22,23); 21 = 229 = 323,21 + T2 + 3 = 0}.
Najdite bazu a ur¢te dimenziu podpriestoru S v P3(R).

a) p(z);p(0) =0

b) p(z);p(0) =p(1) =0

Najdite badzu (=fundamentélny systém rieseni) pod-
priestoru rieseni diferencialnej rovnice a urc¢te dimenziu
tohto podpriestoru.

a) y —Ty' +6y=0



b
¢
d

€

Y’
vy’ +y=0
3)+6y" =0

)
)
)
) ¥y'3)+3y" +3y +y=0.

Y
yt
Dopliite mnozinu M vektorov na bazu LP R* .
a) M ={(1,-1,0,2),(0,2,1,3),(2,0,1,7)}
b) M ={(-1,1,0,0),(0,-1,1,0),(0,0,—1,1)}.

Doplitte mnozinu {1 — 2,1+ z + 2%,z
LP P(R).

2

10. — 2%} na bazu

11. Najdite bazu linearneho obalu Lo(M;) mnoziny M; a

urcte dimenziu Lo(M;).
a) Ml = {(17 3; 0 ) (_57 1; O)v (35 25 O)a (Oa Oa O)v (la 1; 0)

)
b) M, {(17_27270)7(0717071)7(17_17271)7
(150725 2)’ (25 _15453)}

) My = {2z — 1,2% + o + 1,22 + 2,22° + 1, 2% +
322 + 22 + 2}

d) My ={1+a,1

—z,1+22,1—22 1+2% 123}
v linedrnom priestore

)
b) R
c) P3(R)
d) P(R).

12. V LP C[—m,n] najdite dimenziu Lo {1, cos 2z, cosz}.

13. Najdite stradnice vektora (polynému) v béze B

linearneho priestoru L.

a) (2,1,1), B
b) (0,0,2, 7)
(4,2, -
L:R4
¢) 1+z+ 22+ 23,

L =P;(R)

=((2.7,3),(3,9,4),(1,5,3), L = R?

B
6)7 (3, ]-7 1: _2)7 (1727 ]-7 1); (2737 170)7

B=(1+z2+2%2%+2% 1),

Vysledky
1. a) Vektory netvoria bazu.
b

¢

Vektory tvoria bazu.

Vektory netvoria bazu.

)

)
a) Vektory netvoria bazu.
b) Vektory tvoria bazu.

)

)

)

)

c) Vektory netvoria bazu.

a) Vektory tvoria bazu. Vectors form a basis.
b

C

Vektory netvoria bazu.

Vektory netvoria bazu.

}
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4. {(1,1,0,0),(1,-1,1,1),(1,0,1,-1)},dim S = 3.
5. {1+x2,z+x2,x2 —a:3} ,dim S = 3.
6. a) {(1,1,1)},dimS =1
b) {(=2,1,0),(~1,0,1)},dim S = 2
7. a) {z,z T },dimS—S
b) {z—2%z—-2*},dmS =2
8. a) {ef% e}
b) {e*,e "}
c) {sin(z),cos(z)}
d) {1,33,6_6””}
e) {e”, e, 2%}
9. a) M nemdZe byt rozsirena na bazu, lebo vektory v
M st linearne zavislé
b) D4 sa pridat (0, 0, 0, 1)
10. Mozeme pridat napr. polyném z.
11. a) {(1,0,0),(0,1,0)},d =2
b) {(1,-2,2,0), (0 1,0,1)},d =2
c) {1+ 823 2+ 123 2® - 12%} ,d=3
d) {1,$,$2,$3},d=4
12. 2.
13. a) (—5,4,0)7
b) (11,-3,67, —51)T
¢) (1,1,1,-2)7
d) (1,1,-1,-1,3,-4)T
17 HODNOST MATICE
17.1 Zadania
1. Vypogitajte hodnost matice.
1 -2 0 1
) 1 1 30
Vla -3 32
0 -5 -3 2
0 4 4 4
4 0 4 4
b) 4 4 0 4
4 4 4 0
3 -1 2 0
ol 1 0 21
5 -1 6 2

2. V zavislosti od parametrov a a 8 najdite hodnost mat-
ice A.



18 LINEARNE ZOBRAZENIA

1 1 a 18.1 Zadania
b) 1 a 1 . . . . .
o 1 1 Pozndmka: Pojmy linearne zobrazenie a linearny op-
erator sa povazuju za ekvivalentné. LP znamena linedrny
a g1 0 priestor.
I} a -1 0
¢) a+fB a+p 0 0 1. Ukazte, ze kazdé z nasledujicich zobrazeni je line4drny
0 0 0 a+p operator na R? . Geometricky interpretujte dané zo-
brazenia.
3. Pomocou Frobeniovej vety zistite, ¢i st systémy
rieSitel'né. a) T(,’L‘I,QZQ) = (—;)31,372)
zy +3z2 —223 =1 b) T(z1,22) = (22,71)
31 +2x9 +x3 =3 _
2 5o tas 4205 =6 ¢) Tl@1,22) = (0,22).
dry +5ry  —xy =4 2. Zistite, ¢i nasledujtce zobrazenia sii linearne.
b) 22 Igiz 223 iii _ ? a) T(z1,2z2) = (x1.cosa — zy.sina,z;.sina +
_5my 44wy —dm, =1 Zp.cosa),a € R,
i b) T(x1,22) = (z1 + a,z2 + 3), a, 8 € R st parame-
4. Néajdite bazu a urcte dimenziu riadkového a stlpcového tre.

priestoru matice.

Geometricky interpretujte dané zobrazenia.

1 2 1
a) 3 1 4 . Zistite, ¢i nasledujice zobrazenia z R" do R™ su
5 5 6 linearne.
-1 2 5 4
b) 13 -2 -1 a) T(z1,72) = (21,23)
1 8 1 2 b) T(ill‘l 172) = (171,1-1-172)
2 2 -1 1 c) T(z1,22) = (3x1 + 2,221 — 22)
c) } } g g d) T(x1,22,23) = (1 — T2, 21 + T2 + T3)
e) T(x1,22,23) = (1 — 2,1 + T2 + x3,21.22)
Vysledky £) T(z1,22,23) = (21 — 22)?, 71, 3)
1. a) 2 g) T(ill‘l 2, 173) (1‘1—2’,‘2 I +£IZ‘2 +£IZ‘3 —$1+3£L‘2+
b 7a).

)

) Pre zobrazenia, ktoré si linedrne, néjdite ich jadro
Ker(T) a obraz Im(T)..

)

)

2. a) h(A) =2prea#4,h(A) =1prea=14 4 Zistite. & eduit b a2 Py(R) do Py(R)
- _ . Zistite, ¢i nasledujtce zobrazenia z P, o P, sd
b }ﬁ(i) B f’ pre a_;é 1,-2, h(A) = 2 pre . = -2, linearne. P5(R) je LP vsetkych polynémov stupia na-
(A) =lprea= jviac 2 s redlnymi koeficientami.
c) h(A) =1prea=—-03,h(A) =3 prea # -0
3. a) riesitelny a) (T'f)(z) = f(-=)
B b) (Tf)(@) = 3f"(2) - f'(x)
) eriesitelny ) (T1)(@) = 3f () + Tf(x)
4. a) Bp=1{(5,0,7),(0,5,-1)} d) (Tf)(z) = f(z) + 2>
Bc = {(17375)T= (271 5)T}
b) Br = {(~5,0,19,10), (0,5,3,5)} o) TP = flav+ 5, o0 € fha 70
Be = {(-1,1,1)7,(2,3,8)"} f) (Tf)(z) =zf'(2)
¢) Br ={(7,0,0,16),(0,7,0,-11),(0,0,7,3)} Pre zobrazenia, ktoré su linedrne, najdite Ker(T) a
Beo = {(15252)Ta(15251)Ta(37_170)T} Im(T)
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5.

10.

11.

. Nech {vy,...

Nech A € M, (R). Zistite, ¢i zobrazenie
Ty : Ma(R) — Ms(R),Ta(X) = XA
je linearne. Moze byt T4 izomorfizmus? Ms(R) je LP

vSetkych §tvorcovych matic typu 2x2 s redlnymi koefi-
cientami.

. Nech A € M, (R). Zistite, ¢i su zobrazenia z M, (R) do

My (R)
a) T(A) =54
b) T(A) = AT
c) T(A)=A+1,
d) T(4) = A+ AT

linearne.

. Pre funkciu f € C[0, 1] definujme T'(f) = F', kde

F(z) = /0 Ft)dt,z €< 0,1 >

Ukazte, ze T' je linearne zobrazenie z C10, 1] do C[0, 1].
Vypoéitajte T(e®) a T'(x?). C[0,1] - LP vsetkych spo-
jitych funkcii na intervale [0, 1].

. Zistite, ¢ nasledujice zobrazenia z C[0, 1] do R st

line4rne.

a) T(f) = f(0)
b) T(f) = 17(0)|
¢) T(f) = 5(£(0) + £(1))

d) T(f) =/ [, (f(2))2de .

,Un} je baza linearneho priestoru L a Ty a
T, st dve linearne zobrazenia z LP L do LP M. Ukazte,
7e ak Ty (v;) = To(v;) pre i =1,2,... ,n, tak T) =T .

Nech B = (by,ba,b3,b4), C = (c1,¢2,c3) s uspori-
adané bazy linedrnych priestorov R* a R® respektivne.
Linearne zobrazenie T : R* — R? je dané

T(b1)=c1+ca+cs
T(b2) = 2¢1 + ¢3

T(bs) = 3c1 4+ 2¢2 + ¢3
T (bs) = 4c1 + 3ea + 2¢3

Vypocitajte T'(x), ak

a) T = by + 3by — 2b3 — by
b) $:2b1—b3—5b4

21

12.

13.

Nech T; : Ll(F) — LQ(F),TQ : L2(F) — L3(F) sa
linedrne zobrazenia a nech T' = T, o T je zobrazenie
definované predpisom

T(u) = To(Ti (u))

pre kazdé u € Li(F). Dokazte, 7e T je linedrne zo-
brazenie z Ly (F) do Ly(F).

Ktoré 7 nasledujtcich linedrnych zobrazeni je izomor-
fizmus ?
a) T:R®— R3T(x) = (z1 — 322 + 223,271 — 72 +
3x3, —x1 + +5x9 + 23)
b) T:R? — R?,T(x) = (321 — 2w + 23, —3x1 — T2 +
3x3, —3x2 + +4x5
¢) T: P(R) = P(R),T(f(x))
d) T: B(R) = P(R),T(f(x))

f(=z)
f(@) + f'(x)

18.2 Vysledky

1.

S.

a) Sumernost vzhladom na os z

b) Samernost vzhladom na priamku z; = -

c) projekcia na os xo

a) T je linearne, je to rotacia R? okolo podiatku o

uhol a (proti smeru pohybu hodin. ruciciek).

T je linedrne len pre « = 8 = 0. T je posun o
vektor (a, 3).

T nie je linearne

T nie je linearne

T nie je linearne

T nie je linearne

Ker(T) =0,Im(T) = R?

Ker(T) = (1,1,-2),Im(T) = R?

Ker(T) (1,1,-2), Im(T)
LO((L Oa _2)7 (0, Oa 1))

T je linedrne zobrazenie

T je linedrne zobrazenie

T je linedrne zobrazenie

T je linedrne zobrazenie

T je linedrne zobrazenie

KerT = {0},Im(T)jeP:(R)

KerT = {0},Im(T)jeP:(R)

KerT = {0},Im(T)jeP:(R)

KerT = {c;c € R}, Im(T)je{ax + b;a,b € R}
KerT = {c;c € R}, Im(T)je {az® + bx;a,b € R}

~— ~—

T4 je linedrne zobrazenie. T4 je izomorfizmus prave
vtedy, ked A je regularna matica.



&

7.
8.

10.

11.
12.
13.

a) T je linedrne zobrazenie
b) T je linearne zobrazenie

d) T je linearne zobrazenie
T(e®) =e® —1,T(2?) = 23/3.

a) T je linedrne zobrazenie

c) T je linearne zobrazenie

a) —316 — 602
b) —21lc — 15¢9 — 9c3

a) T je izomorfizmus
c¢) T je izomorfizmus

d) T je izomorfizmus

19 MATICA LINEARNEHO ZO-

19.1
1.

BRAZENIA

Zadania

Pre kazdé lin. zobrazenie T z cvicenia 1 z predchidza-
jucej sekcie najdite jeho maticu M(T') vzhladom na
standardni bazu v R? .

. Pri §tandardnej baze v R? nijdite matice nasledujucich

linearnych zobrazeni T z R? do R? .

a) T otoci vektor 2 € R o 45 okolo pociatku.

b) T urobi symetriu vektora z vzhladom na os z; a
potom ho oto¢i o 90q okolo pociatku.

¢) T zdvoji dizku 2 a potom ho otoéi o -30q okolo
pociatku.

d) T urobi symetriu vektora = vzhladom na priamku
1 = x2 a potom urobi projekciu na os x.

. Pre kazdé z nasledujicich lin. zobrazeni T : R® — R?

najdite jeho maticu vzhladom na §tandardné bazy na
RaR.

a) T(w1,29,73) = (1 + T2 — 23,71 — T2),

b) T(a:l,a:2,a:3) = (0,171 + 3172),

C) T($17$27$3) = (_371, —mg).

. Pre kazdé z nasledujicich lin. zobrazeni T : R® — R?

najdite jeho maticu vzhladom na Standardni bazu na
R3 .
a) T(xy,®2,23) = (—23, 21,72 + T3),

b) T(x1,x2,x3) = (1 + 22 — 3,81 — T2 + T3, —T1 +
T9 +a:3),

22

10.

11.

1.

. Pre kazdé linedrne zobrazenia z cvic.

. Pre kazdé linedrne zobrazenia z cvic.

c) T(z1,22,23) = (1 — 23,21 — T2, T2 + 23).

3 najdite
jeho maticu vzhladom na usporiadané bazy S
((0,1,1),(1,0,1),(1,1,0) a ¢ = ((0,1),(1,1) na R® a
R? .

4 najdite
jeho maticu vzhladom na usporiadant bazu S
((0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)v R? .

. Najdite maticu linedrneho zobrazenia S : P3(R) —

P;(R), S(p) = 3p” + 4p’ + p vzhladom na usporiadand
bazu P v P3(R).

a) P=P;=(1,n,2% 2°)
b) P=(1+z,1—z,2°+ 2% 2% — 23)

. Najdite explicitna formulu T'(x1, z2, x3) = pre linearne

zobrazenie T : R® — R* , pre ktoré

T(1,0,1) = (1,0,1,0),T(1,1,0) = (0,0,0,0)

Y

T(0,1,1) = (0,1,0,1)

. Stradnice vektora z € R? vzhladom na bézu 8 =

(b1,ba,b3) su zg = (1,—-3,2). Najdite jeho suradnice
vzhladom vzhladom na bazu C' = (c1, ¢cq,c3), ak

a) b1 = 3c1 +2¢5 +c3,bs =3 — 2¢3,b3 =1 — 3
b) ¢ = by + by + bz, c2 = by + bz, c3 = b3

Nech v = (lalzl)Tz Yz = (I,I,O)T, Ys = (I,O,O)T a
nech T je linedrne zobrazenie z R® do R® definované
predpisom

T(a1y1 + asys + azys) = (a1 + as + a3z)yr +(2a1 +
az)y2 — (202 + az)ys

a) Najdite maticu Mg(T) reprezentujicu T
vzhladom na usporiadana bazu B = (y1,y2,ys).

b) Vyjadrite vektor z ako linedrnu kombinéciu vek-
torov yi1,¥2,y3 a potom pouzite maticu ME(T) zZ
¢asti a) na vypocet T(z). i) z = (7,5,2)T , ii)
x = (3,2, 1)T ,1il) z = (1,2,3)T .

Nech S je podpriestor LP C|a, b] generovany funkciami
e? , ze® ax?e® . Nech D je lin. operator deriviciana S.
Najdite maticu operatora D vzhladom na usporiadané
bazu (e , ze® a x%e®).

19.2 Vysledky
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6. a) 1/2 0
0
1 1 -2
b) 1 - 1
-2 1 1
1 1 0
c) 1 0 1
-2 0 0
1 4 6 0
01 8 18
Al g 0112
0 0 0 1
3 -2 16 2
2 -1 -10 8
b) 0 0 7 —6
0 0 6 5
8. T(CE) = —1/2(:171 — X9 +23,—T1 + T2 + T3, 01 — Ty +

I3, —T1

+ x9 + x3)

23

9. a)z=(5-1,5T
b) z = (1,-4,5)7

11 1
0. a) |2 0 1
0 -2 -1

b) i) Ty1 + 6y2 — 8y , ii) 3y1 + 3y2 — 3ys , iii) y1 +
oys + 3ys .

110
11. 01 2
0 01

20 ZAMENA BAZY

20.1 Zadania

1. Nech saradnice vektora z € R® vzhladom na bézu B =
(b1,ba,b3) st zp = (1,-3,2) . Najdite ich stradnice
vzhladom na bazu C' = (c¢1, ¢o, ¢3), ak

a) b1 = 3c1 + 2¢5 +c3,bs = o — 2¢3,b3 =1 — 3
b) c1 = b1 + b2 +bs,co0 = bz +b3,¢3 = b3

2. Matica linearneho operatora T : R® — R? vzhladom
na bazu B = ((1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)) je

Y

-1 0 -1
MEB(T) = 0 -1 1
-1 1 0

N4jdite explicitni formulu pre operator 7. Zistite, ¢i
T je izomorfizmus.

3. V linearnom priestore P3(R) st dané dve usporiadané
bazy B = (1,z,22,2%),C = (1+z,1—z,2%> + 2%, 2% —
2?). Néjdite maticu zameny

a) bazy C béazou B,
b) bazy B bazou C.

5. Nech A, B,C € M,(R). Dokazte, ze ak A je podobna
B, a B je podobna C, potom A je podobna C.

6. Dokazte, ze ak A a B st podobné matice, tak |A| = |B].

20.2 Vysledky
1. a)x=(5-1,5)
b) X = (17'475)
2. T(x) = (-2x +x,x-x,-x), T je izomorfizmus.

/2 12 0 0

12 -1/2 0 0
D10 0 12 12

0o 0 1/2 -1/2



1 1 0 0 5 6 2
b) 1 -1 0 O f) 0 -1 -8
0 0 1 1/2 1 0 -2
0 0 1 -1
4. Najdite vlastné cisla a vlastné vektory pre matice z
10 0 cvicenia 3.
4. a) 01 0
0 0 =1 5. Nech T': P2(R) — P2(R)
000 T(a+ Bx +yx) = 5a+ 68+ 2y — (B +8y)z + (o — 27)2?
b) 0 0 1
01 0 a) Najdite vlastné ¢isla operatora T'.
00 O b) Né&jdite bazy vlastnych priestorov operéatora T
c) 01 0
00 =1 6. Dokéazte, Ze podobné matice maji zhodné charakt.

polynémy.

21 VLASTNE CISLA A VLASTNE
VEKTORY

21.2 Vysledky

1. a) A -2\-3=0
21.1 Zadania b) A2 -8\ +16=0
1. N4jdite charakteristické rovnice nasledujucich matic. ) A =12=0
5 0 d) X+3=0
a) < 8 —1 ) e) N2 =0
b) < 10 -9 ) 2. a) )\1 = 3,2’,‘1 = (5,25),5 € R*,/\z = —].,21‘2 =
4 -2 0,s),s € R*
o) <0 3) b) A =4,z = (3s,2s),s € R*
40 ¢) a = VI2,\ = a,z; = (3s,as),s € R*, \y =
Q) < -2 -7 > —a,ry = (—3s,a8),s5 € R*
L2 d) M = ivV3a = (V3 - 2)s,5),5 € R Jy =
e) < 0 0 ) /\1,.’132 252
00 e) )‘Zole:(570)=x2:(0=t)7sat€R*
2. CNvé;i(:;tiz \lflastné cisla a vlastne vektory pre matice z 5 a) A —6A2 4+ 11A—6=0
b) A3 —2Xx=0
3. Najdite charakteristické rovnice nasledujtcich matic. ) N 48N LA 48 =0
4 0 1 d) X=X -)X2-2=0
-2 1 0
2) 50 1 e) ¥ —6A2 41232 —8 =0
3 0 —5 f) A3 —2X2 —15)2 +36=0
R R ) 4ok = L0100k = 2(-122% =
1 =2 37(_17151)
-2 01 b) A = 0,(5,1,3), A = v2,(15+ 52, -1 +20,7),
c) _18 —; 2 A3 = =2, (15— 5a, -1 — 20, 7), 0 = V2
C) A= _85 (la 1a _6)
-1 0 1
d) -1 3 0 d) A=2,(1,1,3)
-4 13 -1 e) A=2,(1,1,-3)
5 0 1 f) At = —4, (_65 8, 3); Ay = 3, (55 -2, 1)
e) 110
710 5. A\ = —4,—6+ 8z + 322, )y = 3,5 — 2z + 22,

24



29 DIAGONALIZOVATELNE 4. Nech: R?> = R? je linearny operator definovany
MATICE T(x1,22) = (3z1 + 422,221 + x2)

22.1 Zadania Najdite bazu v R , vzhladom na ktord je matica op-

. . PR . " eratora T diagonélna.
1. Dokézte, Ze matice nie su diagonalizovatelné. &

2) < 2 0 ) 5. Nech T : R?® — R? je linearny operator definovany
1 2
b) (2 ) T(z1,22,23) = (221 — x2 — 3,21 — T3, —T1 + T2 + 2x3)
1
Najdite bazu v R? , vzhladom na ktort je matica op-
300 erdtora 1" diagondlna.
oo 20
0 1 2
10 1 22.2 Vysledky
| -1 3 0 4/5 3/4 10
4 13 -1 1. a)P:( /1 /1>,P_1AP:<O 2)
2. Najdite maticu P, ktora diagonalizuje dani maticu A 1/3 0 B 1 0
a vypoditajte P~1AP. b) P = ( 1 1 >7P TAP = ( 0 —1 >
a)<—1412> 010 000
—-20 17 ¢) P= 101 |,PlaP=|0 1 2
-1 1 2
b) ((1; _(1)> 0 0 0
-2 0 1 3 00
100 HP=| 010 ]|,PaP=[0 3 0
)| 011 100 00 2
0 1 1
2 0 =2 1 0 0
d) 0 3 0 2 PlAP=[ 0 1 0
0 0 3 0 0 2
3. Zistite, ¢i matica A je diagonalizovatelna. Ak je, 121 100
Najdite maticu P, ktora diagonalizuje dant maticu A by P=| 13 3 |,P'4P=( 0 2 0
a vypocitajte P~LAP. 1 3 4 0 0 3
19 -9 6 c) Nie je diagonalizovatelna
a) 25 —11 -9 _1/3 0 0
17 -9 -4 Hpr = 01 0 |,PtAP =
14 -2 101
by [ -3 4 0 000
3 4 0 00 0
5 0 0 0 0 1
c) L 50 ) Nie je diagonalizovatelna
0 1 5
00 0 1 1 0 0
B 0110 » B
d)OOO) f) P = 00 11 | AP =
310 0001
-2 0 0 0 -2 0 0 0
e) 0 -2 0 O 0 -2 0 O
0 0 3 0 0 0 3 0
0 0 1 3 0 0 0 3
2 00 0
) 0 -2 5 =5 3.(2,1),(1,-1)
0 0 3 0
0 0 0 3 4. (1,1,-1),(1,0,1),(1,1,0)
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23 SYSTEMY LINEARNYCH
DIFERENCIALNYCH
ROVNIC

23.1 Zadania
1. Riezte systémy
a Yy = 2y1 + 3y2,y5 = 2y1 + 3y
by} = —14y; + 12ys,y5 = —20y; + 17y
c Y =y1,¥5 = 6y1 — 2

2. Najdite riezenia systémov z cvicenia 1, ktoré spliuja
dané pociatoéné podmienky.

a) y1(0) = 0,52(0) =0
b) y1(0) =0,y2(0) =1
c) y1(0) = 1,52(0) =1

3. Riezte systémy diferencialnych rovnic

a) Y1 =4y1 +y3

Yy =2y1 + 2

ys = 2y1 + y3
b) Y1 =

Ys = Y2 +y3

Ys = Y2 +y3

c) Y1 = 19y1 — 9y2 — 6y3
yh = 25y1 — 11ys — Yy
ys = 17y1 — 9y2 — 4ys

d) Yl = —y1 + 4ys — 2y3
Yy = —3y1 + 4y
ys = —3y1 +y2 + y3

4. Najdite riezenia systémov z cvicenia 3, ktoré spliuja
dané pociatoéné podmienky.

a) y1(0) = —1,92(0) = 1,y3(0) = 0
b) 31(0) = —1,32(0) = 0,y3(0) = 1
¢) y1(0) = 0,32(0) =2,y3(0) =0
d) y1(0) =1,y2(0) = 1,y3(0) = 2

23.2 Vysledky

T T

1. a) y1 =15 — 2c0e %, yy = €157 + coe™

2. a)y1=0,90=0

3. a) yr = —c2e¥ + 33T ys = cre® + 2c0e*® —

c3e3%, s = 2c9€%* — c3e3?

4. a) y; = €T — 2e3x,ys = ex — 22T + 237 y3 =
_2€2m+263x



