LINEARNA ALGEBRA 2
MICHAL ZAJAC

Zékladom pre tieto prednasky je kniha Carl D. Meyer, Matrix Analysis and Applied Linear Algebra. Na
nu sa budd vztahovat’ odkazy (napr. priklad 5.1.12 znamend priklad 5.1.12 na str. 278 tejto knihy).
1. NOorRMA, VNUTORNY SUCIN, ORTOGONALNOST

Najprv pripomeiime, Ze pre vektory x = (x1,z2,23) € R®, y = (y1,¥2,y3) € R? je ich velkost’

x|l = \/a? + 23 + 23, |yl =\/vi+ 93 +v3

a ich skalarny sucin je
x-y = (z|y) = |lz||llyll cos @ = z1y1 + z2y2 + x3y3, « =<y je uhol vektorov z,y.

V LA1 sme odvodili pomocou vlastnost{ skaldrneho sti¢inu (bez vyuzitia geometrickej interpretécie skaldrneho
su¢inu) vzorec na vypocet kolmého priemetu vektora u do smeru vektora v:
Vektor u rozlozime na sicet u; + ug, kde u; = tv || v, pre nejaké ¢t € R, ug L v:

9 u-v
u=tv+u, = u-v=_(v+u) - v==tv-v4+uy-v=_t|v :t:W.
v
Odtil’ dostaneme
. u-v
Pro‘]vu:ulzwv7 Uuy=u—uj.

Pojem velkost’ vektora, skalarny sicin, kolmost’ a ortogonalny priemet sa da zovseobecnit’ na viacrozmerné
linedrne priestory. Najprv v linedrnom priestore (L, +, -) zavedieme tieto pojmy

Definicia. Nech (L,+,-) je (redlny alebo komplexny) linedrny priestor. Zobrazenie || - ||: L — R sa nazyva
norma, ak pre V u,v € L plati

(N1) ||Au]l = |A||Ju]| pre V &isla a.

(N2) |lu+v| < |lu]| + ||v|l (trojuholnikovd nerovnost)

(N3) [[ul| >0, |u]]=0 = u =0 (nulovy vektor).

Prikladom normy je Euklidovskd norma na R™ (C™):

L1, X2,-+,Tn)|[2 = Z1 T2 Tn|”.
I1( Mz = Ve + ez + -+ [a[?

Dokaz vlastnosti (N1) a (N3) je lahky, trojuholnikovd nerovnost’ je dosledkom CBS nerovnosti, ktord
uvedieme a dokazeme neskor.

Priklad. Ukazte, ze v priestore C™ si normami nasledujice funkcie:

||(.Z‘1,$2,...,.’L‘n)||1 = |$1| + |£L’2| +---+ |$n‘,

[(x1, 22, .., 2n) |l = max{|z1|,|22|,...,|Tn]}-

Definicia. Nech (L,+,-) je redlny linedrny priestor. Zobrazenie (- | -): L x L — R sa nazyva vnttorny
sucin, ak pre V u,v,w € L, a € R plati:

(IP1) (u|v) = (v]w),

(IP2) (u+v|w) = (u|w)+ (v]|w),
(1P3) (au | v) = afu| v),

(IP4) (u,u) >0, (u,u)=0 = u=0

Pre komplexné linearne priestory:
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Definicia. Nech (L, +, ) je komplexny linedrny priestor. Zobrazenie (- | -): L x L — C' sa nazyva vnttorny
sucin, ak pre V u,v,w € L, a € C plati:

(IP1) (u]v) = (v]w),

(1P2) (ut v | w) = (u ] w)+ (v | w),

(IP3) (au | v) = a(u | v),
(IP4) (w|u) >0, (u|u)=0 = u=0

Pozndamka.
1. (u|av)=a(u|v) a(u|v)=(v|u) (aje cislo komplexne zdruzené k «).
2. Vnutorny sicin sa nazyva aj skalarny stcin.
3. V knihe C.D. Meyera sa (neobvykle) v komplexnom linedrnom priestore definuje vnitorny stéin inak;
vlastnost’ (IP3) je tam zamenend za (au | v) = @(u | v),
4. Iné obvyklé oznacenia pre vnitorny sucin si (u,v), (u,v) u - v.
5. Z (IP3) lahko dostaneme tvrdenie: ak je vektor w alebo v nulovy, tak (u | v) = 0.

Priklad. V priestore R™ je vnitornym si¢inom napr.
(@|y) =z + a2y + -+ Ty, Va,y ER"; x=(21,32...20),y = (Y1,Y2,- - Yn) -
ver

('T | y) :331?1“‘372?24""4'%1?7” Vx7y€ Cn; = (.’L‘l,l’g,....’l)n),y: (y15y27"'yn)'

Priklad. Nech a < b si redlne ¢isla. V priestore C(a,b) vsetkych spojitych funkcii f: (a,b) — R je
skalarnym suc¢inom napr.

b
(flg):/ f(t)g(t)dt.

CBS nerovnost’. Nech (V,+,:) je komplezny linedrny priestor so skaldrnym sucinom. Potom
1. Yo,y eV plati |(z|y) < (z|2)(y|y)
2. (x| y)]? = (x| 2)(y | y) vtedy a len vtedy, ked si x,y linedrne zdvislé.

Obvykle piseme /(z | z) = ||z||, potom CBS nerovnost' ma tvar |(z | y)| < ||lz| - |yl
Doékaz. Ak je x alebo y nulovy vektor, tak na oboch strandch CBS nerovnosti dostaneme nulu a neméame,
¢o dokazovat’. Predpokladajme teda, ze x # 0, y # 0. Z vlastnosti (IP1)—(IP4) dostaneme ¥V« € C:
0<@-aylor—ay)=(v]z)—(z]ay) —(ay|z)+(ay|ay) = (z]2) —a(r|y) —aly|z) +oaly|y).
(=]y)

Wl & dostaneme:

Zvolime si teraz o =

0<(z-ay|z—ay) =(z|z)-

W1y iy 1y
N 1 1 O A ) G A 0 O (A T
=@l (vly) Wiy Wl =@l) (yly)

Teda 0 < (z | x) — ‘((‘jfz))lz a odtial vyndsobenim nerovnosti kladnym éislom (y | y) > 0 dostaneme:

0< (@) ly) @ [P = ||yl <(@@l2)y]y).

Pritom rovnost’ podla (IP4) plati iba vtedy, ked’ x — ay = 0, teda, ked’ x = ay, ¢im je aj druhd cast’ vety
dokazané.

Dosledok. Ak (z | y) je skaldrny sucin, tak ||x|| = /(z | ) je norma.

Dékaz. Dokazeme len trojuholnikovi nerovnost. Z vlastnosti (IP1)-(IP4) a (CBS) nerovnosti vyplyva:
(@+ylzty) =[|2)+ @]y + o)+ |yl < (@]2)+20@ ][y +y ]yl <zl +2llzlllyl + lyl*-
Teda [|lz +y[|* < (lz]l + [[y[)* a po odmocnent ||lz + y|| < [lz]| + [ly|l-

Pozndmka. V pripade realneho priestoru so skalarnym suc¢inom dostanem pre nenulové vektory

(z]y)
[EE

z,y: —1 < &Y < 1 Existuje teda jediny uhol a € (0,7), pre ktory je cosa = Aj v tomto

[EIIF
abstraktnom pripade sa a nazyva uhol vektorov x,y.

Aj v komplexnom pripade definujeme:
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Definicia. Prvky z,y linedrneho priestoru s vnitornym su¢inom (z | y) sa nazyvaju ortogondine (kolmé),
ak plati (z |y) =0 (struénez Ly < (xz]|y)=0).

Priklady a cvicenia.
1. Odporticam vyriesit priklady 5.1.1, 5.1.2, 5.1.5, 5.1.8, 5.1.12, 5.1.13, 5.3.1, 5.3.2.
2. Dokézte, 7e pre x = (21,79, 73) € R plati:

L<p<g<oo = |lzllg = (Jer]* + ol + |23|D)Y0 < (Jr P + |2l + [as]?) /7.

Néavod. Ukazte:
a. Pretoze |laz|, = |al||z|, pre kazdé x € R®, o € R a 1 < r < oo mdzeme predpokladat’ ||z, = 1.
b. Potom sta¢i dokdzat, ze ||z|, =1 = 1 <|a1|P + 2§ + 2.

Ortogonalne mnoziny.

: . - 0, akiz#j, .
Najprv zavedieme oznacenie (Kroneckerov symbol): §;; = { 1, aki=j’ i, € Z.
, =
Definicia. Nech (L,+,-) je linedrny priestor s vnitornym stuc¢inom (z | y). Mnozina {u1,ug,...,u,} C L
sa nazyva
1. ortogondina, ak i #j = (u; | u;) =0, (u; | us) #0 (Vi,5 =1,2,...,n).
2. ortonormdina, ak (u; | u;) = 6;; (Vi,j =1,2,...,n).

3. Nekonetnd mnozina M C L sa nazyva ortogonédlna (ortonormélna), ak je ortogondlna (ortonormélna)
kazdé koneénd podmnozina My C M.

Priklad. Ukézte, ze
1. Standardnd bdza v R™ (C™) je ortonormdlna mnozina.
2. Dokéazte, ze kazda ortogonalna mnozina je linedrne nezavisla.

Definicia. Ortonormdlna (ortogondlna) mnozina B = {uj, us,...,u,}, ktord je sicasne bdzou priestoru
(L,+,-) sa nazyva ortonormdlna bdza (ortogondlna baza).

Veta. Nech B = {uy,us,...,u,} je ortonormdlna bdza linedrneho priestoru (L,+,-) s vnidtorngm sucinom
(z | y). Potom pre Vx € L plati:

n

z=(x|u)ur + (x| ux)ug + -+ (z | up)u Zx|uk (1)
k=1
Doékaz. Ak [7)s = (a1, az,...,a,)" si stradnice vektora z vzhladom na bazu B, tak

n n n
T = Zakuk a odtial dostaneme (z | u,,) = Zak(uk | um) = Zakékm =Q,m, Vm=12,....n.
k=1 k=1 k=1

Pozndmka. Vztah (1) sa nazyva Fourierov rozvoj prvku z vzhladom na ortonormélnu bazu 5.

Priklad. Dokazte, ze platia nasledujice tvrdenia
a) Ak B = {uj,us,...,u,} C I je ortonormdlna mnozina, tak

n
rel = |z|*> Z x| up)*  (Besselova nerovnost).
k=1

a) Ak B = {uj,us,...,u,} C L je ortonormélna baza, tak

n
rel = |z|* = Z |(x | ug)|®> (Parsevalova rovnost).
k=1

Priklad.

1. Ukazte, ze B = {u},uh,ufs, vf = (1,-1,0), vy = (1,1,1), uf = (=1,—1,2) je ortogondlna bédza
euklidovského priestoru R? a najdite oy, as, ag € R tak, aby B = {a1u], agub, azub} bola ortonormélna
béza.

2. N4jdite Fourierov rozvoj prvku = = (1,2, 3) vzhladom na bazu B.
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Priklad. Uk&azte, ze
F' ={1,cost,sint,cos 2t,sin2t,... } = {1} U U {cos kt,sin kt}
k=1

je ortogonélna mnozina v priestore Ly(—m,m) vSetkych integrovatelnych funkcii f: (—7, ) s vnitornym
stcinom (f | g) = [T f(t)g(t) dt a ze

]__7{ 1 cost sint cos2t sin2t cos kt sinkt }
W el E or a T r D
je ortonormdlna mnozina v Lq(—m, )

Definicia. Nech f € Li(—m7, 7). Rozvoj funkcie f podla ortonormalnej mnoziny F sa nazyva Fourierov rad
funkcie f. M4 tvar:

f(t) ~ 0 —I—Zakcosk:t—&—bksmk:t

i cos kt ,smkt_a
Vor o

\/E

pricom podobne ako v konec¢norozmernom pripade plati

(1) - ()

1
I
= (/1 75)
Odtial’ dostaneme

ar = — t)cosktdt, k=0,1,2,... by = — t)sinktdt, k=1,2,3,...
k f() ) y Ly 4y k f() ) 3 4y 9y
o 7).

Definicia. Nech (L, +,-) je nekoneénorozmerny LP s vnitornym si¢inom (u | ) Ortonormdlna mnoZzina
B = (ug, u1,usa, ...} sa nazyva ortonormélna béza, ak plat{ implikdcia Vn =0,1,2,...(u | up) =0 = u=
0.

Aj pre nekone¢nu ortonormélnu mnozinu plati Besselova nerovnost’ a pre ortonormdlnu bézu aj Parsevalova
rovnost. Najprv pripomenieme, ze v linedrnom priestore s normou ||z|| postupnost’ {z, } m4 limitu limz,, = x
prave vtedy ked’ lim,, . ||z — z,| = 0.

Veta. Ak B = {u,}2, je ortonormdlna biza LP (L,+,-), tak pre vietky x € L plati

n

Z x| ug)ug , tJ. lim Hx — Z(l’ | uk)uk” =0.

k=0 k=0

Dokaz. Dokazeme len Besselovu nerovnost’, da sa ukazat’, ze veta je jej dosledkom. Z ortonormadlnosti B
dostaneme

n n

0§(x—Z(x|uk)uk|x—Z(m\uk)uk) (x| x)— Z|x|uk 2:>Z‘($‘Uk)|2§||$|\2

k=0 k=0 k=0

o0
Odtil vyplyva, ze > |(z | ux)|? je konvergentny rad a tiez Besselova nerovnost:

oo
Dl ) < el
k=0

Poznamenajme, ze sme vyuzili len to, ze B je ortonormélna mnozina, teda Besselova nerovnost’ plati aj bez
predpokladu Vn (v | up) =0 = 2z =0.

Priklady. 5.4.1, 5.4.3, 5.4.4, 5.4.13, 5.4.14, 5.4.20
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Gramm-Schmidtov ortogonalizaény proces.

Ak B = {x1,29,...,2,} je linedrne nezdvisld mnozina, tak sa (pomocou algoritmu, ktory sa nazyva
Gramm-Schmidtov ortogonalizacny proces) dé skonstruovat’ ortonormélna mnozina {uy,usg, ..., u,} s vlast-
nossofttou

span{zy, T3, ... 2} = span{ui,ug,... ux} pre vietky k=1,2,...,n.
1. u = ”111”321 (span{z1} = span{uy} je zrejmé).
2. Vektor x5 rozlozime na zlozku v, = auy rovnobeznt s vektorom wu; a zlozku yo kolmt na uy: T2 Y2

To=au +y2 = (z2|u1) =alur |u)+ (y2 | u1) = . b2 = g

Teda dostaneme ys = o — quy = xo — (z2 | u1)uy # 0 pretoze xo ¢ span{x1} = span{u;}. Stadi teraz

zobrat’ ug = m;/g. Zrejme 2o = yo + auy € span{uy, us} a preto plati
{u1,us} je ortonormdlna mnozina a span{uy, us} = span{zy, xa}.

3. Ak sme pre m < n skonStruovali ortonormdlnu mnozinu {uy,us, ..., Uy, }, pre ktort plat{
span{xz1, za,...,xx} = span{us, us,...,ux} pre Vk = 1,2,... m, tak skonstruujeme u,,; podobne, t.j.
41 rozlozime na zlozku vy,41 € span{uy, ug, ..., Uy} a zlozku y,,+1 kolmd na span{uy,us, ..., um}:
Ymt1 = Tmt1 — @1 | u1)ur — (@mg1 | u2)ug — - — (Xg1 | Um )t a definujeme uyyqq = mymﬂ.

Priklad. Gramm-Schmidtov proces aplikujte na x;,xo, x5 € R,
a. 1 = (1,0,0,-1), z2 = (1,2,0,—1), z3 = (3,1,1,-1).
b. z; =(0,0,1,-1), 2o = (0,1,0,—-1), 3 = (1,0,1, —1).

Priklad. Gramm-Schmidtov proces aplikujte na xo(t) = 1, z1(t) = t, z2(t) = t? v C(0,1) so skaldrnym
sti¢inom (z | y) = fol x(t)y(t) dt.

Ortogonalne a unitarne matice.
Najprv si pripomenieme, ze ak A € C™*" tak A* oznaéuje maticu, ktora vznikne z matice A" nahradenfm
vSetkych jej prvkov komplexne zdruzenymi ¢islami.

Definicia. Matica U € C™*" sa nazyva unitdrna, ak U*U = I (I je jednotkova matica).
P € R™™™ nazyva ortogondlna, ak P*P = I.

Zrejme ortogonalna matica sa da povazovat’ za Specidlny pripad unitdrnej matice.
Najprv ukdZzeme, Ze unitdrnou (ortogondlnou) maticou je euklidovskom priestore C™ (R™) dany linedrny
operator, ktory zachovdva vnutorny sicin, teda velkost’ vektorov aj uhly vektorov.

u,v € C"' = (Uu | Uv) = (Uv)*Uu = v*U*Uu = v*(U*V)u = v*Tu = v*u = (u|v).

Pre unitarne matice plati:

Veta. Nasledujice tvrdenia su ekvivalentné.
.U e 0™ je unitdrna matica.

. U mad ortonormdlne stl})ce.

. U mad ortonormdlne riadky.

LUt =Ur.

. NUz|| = ||z|| pre Vo € C™*1

G LW v ~

Na dékaz najprv ukazeme, ze z tvrdenia 5 vyplyva (Uz | Uy) = (x | y) pre vietky z,y € C"*!. Na to si
staéi uvedomit’, ze ||ul|> = (u | u) a overit’ rovnost”

1 : o
(wlv) =7l +yl* = llo = yI* = illiz +y|* +iliz - y|*) Vu,0 €™

Potom pre prvky e;, e; Standardnej bazy priestoru C™*! dostaneme (U,; | Uyj) = (Ue; | Uej) = (ei | €j) =
dij, teda U mé ortonormalne stlpce.
Analogicky pre ortogonélne matice:
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Veta. Nasledujice turdenia si ekvivalentné.
. P € R™™ je ortogon’alna matica.

. P md ortonormdlne stl})ce.

. P md ortonormdlne riadky.

. P1=PT,

. ||Pz|| = ||z|| pre Vz € P>}

Grds Lo o~

Dokaz je skoro rovnaky, vyuzijeme zrejmi rovnost: 4(z | y) = (||lz + y|* — ||z — y||*) pre Va,y € R*L.
Matice ktoré spliaji vlastnost’ 5. sa nazyvaju izometrie (presnejie x — Ax je izometricky linedrny
operétor).

Priklad.
1. Z kapitoly 5.6 (str. 335,336): 5.6.1, 5.6.2, 5.6.3, 5.6.4, 5.6.5
2. Akt hodnotu mo6ze mat’ determinant oprtogonalnej matice?

VLASTNE CISLA A VLASTNE VEKTORY

Pripomenime najprv, ze linedrny operator T': L — L je vzhladom na bazu B = {b;,bs,...,b,} linedrneho
priestoru L uréeny maticou A = [Tz, ktorej stfpce si: A = [Thip, Awa = [Thas, - .. JAwn = [Thy]s
(sdradnice prvku Tb,, vzhladom na béazu B). Nasledujici priklad ukazuje, ze vhodnou volbou bdzy sa dd
matica linedrneho operatora zjednodusit’.

Priklad. Nech linedrny operdtor T: R?> — R? m4 vzhladom na §tandardnt bazu maticu A = [T]s =

(_41 ;) N4jdime jeho maticu vzhladom na bazu B = {b; = (1.4)T, by = (1, _1)T};
-1 1 1 3 3

z:[Tb::(o _2>.
= (" V(L) = () =2 = o= (°
2 4 2)\ 1 2 2 2] B

Matica [Tz je ,,jednoduchsia” ako [T]s by, by st vlastné vektory operdtora T':

Definicia. Nech (L,+,-) je linedrny priestor, T: L — L linedrny operdtor. Nenulovy vektor u € L sa
nazyva vlastny vektor operatora T patriaci k vlastnému c¢islu A € C, ak Tu = Au.

Ak I:' L - L, Iz =z preVa € L, tak Tu = Mu < (T — M)u =0, t.j. A je vlastné ¢islo operatora
T, ak existuje nenulovy prvok z ker(T — AI). V kone¢norozmernom priestore L je T urc¢ené maticou A a
mozeme to napisat’ v maticovom zépise, det(A — AI) = 0. Teda ndjst’ vlastné ¢isla znamend néjst’ korene
polynému det(A—AT). Potom prislusné vlastné vektory sa hladajui ako nenulové riesenie homogénnej sistavy
linedrnych rovnic (A — AI)u = 0.

Oznacenie. Mnozina vSetkych vlastnych &isiel matice A € C™*™ sa nazyva spektrum matice A a oznacuje

o(A).
Priklad. Najdite vlastné ¢isla a vlastné vektory matice A
2 0 —-14 12 1 0 1 2 1 -2
a)A= (1 2) b) A= (—20 17) ¢) A= (6 —1) 4 4= (4 —1) ¢) A= (5 —1>
Teraz pripomenieme zakladné fakty o polynémoch.
Polynémy (mnohocleny).

Definicia. Nech ag,aq,...,a, € R (€ C). Zobrazenie, ktoré kazdému = € R (x € C) priradi ¢islo
f(@) = anz" + an 12"+ +arz+ag

sa nazyva polyném nad polom R (C) s koeficientami ag, ay, ..., ap.
Ak a, # 0, tak sa n nazyva stuperi polynému f; ak ag = a1 = --- = a,, = 0, tak hovorime, ze f m& stupen
—00. Stupen polynému f oznacujeme deg f.

Veta. Nech f,g su polyndmy. Potom deg(f - g) = deg f + degg.
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Veta (o jednoznaénosti koeficientov). Nech f(x) = a 2™ + ap_12" 1 + -+ a12 + ag, g(v) = bpa™ +
by12™ 4 oo+ by + by st polynémy nad R (C), an, # 0, by, # 0. Ak pre Vo € R (Vo € C) plati
f(z) =g(x), takm=mn, ap =by, a1 =b1, ..., ap = by,

Definicia. Cislo ¢ € C' sa nazyva koreii polynému f, ak f(c) = 0.
Zakladna veta algebry. Kazdy polynom f nad C, deg f > 1 md aspori jeden koren c € C.

Poznamenajme, Ze polyném nad R nemusf mat’ v realny koreii (napr. f(z) = 22 + 1).
Polyném stupiia n je jednoznaéne uréeny svojimi koeficientami (n+ 1 ¢isel). Z nasledujicej vety vyplyva,
ze polyném je urceny jednoznacne koeficientom a,, a svojimi korenmi.

Veta o deleni f(z): (x —¢). Nech f je polyném nad C a nech ¢ € C. Potom zvySok po deleni polynému f
polynémom (x — ¢) je f(c) (hodnota polynému f v bode c).

Désledok. Ak ¢ je koreri polynému f(x), tak sa dd f(z) : (x — ¢) delit’ bezo zvysku.

Teraz odvodim Hornerovu schému (algoritmus na delenie polynému f(z) polynémom (x — ¢) a vypocet
hodnoty f(c)). Kvoli jednoduchosti zoberme deg f = 3, podiel f(z) : (z — ¢) je polyném stupna 2 a zvySok
je ¢islo f(c) (pre deg f > 3 by to bolo podobné):

flz) = asz® + asx® + a1z + ag = (x—c)(ng2 +bix+bo)+ f(c), ag #0.

Vynasobenim na pravej strane dotaneme:

by = by =
f(z) =azz® + apx® + a1z +agp 2T 24
3 9 blfcb2:a2 b1:a2+6b2
=box® + b1x° + box - —
) ) ) bo — cb1 = aq bo = a1 + cby
mebrt b= cho ¥ 1O g by =by  f(e) = cbo+bo
Tieto vypocty zapiSeme do tabulky (Hornerovej schémy): as as ai  ag

cby cby cby

& b2 bl bo f(C

Priklad. Pomocou Hornerovej schémy vypoéitajme f(z) = 2z* + 22 — 2z +1: (z — 1) a hodnotu f(1).
2 01 -11

2 2 -3 2 Dostali sme 224 + 2% — 2 + 1 = (x — 1)(223 + 222 + 32 + 2) + 3,
1223 23  fuy=s3

Definicia. Polyném f nad R (nad C) stpna aspon 1 sa nazyva ireducibilny, ak neexistuju polynémy fi, fa,
deg f1 > 1, deg fo > 1 také, ze f(z) = fi(x) - fa(x) (f sa nedd napisat’ ako sucin dvoch nekonstantnych
polynémov).

Zo zakladnej vety algebry vyplyva, ze polyném f nad C je ireducibilny len ak deg f = 1. Z nasledujicej
vety vyplyva, Ze ze polyném f nad R moze byt ireducibilny len ak deg f = 1 alebo deg f = 2 (na dokaz si staci

uvedomit), ze f(c) =0 = f(c) = f(¢) =0 aze [x—(a+ib)][r—(a—ib)] = (x —a)? +b* = 2% —2ax +a’® +b?
je polyném nad R).

Veta. Nech ag,ay,...,a, € R a nech je c=a—+1ib (a,b € R) koreriom polynému f(x) =

AT+ ap 12" L+ ayx+ag. Potom aj komplezne zdruzené ¢islo ¢ = a —ib je koreriom polynému f(z).
Vidno, 7e kazdy polyném f(z) = a,a™ +a,_ 12" 1+ +a1x+ag, a, # 0, n € N sa da rozlozit' na stéin

ireducibilnych polynémov:

a) nad C:

f(@)=an(z—c1)" (x —c2)5 ... (x — cp)¥, m €N,

€1,C2, ..., Cm € C s korene polynému f, k1, ko, ..., ky, su ich ndsobnosti (k1 + ko + -+ + k,, = n).
b) nad R:

f(@)=an(z —c) (. —c)? ... (x — )P (2® + pre+q)™ ... (22 + pyx + ¢)",

(ki +ka+ - +ko)+2(n1+na+-+n.)=n,p?—4¢; <0,i=1,2,...,r.
Definicia. Cislo ¢ je koren ndsobnosti k € N polynému f, ak f(x) = (z — c)*g(x), g je polyném, pre ktory
g(c) # 0.

Vseobecne neexistuje vzorec na vypocet korenov polynému f, deg f > 4. Ak mé polyném f celo¢iselné
koeficienty, tak mozeme ndjst’ vietky jeho raciondlne korene (alebo rozhodnut’, Ze nemd racionélne korene):
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Veta. Nech ay,a1,...,0, € Z, a, #0. Nechp € Z, q € N a zlomok % sa nedd kratit. Ak je c = % koreniom
polynomu f(z) = apa™ + an_12" " +...a17 + ag, tak je ¢islo p delitelom éisla ag a éislo q delitelom a,,.

Priklad. Najdite rozklad na irecubilné polynémy nad R a nad C":
a. fz)=a2*+1 b fz)=25+8 ¢ f(x)=22*+T2>+62> +72—6
d. f(z) =227 —132° +62° + 132 — 1823 +292% — 222+ 3 e. f(z) =32®+5x*+ 1023+ 1422 + 32— 3
f. f(x) = 32° + 5z* + 1023 + 1422 + 32 — 3

Maticu A € C™*"™ mo6zeme dosadzovat’ do polynému s komplexnymi koeficientami podla nasledujuicich
pravidiel:

A° = I,, (jednotkovéd matica), A = A, A*1 = AAF.

Definicia. Nech matica A € C"*™.
1. pa(A) = det(A — XI) sa nazyva charakteristicky polyném matice A.
2. Nenulovy polyném m4()\) sa nazyva minimélny polyném matice A, ak
a. ma(A) = O0pxn-
b. Ak p je polyném, pre ktory p(A) = 0y xn, tak ma(A) je delitelom p(N).

Teda m4(A) je polyném najmensieho stupna, ktorého hodnota v A je nulovd matica.

Veta. Nech A € C"*™. Potom

1. X € C je vlastné ¢islo matice A, vtedy a len vtedy, ked’ je koreriom jej charkateristického polynomu.
2. X € C je vlastné éislo matice A, vtedy a len vtedy, ked’ je koreriom jej minimdlneho polynomu.

3. (Cayley-Hamiltonova veta) Ak p(\) je charakteristicky polyndm matice A, tak p(A) = Opxn.

4. Minimdlny polyném matice A € C™*"™ je delitelom jej charakteristického polynému.

Doékaz. Tvrdenie 1 sme uz dokazali.
2. Ak m(\) = (A= A)Fr (A= X2)*2 ... (A= A\ )*™ je kanonicky rozklad minimélneho polynému matice A,
tak

Onxcn = m(A) = (A = M) (A= AgD)F2 - (A = A, D)Fm

Pre kazdé : = 1,2,...,m je polyném f(A) = m(A)/(A — \;) mensicho stupna ako m(\), preto B = f(A) #
Onxn. Teda ak by bola matica (A — A\;I) reguldrna, tak by

Opxn = (A= NI)B = (A= NI) "0pxn =B =0.

Matica B je ale nenulové, preto neexistuje (4 — \;I1)~!, teda \; je vlastné ¢fslo matice A. Uk4zali sme, Ze
kazdy koren minimdalneho polynému je vlastné ¢islo matice A.

Naopak, ak by vlastné ¢fslo p matice A nebolo koreiom minimédlneho polynému m(\) matice A, tak
m(A) = (A — w)g(A) +r, kde r = m(u)r # 0. Potom by pre vlastny vektor a patriaci k vlastnému éislu p
platilo

m(A)b = [(A — uD)g(A) + r1]b = g(A)((A— pI)b+rb = rb # 01

To je v spore s tym, ze m(A) = Opxn.-
Zvysné dve tvrdenia vety si zrejmym dosledkom 2. tvrdenia.

Poznamenajme este, ze z predchadzajicej vety vyplyva, Ze korene minimélneho polynému a charakteri-
stického polynému matice A su tie isté, v minimalnom polynéme mo6zu mat’ mensiu nasobnost’.

Podobnost’ matic, Jordanov tvar matice.

Teraz sa budeme zaoberat’ podmienkami, za ktorych matice A, B € C™*"™ st maticami toho istého
linedrneho operdtora T (pri roznych bézach). Presnejsie kedy existuji bdzy B = {b1,bs,...,b,}, D =
{di,da,...,d,} také, ze A = [T)g, B = [T]p. Pripomeiime, stipce matice A st potom A, = [Tz,
k=1,2,...,n.

Hlavn4 otdzka bude pri akej bdze bude matica [Tz ,,najjednoduchsia”.

Definicia. Matice A, B € C™*" sa nazyvajui podobné, ak 3 reguldrna matica P, pre ktori B = P~1AP.
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1 —4—-4

Priklad. Dana je matica A = 8 —11 —8 |. Povazujme A za maticu linedrneho operdtora T': C3 — O3
-8 8 5

vzhl'adom na Standardnid bazu S. Matica A mé vlastné ¢éisla Ay = 1, Ay 3 = —3. Pre tdto maticu vieme

najst bazu C3*! pozostavajiicu z jej vlastnych vektorov: D = {d;,ds,d3}, d; = (1,2,-2)" (Ad; = d;),
dy=(1,1,0)7,ds = (1,0,1) T (Ady = —3d2, Ad3 = —3d3).

1 1 1
Zoberme P=(d; ds d3)=| 2 1 0] (Pa =di, P2 =da, Pis =d3), teda P = [I|ps, preto
-2 0 1

P~! = [I]sp. A lahko sa presvedéime, 7e

1-1-1 1-1-1 11 1 100
[Tlp = [[sp[T)s[llps = P*AP=| -2 3 2 |AP=| 6-9—6 21 0)=(0-3 0
2-2-1 6 6 3/ \-20 1 0 0-3

Teda matica operatora T' vzhladom na bazu pozostavajicu z vlastnych ¢isel operdtora T je diagonélna.

Veta. Matice A, B € C™ ™ si podobné prdve vtedy, ked’ st maticami toho istého operdtora T: C™ — C™,
t.j. ked existuji bazy B, D také, ze A =[T|g, B=[T|p.

Ako urobit’ doékaz vidiet' z predchédzajiceho prikladu: Ak st matice podobné A = PBP~!, tak mat-
ica A je vzhladom na standardnd bazu maticou toho istého operatora ako matica B vzhladom na bazu
{P.1, P.2,..., Pip}. Naopak, ak A = [T|g, B = [T]p, tak pre P = [I|sp plati A = P"1BP.

Vidiet, ze na ndjdenie bazy, pri ktorej je matica daného operatora jednoduchéd je potrebné poznat’
strukturu jeho vlastnych vektorov. V predchadzajicom priklade sme nasli bazu posoztavajicu z vlastnych
1
1

vlastny podpriestor je len jednorozmerny.

vektorov. Pre maticu A = ( (1)) sa ndm to nepodari. Ma len jedno vlastné ¢islo a k nemu prislusny
Definicia. Matica A € C™*™ sa nazyva diagonalizovatelna, ak je podobna diagondlnej matici.
Zrejme plati nasledujuce tvrdenie:

Veta. Matica A € C™ " je diagonalizovatelnd prdve vtedy, ked’ existuje bdza priestoru C™*1 pozostdvajiica
z vlastnijch vektorov matice A.

Definicia. Nech A € C™*". Polyném pa()\) = det(A — A\I,,)sa nazyva charakteristicky polyném matice A.

Pripomenime, ze A € C je vlastné ¢islo matice A € C™*" vtedy a len vtedy, ked A je korenom jej
charakteristického polynému pa(\). Vieme, ze degpa()\) = n, mé teda najviac n réznych korenov (ak ich
mé n, v tom pripade maju vSetky ndsobnost’ 1 a matica je diagonalizovatelna. Vyplyva to z nasledujicej
vety:

Veta. Viastné vektory ey, e, . .. e, prislichagice k po dvoch réznym vlastnym éislam A1, A, ..., An, operdtora
T: L — L su linedrne nezdvislé.

Dokaz. Vetu dokdzeme matematickou indukciou.

1. Ak n =1 tak je veta pravdiva, lebo vlastny vektor e; je nenulovy a teda mnozina {e; } linedrne nezdvisla.

2. Predpokladajme, ze veta plati pre n vektorov a nech eq,ea, ..., en,en11 su vlastné vektory prislichajice
k po dvoch réznym vlastnym ¢éislam Aj, Ao, ..., Ay, Apg1. Potom vieme, Ze mnozina {ej,es,...e,} je
linedrne nezdvisla. Ak o, =0, tak

0=aqaie; +agea+ -+ apey +ptint1 =11 +2e2+ -+ ape, = 0= =ag=--=aqy,
Ak apy1 # 0, tak
aier +ages + -+ apen + appienpr =0 = eni1 = frer + Paea + .. Buen,

kde O = — =2tk =1,2,...,n. Teraz

Qn 41 ’

Tens1 = piTer + BoTes +...8,Te, =Biher  +B2hea + .. 4 Bpulne,
Teni1 = Any1€nt1 = Ant1(B1e1 + Baea + -+ + Bren) = Brrnt1e1 + Badnyiea + ... + Bndntien
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Z linedrnej nezédvislosti mnoziny {eq, es, ..., e,} dostaneme (odé¢itanim predchddzajicich rovnosti):

0= ﬁl (>\1 - )\n+1) el + 52 ()\2 - )\nJrl) es + - +/8n ()\n - )\n+1) €n
—_——— —_—— —_———

#0 #0 #0
- Ozﬁl<>\1_)\n+1):ﬁZ()\Z_)\nJrl) ::ﬁn()\n_)\nJrl)
Pretoze vlastné ¢isla A\, st po dvoch rozne, dostavame 0 =31 = o =--- =03, = 0=a1=ay =--- =

ay,. Potom ale mame
are; +ages + - Fapen Faptibnr1 =0 = aptien1 =0 = au41 =0.

To je vsak spor s nasim predpokladom, ze ay, 11 # 0 a veta je dokdzan4.

V pripade, Ze matica nie je diagonalizovatelnd, ,,najjednoduchsia” k nej podobnd matica je tzv. Jordanova
forma matice.

Definicia. Matica Ji(\) = (a;5) € C*** sa nazyva Jordanov blok, ak a; = ApreVi=1,2,...k, aj11,; =1
prevVi=1,2...,k—1.

Priklad. Nech B = {b1, b3, b3} je béza linedrneho priestoru L. Nech linedrny operdtor N: L — L je urceny
vztahmi

Nby =ba, Nby =bs, Nbs=0.
Lahko sa ukéze, ze N2 # 0, N3 = 0 a jeho matica je

000
Ns=|1 0 0| =J50).
01 0

Teda matica operatora N vzhladom k béze B je Jordanov blok a bazové prvky maji vlastnost: N*b = 0
pre nejaké k € N.

Definicia. Nech A € C™*", X\ € C. Nenulovy vektor e € C™*! sa nazyva zovieobecneny vlastny vektor
matice (operdtora) A patriaci k vlastnému ¢islu A, ak existuje m € N, pre ktoré (A — AI)™e = 0.

Mnozinu E = {f1, fo,..., fr} C C™*™ nazyvame retazec zovseobecnenych vlastnych vektorov matice A,
ak

1. f1 ¢ ran A (ran A znamend obor hodndt operatora A, t.j. ran A = span{A.1, A.a,..., Awn})

2. (A= XD)fy = foe1, Vp=1,2,.. k—1.

3. Afk = Afi, fx #0.

Nasledujica veta sa da jednoducho dokézat’ matematickopu indukciou pomocou vztahu:

(A=A (arfi+agfo+ - +apfi) =a1fo+asfs+ -+ ap_1fk-
Veta. Nech A € C™*". KaZdy retazec zovseobecnenych vlastnijch vektorov matice A je linedrne nezdvisld
mnozina.

Jordanov tvar nilpotentnej matice.
Nech 0,4 oznacuje nulovi maticu z CP*49,

Definicia. Matica A € C™*" sa nazyva nilpotentnd radu k € N, ak A* = 0,,p,. A1 #£ 0.

D4 sa ukézat, ze pre nilpotentni maticu A € C"™*" rddu k, pre ktort dimker A = p existuje p retazcov

Ey, Es,..., E, zovieobecnenych vlastnych vektorov matice A patricich k (jedinému) vlastnému ¢islu matice
A, A=0.

El = {flhfl??"'aflkl}u E2 = {f217f227'--7f2k2}7"'5 Ep = {fpl?fp27"'7fpkp}7

tak, Ze k =k > ko > - >k, ki +kao+---+k,=naEUE,U---UE, je bdza priestoru C". Hlavnu
myslienku dokazu ukdzeme na priklade troch retazcov. Nech

E= {61762763}7 F= {f17f27f3}, G = {91792}'
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Ukéazeme, ze mnozina EU F'UG je linedrne nezavisla vtedy a len vtedy, ked’ je mnozina vlastnych vektorov
{es, f3, g2} linedrne nezévisla: Ak je {es, f3, g2} linedrne z&visla, tak je linedrne z&visld aj mnozina EUFUG D
{es, f3, 92}, predpokladajme teda, ze {es, f5,92} je linedrne nezavisla a existuju ¢isla ay, as, as; B, B2, O3,
Y1, Y2, pre ktoré

ajer + agep + azez + B1f1 + Bafo + B3f3 + 7191 + 7292 = 0.

Potom

A%(arer + agen + ases + Bufi + Bafa + Bafs + 7191 +7202) = ares + Bifs =0 = ax =1 =0
= agex +azez + Bafo + B3fz + 7191 + 7292 =0,
= A(ages + azes + Bofo+ B3 f3 + 7191 +7292) = ases + fafs + 7192 =0 = g = o =71 =0.
= azes+03f3+7202=0 = az3=0F3=72=0.

Tym sme naSe tvrdenie dokazali.

Veta. Nech A je nilpotentnd matica rddu k o dimker A = p. Potom ezistuji ki, k2, ...,k € N, pre ktoré
plati k =k1 > ko> - > ky, ki +ka+---+kp =n a matica A je podobnd blokovo diagondlnej matici

Jkl (0) Okl Xko o+ 0k1 xkp

Okyxkey iy (0) . 0k2><kp
J = ) )

Okpxlcl Ok,,xlcz . Jkp (0)

Dékaz. Ak A je matica linedrneho operatora T' vzhladom na Standardnd bazu, tak matica J je matica
linearneho operatora T' vzhladom na bazu tvorent vyssie popisanymi p retazcami zovSeobecnenych vlastnych
vektorov matice A

2 -1 0
Priklad. N&jdite Jordanov tvar nilpotentnej matice A= | 4 -2 0
4 -2 0
2—A -1 0
Charakteristicky polyném matice A je pa(A)=| 4  —=2—-X 0 |=-=A(2-N)(=2-X) +4] = =3
4 -2 —-A

Teda 0(A) = {0} a matica A je nilpotentna (presvedéte sa, ze A? = 03x3.
Najprv hladdme vlastné vektory:

2 -1 0 2 -1 0 1 0
4 =2 0] ~[0 0 0| = e=s|2]|+t[0]|, V(st)eC?(st)+#(0,0).
4 =2 0 0 0 0 0 1

Existuju teda dve linedrne nezavislé vlastné vektory, baza vzhladom ku ktorej bude mat’ matica Jordanov
tvar pozostava z dvoch retazcov zovseobecnenych vlastnych vektorov. Najprv hladame vlastny vektor es,
ku ktorému existuje e; # 03x1 také, ze Ae; = eg (sticasne hladdme aj e, teda rieSime sistavu rovnfc7 ktorej
roz§irend matica je

2 -1 0| s 2 -1 0 s 1 0
4 -2 0] 2s|~|0 0 O 0 pre (s,t) = (1,2) dostaneme e = [ 2 |, e = [ —1
4 =2 0] t 0 0 O0]t—2s 2 0

Na volbu zovseobecneného vlastného vektora e; bolo nekonecéne vela moznosti. Za es zvolime taky vlastny
vektor, ktory nie je ndsobkom ey, napr. pre (s,t) = (0,1) dostaneme e = (0,0,1)T. Ak teraz zvolime
maticu P tak, ze jej stlpce si P,; = e1, Piy = €3, P,3 = e3, tak dostaneme

00 0
A=PJP', kde J=[1 0 0 :(JQ(O) 02“).
00 0 O1x2  J1(0)

Bez dokazu teraz uvedieme vetu o Jordanovom tvare vSeobecnej matice A € C™*™.
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Veta. Nech A € C"*", ktorej charakteristicky polynom md kanonicki faktorizdciu
PAA) = (=)A= A1) (A=) (A= Ap)TP

Potom je A podobnd blokovo diagondlnej matici

Jl Omlxmg Omlxmp
0m2Xm1 J2 Om2><mp
J =
Omp Xmq Omp Xmo J])

Kde J; — M je Jordanov tvar nilpotentnej matice (linedrneho operdtora (A — NI )| ker(A — X\;)™i ).

Poznamenajme, ze J; je Jordanov tvar matice, ktord ma jediné vlastné ¢islo \; a je tvaru

Jkil ()‘2) Okivsckin -+ Oy sk,
Okiz x ki1 J/Ciz ()‘Z) ce Okiz XkKim
Okimxkin Okimxkiz o Tk (Ai)

kde k; = ki1 > ko > -+ > kim, ki1 +kio+- - -+kipn = m;. Teda Jordanov tvar matice A je blokovo diagonalna
matica, ktord ma na diagonale Jordanove bloky patriace k vlastnym ¢islam matice A. Pocet blokov patriacich
k vlastnému éfslu A; je dimker(A — \;I), teda poctu linedrne nezévislych vlastnych vektorov patriacich k A;.
Toto ¢islo sa nazyva geometrickd ndsobnost’vlastného ¢isla A; a je vzdy mensie alebo rovné m; (algebraickej
ndsobnosti \; ako korefnia charakteristického polynému matice A).

Pripomenme uz dokazanu vetu:

Cayley-Hamiltonova veta.
Nech p(\) je charakteristicky polyndm matice A € C™*™. Potom p(A) = Opxn.

Veta. Nech p(A) = (—1)"(A— A1) (A= A2)™2 ... (A= A,)™* je charakteristicky polyném matice A € C™*™
a nech k; (i =1,2...,p) je rozmer najvicsicho Jordanovho bloku matice A patriaceho ku vlastnému cislu
Ai. Potom minimdlny polyndm matice A je

mA) = (A =AM (A= A)F2 (A=)

Caley-Hamiltonovu aj predchadzajicu vetu stac¢i dokédzat’ pre Jordanov tvar matice, lebo miniméalny aj
charakteristicky polyném sa podobnostou zachovava, staéi si uvedomit’, ze det(P~1AP) = det A a ze

A=PBP' = A*=PB(P'P)BP™!'=PB*P!
— f(A) = Pf(B)P™! preV polynémy f,

Priklad. Urcte Jordanov tvar J a minimdalny polyném matice A. N&jdite regularnu maticu P, pre ktoru

A=PJP
12 1 -2 -1 -1
a. A= 1 1-11, [J3(2)] b. A= 3 2 3|, 2= ®Ji(-1)]
-2 3 4 -2 -2 -3
6 -7 4 2 -1 2
c. A=1|1-2 -1, [J2(-1) ® J1(10)] d A= 5 -3 3|, [Js(-1)]
6 —6 —4 -1 0 -2
6 -5 —3 4 -5 2
e. A=13 -2 =2, [J201)® J1(2)] f.A=|5-=7 3], [J2000® Ji1(1)]
2-2 0 6 —9 4
1 0 2-1 1-1 0 O
cac (0002 e was (;, D0 0) o
2 -1-1 2 4 -1 3 -3
15 28 —7 (1) (1) Z :;
i. A= -6 =11 3 |, [J1(0) ® J1(0) ® J1(2)] j A= 91 o 1] [J3(1) @ J1(1)]
2. 40 2 -1 -1 2
1 -1 -1 1 2 -2-1 3
k. A= _} _51) 1} il% J @ en12)en(12)] 1 A= 8 :i é i , [J1(3) @ J3(2)
-1 3 -1 9 0-1-2-1
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Maticové normy.

Definicia. Funkcia || - || z mnoziny vSetkych komplexnych matic do R sa nazyva maticovd norma, ak
1. |Al >0 aplati |J4|=0 < A=0.
2. ||aAll = |a| - ||A|| pre Ya € C.
3. |A+ B < ||A|| + || B]| pre V matice A, B € C™*™
4. |ABJ| < ||A|l - || B]|, pre ¥ A, B, pre ktoré 3 AB.

Priklad. Frobeniova norma matice A = (a;;) € C"™*" je |[|Allr =

n
Definicia. Nech B = (b;;) € C™*". Potom sa ¢islo trace A = ) a;; nazyva stopa matice A.

Jj=1
Veta. Ak A € C™ ", tak | Al|% = trace(A* A).
Dékaz. Oznatme A*A = B = (b;;). Potom
bij =Y @ =Y lai[> = trace ATA =" "bj; => > ay[* = |All7.
i=1 i=1 j=1 j=1i=1

Veta (vlastnosti stopy).
1. Nech (A1, Aa, ..., \,) je n-tica vietkych vlastnych cisiel matice A € C™*™ (k-ndsobné vlstné ¢isla sa v nej
vyskytuji k-krdt). Potom trace(A) = Y \;
i=1
2. Ak si matice A, B podobné, tak trace(A) = trace(B).
3. A,B e """ = trace(AB) = trace(BA)

Dékaz. Tvrdenie 3 sa dd dokdzat’ priamym vypoctom, tvrdenie 2 vyplyva z tvrdenia 1 (spektrum podobnych
matic (vratane nasobnosti) je zhodné. Staci teda dokédzat’ prvé tvrdenie:
Pripomenieme (kapitola 6.1), ze pre A = (a;;) € C™™" je det(4) = > o(p)aip,asp, ---anp,, kde p

P
prebieha vsetky permutdcie mnoziny {1,2,...,n} a o(p) = %1 je parita permutdcie p. Vo v8etkych stc¢inoch
Q1p,G2p, - - - Anp,, je z kazdého riadku a z kazdého stlpca matice A presne jeden prvok. Ak p; = i pre

Vi=1,2,...,n, tak aip, azp, ... anp, obsahuje vSetky prvky a;; hlavnej diagondly matice A, ak p; = j # ¢
pre niektoré i, tak p; # 7, teda aip,aap, - .. anp, obsahuje najviac n — 2 prvkov hlavnej diagonaly. Preto
existuje polyném f;(A) stupna deg f < n — 2, pre ktory

pa(A) =det(A —AI) = f(N) + (a11 = A)(a22 = A) ... (@ — A) = f(N)+
+ [(71)77,)\71 + (71)7171(0111 +ago + -+ ann)/\n71 + -+ (a11a22 . ann)} .

Podobne z kanonického rozkladu charakteristického polyn’omu dostaneme:
paAN) = (D" A=A =) ... A=A = (=D"[A" = M+ Ao+ -+ X)L
Porovnanim koeficientov pri mocnine A*~! dostédvame

M4+ + Ay = a1 +az + -+ app = trace(A) .

Definicia. Nech || - || je norma na C™*!. Potom sa maticovd norma
[A[l = max | Az|
llzll=1

nazyva maticova (operatorovd) norma indukovana vektorovou normou || - ||.

Priklad. Ukazte, ze pre indukovanti maticovi normu plati

|All = min{K > 0: ||Az|| < K|z pre Vo € C™*'}.
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Priklad. Ukdzte, ze pre euklidovskd normu || - |2 na C™*?! plat{
lAz||2 < ||AllF||x]l2 (t.j. Frobeniova norma je kompatibilnd s euklidovskou),

ale ||Al|F nie je indukovand normou || - ||o.
Névod. na dokaz nerovnosti staci vhodne pouzit’' CBS nerovnost. Potom treba najst’ konkrétnu maticu A € C2*2 tak, aby

max|z| =1 [|Azll2 < ||AllF.
Priklad. Na C™*" nijdite maticové normy indukované normou na C™**

n
a |zl = 3 [ b [|z]lec = max{|z1], [za],..., [zn]}
i=1

Nasledujicu vetu uvediem bez dokazu.

Veta (spectral radius formula). Pre kaZdi maticovi normu na C™ " existuje vlastnd limita

p(A) = lim [|[A"|*  a plati p(A) = max{|A|: A € o(A)}.

Definicia. Nezdporné &islo p(A) = max{|A|: A € 0(A)} sa nazyva spektralny polomer matice (linedrneho
operdtora) A.

A" < A" = lim ||A"||'/™ = p(A) < ||A|| (dokazte tiito nerovnost’ bez pouzitia vzorca na vypocet
spektralneho polomeru).

Normalne, hermitovské a symetrické matice.

Definicia. A € C™*™ sa nazyva normdlna matica, ak A*A = AA*. Ak A* = A, tak sa A nazyva hermitovskd
(samoadjungovans). Redlna matica A je hermitovskd prave vtedy, ked je symetricka, t.j. A= AT.

V tejto kapitole bude || - || znamenat’ euklidovski normu vektora v C™ a od nej odvodent normu matice
A € C™ ™ a budeme pouzivat’ skaldrny sic¢in (z | y) = > p_, zx¥r (z,y € C™).
Veta. Ak A € C™" je normdlna matica a x € C"*1, tak ||Az| = ||A*z||. Ak = je viastny vektor matice A
patriaci k vlastnému ¢islu A, tak = je aj vlastny vektor matice A* a k nemu prislusné vlastné cislo je .
Dékaz. Pripomevnme, ze (Az | y) = (z | A*y). Potom
L. ||Az|? = (Az | Az) = (2 | A*Az) = (v | AA*z) = (A*x | A*z) = ||A*2|]?, teda ||Az|| = [|A*z.
2. Platf (A— AI)* = A* =X, preto (A — AI)*(A— ) = (A* = XI)(A— ) = A*A— A"\ = XA+ XIAT =
= AA* = MA* = XA+ D = (A= M)(A - AD)*, t.j. (A— M) je normélna matica. Druhé tvrdenie vety
teraz vyplyva z prvého:

(A-A)z=0 = [[(A—\)z||=0 = [[(A—A)*z||=0 = (A" =Nz =0.

Veta. Viastné vektory normdlnej matice patriace k roznym vilastnym cislam siu na seba kolmé.
Dékaz. Ak X\ # p a Az = Az, Ay = py, tak

(Az |y) = (x| y) = Ax | y)

(Az [y) = (x| A%) = (¢ | py) = p(x [ y)
t.j. x,y si na seba kolmé.

Veta. Pre kazdi maticu A € C™*™ plati:

= A=p]y) =0 = (z]|y) =0,

|A*Al = || A]1?
Dékaz. Pre x = (x1,2,...,Ty) oznaéme T = (T1, Tz, ..., Tn). Zrejme plati ||z =1 < ||T|| = 1, odtial:
|4 = (A )| = =T Al = (=" A)T|| = [|Az]| = [[A*[| = ||A].

Z (CBS) nerovnosti dostdvame: ||Az|? = (Az | Az) = (A*Az | ) < ||A*Az||||z]| < ||A*All|lz)? =
[Az]| < VA Alllz]| = Al < VI[A*A]l. Teda [|A]* < [|A*A]l < [|A][|A] = [[A]* = [|A]* = [[A*A].
Veta. Ak A € C™*™ je normdlna matica, tak p(A) = ||A]l.

Doékaz. Pre kazdy vektor z je ||A*Ax|| = ||A(Az)|| = ||A%z| = ||A?|| = ||A*A||. Spolu s predchadzajtcou
vetou dostdvame odtial ||A2%|| = ||A||®. Pretoze aj A? je normalna matica, plat{ [|(4%)?| = || A?|]? = ||A||* a
zrejme tiez

k k ko 1 . my L . ko1
1A% = A" = A7 = Al = p(4) = Tim [[A™]= = lim [|A% ]2 = || A].
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Désledok. Pre kazdi maticu A € C™*™ je matica A* A hermitovskd a teda aj normdlna. Preto plati

IA]? = [ A" Al = p(A*4) = ||Al| = /p(A*A).
Navyse vlastné ¢isla matice A*A s nezdporné redlne ¢isla, a plati

Al = [|A*]| = max{V/X: X\ € o(A*A)}.

Dékaz. dokdzeme, ze o(A*A) C (0, 00):
Aeco(A*A) a|lz|| =1, A*Axz = dx, tak A=Az | z) = Az | ) = (A* Az | z) = (Az | Az) > 0.

Definicia. Ak A € C"*" 0 # X € o(A*A), tak VX je singuldrne ¢islo matice A.

Ak je matica A € C™*™ normélna a plati A%z = 0, tak
A(Ar) =0 = A*Ar =0 = ||Az||? = (Az | Azx) = (z | A*Az) =0 = Az =0.

Teda pre normdlnu maticu A a A € o(A) neexistuji zovseobecneneé vlastné vektory. Preto su vetky bloky
jej Jordanovho tvaru jednorozmerné a dostévame:

Veta. KazZdd normdlna matica je diagonalizovatelnd.

Definicia. Matice A, B € C™*" sa nazyvaji unitarne podobné, ak existuje unitdrna matica U, pre ktoru
B =UAU*.

Veta. KazZdd normdlna matica A € C™*™ je unitdrne podobnd diagondlnej matici.

Doékaz. Vieme, 7e existuje baza B = {by,bs...,b,} priestoru C"*! zlozend z vlastnych vektorov matice A.
Vlastné vektory prislichajice k réznym vlastnym ¢islam si na seba kolmé. Pomocou Gram-Schmidtovho
procesu sa béza B zmen{ na ortonormdlnu bizu {ej,es...,e,} zlozeni z vlastnych vektorov matice A.
Ak U, = ey, Uyy = €9, ... , Uy, = €, a D je diagonalna matica, pre ktoru d;; je vlastné ¢islo matice A
prislichajice k vlatnému vektoru e;, tak U*U = UU* = I a plati: A =UDU*.

Ak je matica A € C™*™ diagonalizovatelna, tak existuje baza B = {e1, ea, ..., e, } priestoru C"*! zlozen4 z
vlastnych vektorov matice A. Nech A\; € 0(A) mé ndsobnost' ki, e1, ea,... e, € ker(A—A1) (t.j. Ae; = Aie;,
Vji=1,2,... k) alinedrny operdtor P;: C"*! — C"*! je definovany vztahom P; (z1e1+2oea+- - +Tpe,) =
x1€1 + xoeg + - -+ Tg, ek, . Nech 0(A) = {A\1,A2,..., A} anech Py, P3, ... P, skonstruované podobne pre
ostatné vlastné &fsla matice A. Potom pre Vi =1,2,...,m a V& € C™*! plati:

P?=P,i#j = PP;j=0,P+Py+---+ P, =1, APix = \;Piz, a teda

A:)\lpl+)\2P2+"'+)\7np7n'

Predchédzajici vyraz sa nazyva spektralny rozklad diagonalizovatelnej matice A. V pripade, Ze je matica
A normadlna, tak plati navyse P} = P; (t.j. (Pix | y) = (z | Py)) pre Vi = 1,2,...,m a P; sa nazyvaji

ortogondlne projektory na ker(A — \;I).

Priklad.
2-1 2

1. Najdite unitdrnu maticu U a diagondlnu maticu D, pre ktorda plati A= | -1 2 2 | =UDU*.
2 2-1

2. Nech ||A]|p, znamend Frobéniovu normu matice A € C™*™ a || A||, znamend normu matice A indukovand
vektorovou normou ||z{l, = (Jz1|? + |w2|P + -+ + |2,|P)/P). Rozhodnite, ¢ je matica A normalna,
samoadjungovand alebo symetrickd a vypocitajte ||Allr, ||All1, ||A|l2 a spektrélny polomer p(A), ak
a. A= <(2) g) b. A= (; _;> c. A= (__212 2{) d. A= (_; ;) e. A je matica z prikl. 1

Symetrické matice a kvadratické formy.

Doélezitym §pecidlnym pripadom samoadjungovanej matice je A € R™*™ takd, ze AT = A. Oznaéme

(A1, A2, ..., Ap) n-ticu vlastnych ¢isel matice A (vratane algebraickych ndsobnosti). Pripomenme, ze

(1) AT = A <= 3 ortogondlna matica P € R"*" a diagondlna matica D = diag(A1, Az, ..., \,), pre
ktoré A= PDP".
(2) AT=A = o(A) CR.
Podobné tvrdenia platia aj pre A € C"*™ ak A* = A.
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Veta. Nech Ay > A --- > X\, st vlastné ¢isla hermitovskej (redlnej symetrickej) matice A € C™*™ (A =
AT € R™"). Potom

A1 = max x"Ax, Ap = min x*Ax.
lIx[l2=1 lIx[l2=1

Dékaz. Matica A sa dé napisat’ v tvare A = UDU, kde D = diag(A1,A ..., A,) a U je unitdrna matica.
Potom
X"Ax =x"UDU*x = (U*x)"D(U*x), a |x|2=1 < ||Ux|2=1.

Oznatme y = U*x = (y1, Y2, - .., Yn), dostaneme:

n
max x*AXx = max y”* y— max E Z|yl max A E |yi|2:)\1
lIx[l2=1 lyll2=1 H l2= :

=1

Ak x je vlastny vektor, Ax = Aix a ||x|l2 = 1, tak A; = x*Ax < ”Irlllax x*Ax. Tym je prva rovnost’ dokdzana
X||2 1
a druhd sa dokaze podobne.
Dékaz nasledujiicej vety je v kapitole 7.5 (str. 550).

Veta (Courant-Fischer). Nech A1 > As> -+ > A, st vlastné ¢éisla hermitovskej matice A € C™*™. Potom

A; = max min x*Ax, A = min max X Ax.
dim V=i xeV dim V=n—i+1 x€V
lIx[lz=1 lIx[l2=1

Kladne definitné matice A € R"*".

Definicia. Matica A = AT € R"*" sa nazyva kladne (pozitivne) definittnd, ak pre kazdy nenulovy vektor
x € R™*! plati
(Ax | x) =x T Ax > 0.

Definicia. Nech A € R"*™, 1 < iy < iy < -+ < i < n. Determinant matice, ktord vznikne z matice
A vynechanim riadkov A; ., Aiyu, ..., A;, « astlpcov A, Awiy, ..., Ay, sa nazyva hlavny subdeterminant
matice A (v pripade m = 0 je to det A). Determinanty dj = det(ai;)1<ij<; k = 1,2,...,n sa nazyvaji

vedice hlavné subdeterminanty matice A (vynechdvame poslednych n — k riadkov a stfpcov).

Veta. PreV A= AT € R™™™ sii nasledujice turdenia ekvivaalentné:
(1) A je kladne definitnd matica.
(2) Xeo(A) = r>0.
(3) 3 requldrna matica B € R"*", pre ktorii A= BT B.
(4) 3 hornd trojuholnikovd matica U € R™ ™ a dolnd trojuholnikovd L € R™ "™ s kladngmi prokami na
hlavnej diagondle (ugy > 0,1k > 0), pre ktoré A= LU.
(5) (Sylvestrovo kritérium) Vsetky vedice hlavné subdeterminanty matice A si kladné.
(6) Vsetky hlavné subdeterminanty matice A si kladné.

Doékaz. Matica A je symetricka, preto su jej vlastné ¢isla redlne. VSeobecne vlastny vektor matice A € R™*"
je nenulovy vektor x € C™*" také, ze Ax = Ax. V pripade redlneho vlastného ¢isla A sa da lahko ukéazat’,
7e existuje x € R™*1, ||x||2 = 1, pre ktoré Ax = Ax. Ak plat{ (1), tak pre tento vektor je

0<x AX =X MX=)MX'x=\.

Tym je dokdzand implikicia (1) = (2).

(2) = (3): Vieme, ze sa matica A d4 napisat v tvare A = Pdiag(\i, X2,...,A\)P T, kde P je
ortogonalna matica. Ak B = diag(v/ A1, vV A2,...,vVA,)PT, tak B je reguldrna matica a
BB = Pdiag(vAy, V3, ... v/An) ding(VAr, Vs, v/An)PT =

Dékaz ekvivalencie (3) <= (4) vynechdme. Poznamenajme len, ze podmienku (4) sphia Choleského
faktorizdcia A = RT R, (kde R je jednoznacne uréena reguldrna horna trojuholnikova) matice A.

Dékaz implikéci{ (3) = (1) je velmi Fahky a vynechdme ho.

(4) = (5): Nech A= LU, L = (l;;) je dolnd a U = (u;;) hornd trojuholnikovd matica, u; > 0, l;; >0
pre Vi= 1,2, ...n. Oznacme Ak = (aij)lgi,jgka Lk = (lij)lgi,jgk, Uk = (uij)lgidgk.

. _ in(i,j)
p>z:>lip0} n min

. — Qi = E lipupj = E lipupj .
P> Upj - 1
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7 toho vidiet, ze Ay = LUy, a preto
dp = det A, = det(LkUk) =det Ly det Uy = (llllzg .. .lkk)(UlleQ - ukk) >0.

Tym je dokdzana implikdcia (4) = (5)

(1) = (5) <= (6): Implikdcia (6) = (5) je trividlna.

Ak matica A; = Ai'— € R™™ vznikne z kladne definitnej matice matice A zdmenou riadkov A;,. < Aj.
aj stipcov Ay = Ayjay = (yl,yg,...,yn)—r vznikne z vektora x = (z1,z2,. .. ,xn)T zdmenou x; < T,
tak x' A;x = y' Ay, teda aj matica A; bude kladne definitnd. Predpokladajme, ze plati (6) a hlavny
subdeterminant M vznikol z matice A vynechanim riadkov a stfpcov 11,82, ybm (1 <4 < dg < o0 <
im < n). Ak i, <n, tak vymenime A; . < Aq, 1)« aj Asi,, < A, +1). Dostaneme kladne definitni
maticu, v ktorej vynechanim riadkov a stipcov 11,992, .. .,1m + 1 vznikne ten isty hlavny subdeterminant
M. Postup zopakujeme (n — i,,)-krét a ziskame maticu, v ktorej M vznikne vynechanim riadkov a stipcov
11,92y -« -, im—1,n. Takto postupne premiestnime aj i1 — (1 —1), ipp—2 — (R —=2), ... ,4 — (n—m+1).
Pritom riadky a stfpce subdeterminantu M navzajom nevymieniame, teda dostaneme kladne definitnd maticu
B, v ktorej je M vedicim hlavnym subdeterminantom a preto je kladny.

Implikdciu (5) = (1) ukdZeme pre maticu A € R**3 rovnakym postupom by sa dal urobit’ dokaz pre
A € R™*™. Nech

air a2 as
>0, d3=|a1a ass as3z|>0.
@13 Ga23 @33

ail @iz ais
A=|ai2 ax a3y |, di=an >0, dy=
ai3 az3 ass

ail a2
a12  A22

Teraz na matici A vykondme elementdarne riadkové aj stfpcové operdcie tak, aby R; = (a11,0,0), S; =
(a11,0,0)T, t.j. Re — Ro — (a12/a11)R1, Rs — R3 — (a13/a11)R1 aj So — So — (a12/a11)S1, S3 —
S — (a13/a11)S:1. Tieto operacie nezmenia dy, ds,ds a daji sa urobit’ pomocou nasobenia B = EAE:

1 0 0
E = 70,12/0,11 1 0 — B =
—a13/a11 0 1
1 0 0 ail1 a2 a3 1 —az/a1 —az/an aiz 0 0
70,12/0,11 1 0 12 Q22 423 0 1 0 = .E14.E—r = 0 b22 b23
—aizfa;; 0 1 a13 a3 ass 0 0 1 0 bag b33

\/idl,Hle7 ze dy = ayq > 0, do = a11bag > 0, teda aj bog = (dg/dl) > 0.

1 0 0 aill 0 0
F=10 1 0| = FEAETF" =(FE)A(FE)" = | 0 byp 0 | =D, c33=d3/dy>0.
0 —ba3/byp 1 0 0 o33

Diagonélna matica D je kladne definitnd, lebo (1,72, 23)D(z1, 22, 73) " = a1122 + bj122 + c1122 a plati

1 0 0 1 0 0 1 0 0
El'=\|ap/an 1 0], Ft=]0 1 0| = G=(FE)'=E'"F'=(gy 1 0
aiz/a;n 0 1 0 bog/baa 1 g31 g3z 1

Potom D = FEA(FE)T = A= GDG" a ¥ nenulovy vektor x plati:
x Ax=x" (GDGT)X = (XTG)D(GTX) >0.

Tym je dokaz dokonceny.

Poznamenajme, ze v dokaze vztahov ay; = dy, baa = d2/dy, ¢33 = d3/d2 sme pouzili len fakt, ze d; # 0,
do # 0, d3 # 0. Ak je matica A zdporne definitnd, tak je matica —A kladne definitnd a teda pre vedice
hlavné subdeterminanty matice A plati (—1)¥d;, > 0, pre Vk =1,2,...,n. V tom pripade a;; < 0, bay < 0,
c33 < 0 (pre maticu A € R3*3). Ak st vietky determinanty dj, # 0, ale neplati dj, > 0 pre Vk ani (—1)¥d;, > 0
pre Vk, tak A = GDGT, kde diagonalna matica D mé na diagonéle aj kladné aj zaporné &fsla. Odtial’ sa
lahko ukéze, Ze exituji vektory x, y, pre ktoré x' Ax > 0, y " Ay < 0, teda matica A je indefinitina.
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Definicia. A= AT € R™*" sa nazjva kladne semidefinitna,

x'Ax >0 pre Vxe R™!.

Nasledujicu vetu uvedieme bez dokazu

Veta. Nech A= A" € R"*". Potom si nasledujiice turdenia ekvivalentné.
(1) A je kladne semidefinitnd.
(2) Aeg(A) = A>0
(3) Emistuje B € R™¥™, pre ktoré A = BT B, rank B = rank A.
(4) Vsetky hlavné subdeterminanty matice A st nezdaporné.

Kvdadratické formy a kvadratické plochy.
Definicia. Nech A € R"*". Funkcia f: R"*! — R tvaru f(x) = x' Ax sa nazyva kvadratické forma.

Matica A nie je ur¢end jednoznacne, ale pre kazdu kvadraticku formu existuje jedind symetrickd matica
A, pre ktorti f(x) = x"Ax. Odteraz budeme predpokladat), ze A = AT. Vieme, ze existuje diagonalna
matica D = diag(\1, A2, . .., A, a ortogonalna matica P, pre ktori A = PDPT. Substitiiciou y = PTx (t.j.
x = Py) dostaneme

flx)= x Ax =x' PDP"x = (PTX)TD(PTX) = yTy = Aly% + >\ng 4+ 4 )\nyg .

Zoberme teraz n = 3 (n = 2). Zobrazenie x — Py ortogondlnou maticou zachovava diiky aj uhly vektorov,
znamena teda otocCenie suradnicovej sustavy. Teda pre a € R plocha

XTAX =a je zhodn4 s Aly% + )\2y§ + )\3y§ =a

Typ plochy x" Ax = a je ur¢eny znamienkami ¢fsel A\, A2, A3, a. Napriklad

Ak A\ > 0,X3 > 0,A3 > 0,a > 0, tak x" Ax = a je rovnica elipsoidu.

Ak A\ > 0,X2 > 0,A3 > 0,a < 0, tak x" Ax = a je rovnica prazdnej mnoziny.

Ak A\ >0,X2 > 0,3 < 0,a > 0, tak x" Ax = a je rovnica jednodielneho hyperboloidu.

Ak A1 > 0,X3 > 0,A3 < 0,a <0, tak x" Ax = a je rovnica dvojdielneho hyperboloidu.

Ak Ay > 0,X2 > 0,X3 =0,a > 0, tak x" Ax = a je rovnica valcovej plochy.

Vidiet’, ze nasledujici pojem moéze byt uzitocny.
Definicia. Nech A = AT € R™*". Nech m4 matica A p kladnych, v zépornych a ¢ nulovych vlastnych éisel
(pocitajic ndsobnosti, p + v + ¢ = n). Trojica (p, v, () sa nazyva zotrvaénost’ matice A.

Zotrvacnost’ sa d4 zistit’ bez toho, aby sa pocitali vlastné ¢isla matice A. Plati:

Veta (Sylvestrov zékon zotrvaénosti). Ak A = AT € R™*" B = BT € R"*" a C € R™" je reguldrna
matica. Ak B = CTAC, tak maji matice A, B ti isti zotrvacnost.

Dokaz je v kapitole 7.6. Zavedieme najprv pojem

Definicia. Symetrické matice A, B € R™*™ sa nazyvaju kongruentné, ak existuje regularna matica C, pre
ktord B = C'T AC. Potom piseme A = B.

A~B B =C| DCy

= — A=C, (C{DC)Cy = (C,Cy) ' D(C1Cy) = Ax=D.
B~D AZC’QTBC’Q} 5 (C4 1)Cy = (C1Ca) ' D(C1Cy)

Zo Sylvestrovho zdkona zotrvacnosti vyplyva, ze ak sa symetrickd matica d& napfsat’ v tvare A = C'TDC,
kde D je diagondlna, tak D m4 na diagondle p kladnych, v zdpornych a ¢ nulovych éisel, kde (p,v, () je
zotrvacénost’ matice A. Kazdd symetrickd matica A sa tak da napisat, lebo ak ndsobenim elementdrnou
maticou E zlava vykondme na matici A niektori elementdrnu riadkovi operédciu, tak nasobenim sprava
maticou £ vykondme ,,ti isti” elementdrnu stfpcovti operaciu. Ukazeme si to na konkrétnom priklade:

1 3-1 1 0-1 1 00 10 0 10 0
A= 3 0 1 = 0-9 4 =10-9 4 =01 4 =101 0
U1 z)gmm \- e 2)gem N0 ) mme \oaoe /et oo
Pomocou nésobenia elementdrnymi maticami sa to d& napisat’
1 00 1 00 1 00 100 10 0
G=10 10 0 0 1 010 3 10| = GAGT=(01 0
0-4 1 010 0 1 001 0 0-25

Teda zotrvacnost’ matice A je trojica (2,1, 0).
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Priklad. Zistite, ¢i st nasledujice matice kladne alebo zdporne (semi)definitnd alebo indefinitnd a urcte
ich zotrva¢nost.

1-2 0 1 2-2 0 1 2-1 20
-2 2 1-1 -2 3 1-1 -1-1-21
A= 0 1 0-1})" B= 0 12 1/’ ¢= 2-2 2 2
1-1-1 3 1-11 4 0 1 2 2

Priklad. Nakreslite krivku, ktorej rovnica v rovine je
a. 22 —-2xy+2y2—-1=0 b. 22?2 —4dxy -2y —4=0



