1. KOMPLEXNE CISLA

Najprv pripomenieme niektoré zname vlastnosti redlnych cisel.

Veta 1. Nech a,b,c € R potom plati:
(i) a+b=0b+ a (komutativnost séitania)
(ii)) a+ (b+¢) = (a 4+ b) + ¢ (asociativny zdkon)
(iii) a+0=a
(iv) a+ (-a)=0
(v) ab = ba (komutativnost ndsobenia)
(vi) a(bc) = (ab)e (asociativny zdkon)
(vii) 1
)
X)

(viii

(i

a=a
Ak a # 0, takEIl €eRaplatia--=1
a(b+ c¢) = ab + ac (distributivny zakon)

Vieme, 7Ze neexistuje € R, pre ktoré by 22 = —1. Tento ,nedostatok” realnych éisel odstranili
matematici tak, ze si také ¢islo vymysleli. Vold sa imagindrna jednotka a oznacovat ho budeme
pismenom i (v elektrotechnickych aplikdciach je zauzivané aj oznacenie j).

Definicia. Nech z,y € R. Vyraz tvaru iy sa nazyva imagindrne cislo, vyraz tvaru x + iy sa
nazyva komplexné éislo (algebraicky tvar komplexného ¢&isla). Mnozinu vSetkych komplexnych
¢isel budeme oznacovat C.

V mnozine vietkych komplexnych ¢isel st operécie séitania a ndsobenia uréené vzfahom 2 = —1
a vlastnostami (i)—(ix). Teda ak a,b, a1,b1,a2,bs € R, tak

a+ib=0 <<= a=0=0
(a1 +iby1) + (a2 + ib3) = (a1 + a2) + i(by + b2)
(a1 +ib1)(az + ibg) = (a1az — b1b2) + i(a1be + bias)
—(a+ib) = (—a) +i(-b)
(a+ib)(a —ib) =a®* +b* € R
I a—ib  a )

k a+ib+# 0 tak _ _
akatib#0tak “— = —— T = o TiE e

Predchadzajice vztahy sa Tahko overia priamym vypoc¢tom, napr.:

(a1 + ibl)(az + ibz) = a (az + ibg) + ibq ((Iz + ibg) = aiag + ia1by + ibras + inle =
(a1a2 — blbz) + i(albg + blaz)

Ukézali sme, ze s¢itanim, nasobenim a delenim dvoch komplexnych ¢isel dostaneme znova kom-
plexné ¢islo (t.j. vyraz tvaru x + iy, kde =,y € R a tieto operdcie sme definovali tak, Ze aj
komplexné ¢isla spliaju vlastnosti (i)—(ix) redlnych cisel.

Definicia. Nech z,y € R, 2 = z + iy € C. Potom sa x nazyva redlna cast a y imagindrna cast
komplexného ¢isla z, oznacujeme: z = Re z, y = Im 2, ¢islo Z = x — iy sa nazyva cislo komplezne

zdruZené s ¢islom z.

Priamym vypoctom sa da overit, ze plati



Veta 4. Nech z, 21,29 € C. Potom plati
(i) z= 2,
(i) 21 + 22 = z1 + 72,
(iii) Z122 = Z1%2,
(iv) Rez = 3(2 +2), Imz = 5 (2 — 7).
Priklad. Vypocitajte (t.j. napiste v tvare x + iy, x € R,y € R) &isla

a) i23 b) % 2 C) 2-1;31’
. o .
)3 o HE Da-i
RieSenie. a) Vsimnime si, ze i> = —1, i® = —i, i* = 1, potom dostaneme i?3 = i>4+3 = (74)%33 =
15(—i) = —i,

c) 23 = 1(2 4+ 3i) = —i(2 + 3i) = —2i — 3i® = 3 — 2,
d) Lk — 1424 (40)(244) _ 24i42i4i* _ 1443,

)
)

2—i 2—i 2+4 4+1 5
) (2=)2 _ 4-4iti® _ (3=40)(1—=i) _ 3-3i—4i44i? 1

_ _1_ .7
I+i  1+i . (A+)(a—-i) 2 =732 713

) (1-49)°8=(1-149)?)>3=1-2i+4%)3 = (-2i)® = (-2)3i® = —8(—i) = &i.
Geometricka interpretacia komplexnych é&isel.

Komplexné ¢islo je uréené usporiadanou dvojicou realnych ¢isel. Teda k z € C mozeme priradit
dvojicu redlnych ¢isel (r = Rez,y = Im z) a tej zasa bod v rovine. Je tym tiez urCeny vektor v
rovine, ktorého poc¢iatoény bod je (0,0) a koncovy bod je (z,y).

Komplexné ¢islo z = x + iy stotoznime s tymto vektorom. Pritom aj obvyklé sc¢itanie vektorov
v rovine zodpoveda sc¢itaniu komplexnych ¢isel. Pouzivame pravouhlé siradnice v rovine, ale na
zdoraznenie, ze v nej kreslime komplexné ¢isla budeme os x nazyvat redlna os a os y imagindrna
0S.

Dizka tohoto vektora sa nazyva absolitna hodnota komplexného c¢isla z. Ak je z # 0 je tento
vektor jednoznacne urceny svojou dizkou a orientovanym uhlom, ktorého poc¢iatocnym ramenom je
vektor (1,0) (teda kladnd cast redlnej osi) a koncovym ramenom je vektor z = (z,y) Pripomenme,
Ze orientacia uhla je kladné ak sa jeho pociatocné rameno dostane do koncového rameno otacanim
okolo vrchola proti smeru hodinovych ruciciek. Velkost orientovaného uhla ¢ > 0 budeme uréovat
v oblikovej miere, radianoch, teda je urcena dizkou cesty, ktori prejde koncovy bod vektora
dizky 1 pri otacani o uhol ¢ proti smeru hodinovych ruciciek, zaporné uhly rovnako zodpovedaju
otacaniu v smere hodinovych ruciciek.

Tabulka hodnét cos « a sin «

stupne « 360 180 90 60 45 30
radidny %a 2m 0 5 3 1 5
CcoS COS &y 1 —1 0 % %\/5 %\/5
sin sin o 0 0 1 %\/g %\/5 %
Im
Y . z=x+ iy = |z]e
z
Q)
L Re
-y Z=x—iy=|zle @

Obr. 1 Geometrickd interpretacia komplexného ¢isla.



Definicia. Nech z =z +iy € C, z,y € R.

(i) Nezéporné &islo |z| = \/x? + y? sa nazyva absolitna hodnota komplexného ¢&isla z,

(ii) Ak je navySe z # 0, tak orientovany uhol ¢, pre ktory z = |z|(cos ¢ + isin ), nazyvame

argument komplexného ¢isla z.
(iii) z = |z|(cos ¢ + ising) sa nazyva goniometricky tvar komplexného ¢isla z.
Poznamenajme, ze ak ¢ je argument ¢isla z, tak je ¢ 4+ 2k7m pre Vk € Z tiez argumentom ¢isla

z. Vyjadrenie ¢isla z v goniometrickom tvare je vlastne len preformulovanim definicie funkcie
sin ¢ a cos ¢ pre orientované uhly. Goniometricky tvar komplexného ¢isla sa skratene zapisuje v
exponencialnom tvare:

z = |z|(cos ¢ + isinp) = |z]e’?, kde &islo e je zdklad prirodzeného logaritmu.
Oprévnenost tohoto zdpisu je vidiet z geometrickej interpretdcie ndsobenia komplexnych ¢isel:
Veta 2. Ak o, € R, tak

(cosa +isina)(cos B +isin ) = cos(a + B) + isin(a + ) .

Toto tvrdenie sa dd dokézat pomocou geometrickych tvah a je ekvivalentné so sic¢tovymi
vzorcami zndmymi zo strednej Skoly (overte si to):

sin(a + ) = sinacos B + cosasin 3, sin(aw — ) = sinacos B — cosasin 3,
cos(a+ ) = cosacos f — sinasin 3, cos(a — ) = cosacos 5 + sinasin 3.

Geometricka interpretacia vety 2 hovori: pri nasobeni komplexnych ¢isel sa ich argumenty séitaja.
Absolutne hodnoty sa nasobia, ¢o je jednym z tvrdeni nasledujicej vety:

Veta 3. PreVz,w € C plati:
(i) |z +w| < |z| + |w| (trojuholnikovd nerovnost)
(i) [zw] = [2||w].
Obe tvrdenia sa daji lahko overit vypoctom. Ak nie st vektory z, w rovnobezné, tak je vektor
z + w uhlopriecka vo vhodnom rovnobezniku (nakreslite ho) nerovnost (i) je zndme tvrdenie, ze
strana trojuholnika je kratsia ako sucet dlzok zvysnych dvoch stran.
Veta 2 ma nasledujuci dosledok, ktory je zndmy ako

Moivreova veta. Akr,¢ € R, r >0, n € N, tak
.. .. . F o\ T .
[r(cos ¢ + isin)]™ = r"[cos(np) + isin(ny)] alebo v exponencidlnom tvare (re'?)” = r*e'?.
Moivreova veta sa pouziva na rieSenie rovnice 2" = ¢, kde ¢ # 0 je zndme komplexné cislo,
n € N a nezndma z sa hlada v mnozine C. PopiSeme teraz ako sa binomicka rovnica riesi:
1. pravu stranu vyjadrime v goniometrickom tvare a rieSime rovnicu

n

2" = |c|(cos p + isin ) = |c|[cos(p + 2kn) + isin(p + 2kn)], ke Z.

2. Nezndmu z budeme hladat v goniometrickom tvare, teda hladdme kladné ¢islo r a uhol
a € R, tak aby z = r(cos a + i sin ) bolo rieSenie rovnice z" = ¢, t.j.

r"[cos(na) + isin(na) = |c|[cos(p + 2km) + isin(p + 2k7)], ke Z.

3. Vidiet, ze predchddzajica rovnost plati pre r = {/|c|] a a = %2]” =24 k%”, k € Z a teda
2 2
2 = X |c|[cos(f + kD) +sin(f—+—k:—7r)]  k=0,1,2,....n—1
n n n n

je n roznych rieSeni danej binomickej rovnice.

4. 2+ (k + n)%7r = £+ k%’r + 27 =  ZzZpik = 2k, teda takto viac rieSeni nevyratame.
Plati tvrdenie, Ze rieSenie iného tvaru rovnica nemd, ale nebudeme ho teraz dokazovat.
Poznamenajme este, Ze rieSenia binomickej rovnice lezia na kruznici so stredom v bode 0 a
polomerom {L/|?| a tvoria vrcholy pravidelného n-uholnika.



Priklad. Rieste rovnicu z® = —8i a vysledok napiste v algebraickom tvare a znézornite.
Im
¢=3r
/ \ Najprv pravu stranu znazornime a z obrazku uréime absolitnu
Re hodnotu | — 8i| = 8 a argument ¢ = 37 a teda riesime rovnicu
-—81 3 3
2% = 8[COS(§7T + 2k7r) + 1 sin(§7r + 2/<:7r)}

Odmocnenim absolitnej hodnoty a delenim argumentu dostaneme riesenie:

Zk :2[cosl(§7r+2k7r) —|—isin%(;7r—|—2k7r)] ,k=10,1,2

3 2
1 Im
20—2[COS 7r+zsm27r] =21 <0
12 12 7 7 fx
= 2[cos(z7r + —W) + isin(§ﬂ+ ?ﬂ)] = 2[003 67? + 2 sin Eﬂ =—V3—i Z%>’/Z Re
1 4 1 4 11 11 1 2
= 2[cos( T+ —) + isin(—w + —ﬂ)] = 2[cos —T —|—isin—7r] =v3—i
2 2 3 6 6
Ulohy.
1. Néjdite vysledok operacie v tvare z + yi, kde z,y € R.
a. 3+ 7i— (5—2i)(4 —1) d. ¢t g be R
b. «(1+2)(1—4)(1+2¢)(1—2: i(2+34)
(101 = )1+ 20)(1 - 20) e. i3

3.

4.

5.

¢ =13
N4jdite vSetky =,y € R také, ze

a. 2z +3y)+i(x—y)=—-1+2i c. —y+zx+x+zy:1

b. (iz +y)(2z — 3iy) = 2i -2 2+
Dané komplexné ¢islo znézornite a najdite jeho goniometricky tvar.
a. =5  b. 1—i ¢ V3—i d -5 e 2+43i f -3-Ti
Vypocitajte zu, =, 2"
a. z = \/g(cos— —i—zsm%’r) u=2(cos 3 +ising), n=>5

b. z=3(cos § +isin %), u—6(cos—+zsm%ﬂ) n = 2004

V obore komplexnych ¢isel rieSte rovnicu. Vysledok vyjadrite v algebraickom aj goniometrickom
tvare a znazornite.
a. 2t =4 c. 28 =—8i
b. 2*=—4 d. :—1—i\/§
. Vypocitajte.

a. 101 b. (141) c. (2 —i2)®



POLYNOMY S REALNYMI A KOMPLEXNYMI KOEFICIENTAMI

Definicia. Nech ag,as1,...,a, € R. Vyraz f(z) = ap + a1z + asz?® + -+ + a,2™ sa nazyva
polynom s koeficientami ag, ay, . .., a,. Ak a, # 0, tak sa ¢islo n sa nazyva stuper polynému f(x)
(n =degf). Ak ag = a; = -+ = a, = 0, tak deg f = —oo. Mnozinu vSetkych polynémov s

realnymi koeficientami budeme oznacovat P(R).

Podobne, mnozinu vsetkych polynémov s celo¢iselnymi koeficientami budeme oznacovat P(Z).

Polyném f € P(R) urcuje funkciu z — f(z), pre polynémy s redlnymi koeficientami plati aj
veta o jednoznacnosti:
Veta. Nech f(x) = apz™ +an_12" 1+ +a1x+ag € P(R), g(z) = bppx™ + byy 1™ 14+
bix + by € P(R) ucuji ti istd funkciu, t.j. pre kaZdé x € R plati f(x) = g(z).

Potom sa rovnaji aj koeficienty polynomov f, g, t.j.

m=mn, ay=>by, a1 =>b1,...,a, =0by.

Definicia.
1) Polyném f(x) € P(R) sa nazyva ireducibilng, ak neexistuju g(x),h(x) € P(R), stupiia asponi
1, pre ktoré f(z) = g(x)h(x).
2) ¢ € R je koren polynému f(x) € P(R), ak je hodnota f(c) = 0.
Veta. Ak f(z) € P(R) a c € R, tak zvysok po deleni f(x) : (x — ¢) je hodnota f(c); Specidlne, ak
c je koreri polyndmu f, tak sa dd delit f(x) : (x — ¢) bezo zvysku (piseme aj (x — c) | f(x)).
Dékaz. Delenim dostaneme podiel g(x) a zvySok je polyném r(z), degr(x) < deg(x—c) = 1. Teda
r(z) =r € R, ateda f(x) = (v — c)g(x) +r = f(c) =(c—c)g(c) +r=r.
Teraz mozeme eSte spresnit definiciu koreria polynému z P(R)

Definicia. Nech f(z) € P(R), k € N. Cislo ¢ € R sa nazjva koreri ndsobnosti k (k-nasobny
koren) polynému f, ak (z — ¢)*|f(z), ale (z — ¢)¥*! nie je delitefom polynému f. VSeobecnejsie,
ireducibilny polyném g(x) sa nazyva k-ndsobny ireducibilny delitel polynému f, ak [g(z)]* | f(x),
ale g¥*1 nie je delitelom polynému f.

Inymi slovami 3h(z) € P(R) také, ze f(x) = [g(z)]*h(z) a polyném g(x) nie je delitelom
polynému h(x).

Hornerova schéma. Delenie f(z) : (x — ¢) = g(z) so zvyskom r sa d4 napisat do nasledujice;
tabulky

An,  Qp—1 Qp—9 ... a1 ag koeficienty polynému f
c cb,—1 ¢cb,_o ... cby cbg
bn_1 bn_o b,_3 ... by ‘r = f(c) koeficienty polynému g‘ zvysSok

V tretom riadku je sucet ¢isel v prvych dvoch riadkoch.
Platnost Hornerovej schémy ukiZeme na priklade deg f = 3; f(x) = azx® + as2? + a1z + ao,
g(x) = box® + by + by.
f(z) = (z — ¢)(box® + byx + bg) + r = box® + byx? + bz — cbox® — cbyx — cby + 7,
teda f(x) = asz®+ ay x4 ap T+ ag
= boa3+(by — cby)x®+(by — cby)z+(r — cbhy)
Porovnanim koeficientov dostaneme
by = a3
b1 —cby = as = by = as + cba
bo —cby = a1 = by = a1 +cby

r—chg=a9 = r=uag+cbhy.



Rozklad na saéin ireducibilnych polynémov.

Komplexné ¢&isla sme zaviedli tak, aby mal polyném x2 +1 koreni. Pre polynémy s komplexnymi
koeficientami (teda Specidlne aj z P(R)) plati viac:

Veta (Zakladnd veta algebry). Kazdy polyndm s komplexnymi koeficientami stupria asponi 1 md
koren c € C.

Veta (o komplexnych korenoch redlnych polynémov). Ak je ¢ € C' koreriom polyndmu f € P(R),
tak je aj kemplexne zdruZen€ cislo ¢ korenom polynomu f.

Dékaz. Ak ag,a,...,a, € R, f(z) =ap+a1x+ -+ apz™ € P(R) a c € C je koreen polynémju
f, tak

0=f(c)=ag+aic+as®+- - +apc” = 0=0=ag+aic+as®+ - +apcm.

Pretoze ck = (E)'C aap € R = aj; = a; dostaneme

f(@ =ag+ar1e+ asd® + -+ a,¢" = ag +arc+asc® + -+ a,c" = f(c) =0.

Zo zékladnej vety algebry vyplyva, Ze ireducibilné polynémy v P(C) maju stupen 1. Pre
polynémy f € P(R) dostaneme:

Ak ¢ = a + ib je koren polynému f € P(R), tak aj ¢ = a — ib je jeho koreni. Preto je
(x—c)(x—¢) = (r—a—ib)(x —a+ib) = (x —a)? + b? delitelom polynému f(z). Teda v P(R) st
ireducibilnymi len polynémy stupia 1 alebo polynémy stupna 2, ktoré nemaja realne korene (t.j.
maji zaporny diskriminant). Teda kazdy polyném f € P(R), deg f = n, sa da rozlozit na saéin
ireducibilnych polynémov
(i) v P(O): f(x) = apa™ + an_12™ 1 + ...a0 = an(z — 1) (x — c2)*2 - (z — )", kde

€1,C2,...,Cym € C st korene polynému f nasobnosti ki, ko, ..., Lk, € N

m
pricom plati > k, = deg f.

(ii) v P(R): f(x)a;lan(a: —c)f (= gk (2 + pra+ @) - (22 + prr + qn)™,
azz ko + 22;& =deg f a p? —4q; <0 prevsetky j =1,2,...,h, c1,ca,...,cq4 st redlne korene
polynému f nasobnosti ki, ka,..., kg € N
Racionéalne korene polynému f € P(Z).
Veta. Nech f(z) = apa™ +an_ 12" '+ - +a1x +ag € P(Z), a, #0. Nech c = %, kde ¢ € N,
p € Z a cisla p,q su nesiudelitelné (t.j. zlomok sa nedd krdatit). Ak je ¢ korerni polyndmu f, tak je
p delitelom c¢isla ag a q delitelom éisla a,, .
Dokaz. Ak je % koren polynému f(x) tak
n—1

p

qn—l

0= f(%) - ang_n +an—1

+---+a1§+a0/-q”

= 0=a,p" + an,lpnflq + 4 alpq"*1 + aogq"
= —a0q" = apnp" + an_ 1" g+ Faipg™ !
—aoq" =p (anp” "+ an_1p" g+ +a1q" V) =pa, a€ Z

. J/
~
a

Teda ¢islo p je delitelom ¢isla agg™ a pretoze p a ¢ st nesudelitelné musi byt p delitelom ¢isla ag.
Podobne

0=anp" + an_1p" " 'q+ - +a1pg" ' + aoq" / — anp”
—app" = anap" g+ -+ apg" T + aog”
= q(an-1p" "+ +apg" " +aog" ")
= q|an.
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Priklad. Najdite vetky racionalne korene polynému f(x) = 4x®+6x° —102* — 723 + 622 — 52+ 6
a napiste ho ako sucin ireducibilnych polynémov v P(R).

Riesenie:
Ak g je koren f(x),tak pe Z, p|6 aq| 4, teda
p € {£1, £2, 3, £6}, q € {1, 2, 4}, ¢ize mozné racionédlne korene st z mnoziny
{£1, £2, £3, 16, i%, i%, i%, i%}. Teraz staci tychto 16 ¢isel dosadit do daného polynému a
zistit, pre ktoré z nich vyjde hodnota 0. Urobime to pomocou Hornerovej schémy a zistujeme aj
nasobnost korerna:

46 -10-7 6 56

4 10 0 -7 -16
11410 0 -7 -1 60 = f(z)=(z—1)(42°+102* — 722 — 2z —6)
4 14 14 7 6
114 14 14 7 6 0 = f(z) = (z — 1)?(42* + 1423 + 1422 + Tz + 6)
4 18 32 39
1(4 18 32 39 [45#0

Teraz stac¢i hfadat korene polynému 4z* 41423 +142% 47246, ktory mé iba kladné koeficienty, preto
moze mat len zaporné korene. Teda budeme uz skusat iba ¢ € {—2, —3, —6, —%, —%, —i, —%}

znova pomocou Hornerovej schémy.

4 14 14 7 6
—8 —12 —4 —6

214 6 2 3 0 = f(z)=(z—1)*(z +2)(4a3 + 62% + 22 + 3)
—8 4 —12
24 =2 6 |-9+#0

Teraz stac¢i hladat korene polynému g(z) = 423+622+22+3, ktory modze maf korene {—3, — %, —%, — }1,

Pomocou Hornerovej schémy dostaneme g(—3) # 0, g(—3) # 0,

4 6 2 3
60 -3
4.0 2 [0 = g(x)=2(z+3)(22%+1)

[N

Vysledok: f(z) = 4(z—1)*(z+2)(z+2)(2*+ 1) ma racionalne korene ¢; 2 = 1, c3 = =2, ¢4 = —3.
Okrem toho ma dvojicu komplexnych korenov i%i.

RACIONALNE FUNKCIE

Definicia. Nech p,q € P(C), q # 0. Fuunkcia tvaru f(z) = ]% sa nazyva raciondlna funkcia.
q(x

Definovana je v kazdom komplexnom ¢isle, ktoré nie je korennom menovatela ¢(z).
Ak je degp < degq, tak hovorime, ze f(x) je rydzoraciondlna.

Ak je degp > degq, tak delenim p(z) : g(x) dostaneme p(x) = g(x) - q(x) + r(x), degr < degg.
Odtial dostavame
(@) _ g(z) - q(z) +r(z) r(z)

_pl@) _ oz 4 "@®)
== @ 9

a teda plati
Veta. KaZda raciondlna funkcia f je suctom polynomu g a rydzoraciondlnej funkcie (ak je f
rydzoraciondlna tak je polynom g nulovy).

»,Najjdenoduchsie” rydzoracionalne funkcie, ktorych menovatelom je mocnica ireducibilného
polynému sa nazyvaju elementarne zlomky.

3

4

}
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Definicia. Elementdrnym zlomkom nad C sa nazyva funkcia tvaru
a

(1) m,kde a,cEC,kEN.

Elementarnym zlomkom nad R sa nazyva funkcia jedného z typov
(ii) ﬁ, kde a,c€ R, k € N,
x—c
b
(i) —o %
(22 + pz + q)

kde a,b,p,q € R, k € N, p?> —4q < 0.

Uloha. Rozhodnite, ¢i je dana funkcia elementarnym zlomkom nad R.

@ = (ait)

Veta. KaZda raciondlna funkcia f nad C (nad R) sa dd jednoznacne aZ na poradie scéitancov
napisat ako sucet polynomu a konecného poctu elementdrnych zlomkov nad C' (nad R).

Naznacime iba, ako sa matematickou indukciou (vzhladom na stupeini menovatela) dokaze tato
veta nad polom C. Predpokladajme preto, ze ¢ € C je k-nasobny korenn menovatela rydzoracional-
nej funkcie, t.j

f(x):(x_p((:%, ke N, glc) #0, k+degg>degf.
Potom Ja € C také, ze p(c) — ag(c) = 0, t.j. a = % Inymi slovami ¢ je koren polynému
p(x) — ag(x) a preto p(x) — ag(z) = (x — c)h(x), h € P(C). Teda
po) () —ag(e) fagle) (- Oh@) bagle) b)) a
(z — o)Fg() (x — c)Fyg(x) (z — o)Fy(x) (x — ) g(x)  (z—o)F

Rozklad na stcet elementarnych zlomkov sa d& urobit metédou neurcitych koeficientov, ak
pozname kanonicky rozklad menovatela na stéin ireducibilnych polynémov. UkéZeme to na prik-

lade:
2t — 5 4+ 202 — 22+ 1

Uloha. Funkciu flx) = 3 o2 )
x3 — 222 — 1

zlomkov.

rozlozte na sicet polynému a elementarnych

.....

prv delenim dostaneme
(22* —52% + 222 — 20 +1): (2% —22° —x +2)=22+1,  zvydok 22° — T2 43

teda

2¢2 —7x +3
=2 1
f(z) T +x3—2x2—x—|—2
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Menovatela rozloZime na st¢in 23 — 222 — 2 +2 = (z — 1)(x + 1)(x — 2), teraz hladdme ¢isla a, b, c
také, aby
22% — Tz +3 a b c

G-t 0@—-2) z2-1 241 z-2

Obe strany predchadzajicej rovnosti ndsobime menovatelom (z — 1)(z + 1)(x — 2) a dostaneme
202 — Tz +3=a(x+1)(z —2) +b(z — 1)(x —2) + c(z — 1)(z +1).
Cisla a, b, c podla predchadzajtcej vety st jednoznaéne uréené. V tomto pripade ich najrychlejsie
ur¢ime tak, ze do oboch stran predchadzajucej rovnosti dosadime vhodné ¢isla (korene meno-
vatela):
r=1: -2=a-(14+1)1—-2)4+b-0+c-0=-2a = a=1
z=-1: 12=a-0+b-(-1—1)(-1—2)+c-0=6b => b=2
r=2: —3=a-0+b-0+c-(2—-1)(2+1) =3¢ = c=—1
Druhé moznost je prava stranu roznasobit:

20° —Tx+3 = a(z+1)(z—2)+b(x—1)(z—2)+c(x—1)(z+1) = (a+b+c)r*+(—a—3b)z+(—2a-+2b—c)

a pouzit fakt, Ze polynémy sa rovnaju, ak maju tie isté koeficienty, teda riesit ststavu s nezndmymi
a,b,c:

at+b+c=2
—a—3b= -7
—2a+2b—c=3

Pravidla ako uréujeme tvary elementarnych zlomkov pri rozklade rydzoracionalnych

funkcii.

1. Podet neznamych neurcitych koeficientov sa rovna stupfiu menovatela.

2. Ak je v rozklade menovatela mocnina (z — c¢)¥, tak k nej hladdme elementarne zlomky (k ne-
urcitych koeficientov)

ai as ar—1 Qg
(x—cf’ (-t (z-¢)?" (z—¢)

3. Podobne Ak je v rozklade menovatela mocnina (2% + pz + ¢)*, p? — 4¢ < 0, tak hladdme 2k
neurcitych koeficientov v zlomkoch

a1 + by a2 + by ar_1T + bg_1 arx + by
(2 +pr+q@)k’ (22+pr+q@)k-t7 " (224 pr+q)?2° (22+pr+q)

Priklad. Napiseme teraz tvar rozkladu na elementarne zlomky nad R niektorych rydzoraciondl-

.....

st neurcité koeficienty z R):

p(x) _ A N B N C N D
(z—-2)* (z-2)* (¢-20° (-2 (z-2)
p(x) A B C D
(@—22@+12 (@-27 (2-2) (@+12  (@+1)
p(z) _ Az + B N Cx+D N E N F
(22 =32z +3)%2(x+1)2 (22-3z+4+3)2 (22-3z+3) (z+1)2 (z+1)
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Uloha. Dant racionalnu funkciu napiste ako sucet polynému a elementarnych zlomkov nad R.
) 223 + 422 + 5 + 1
a

(22 + 22 + 2)?
b)

—x2—2r+1
x3+631:2—1—12a7+8

222 + 5z — 12
3r—4

(z—2)(x—1)°
o) a2 — 14z + 17
(z —5)%(z — 1)
f) 422 + 3z + 3
(2 +1)(22 + 2z + 2)

d)




