1. SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

1.1 Jedna rovnica s jednou neznamou.

ar =b, kdea,b€ R st dané ¢isla, mame najst vsetky = € R, ktoré spfﬁajli dant rovnicu.

Riesenie:

a. Ak a #0, tak Iz = % (prave jedno riesenie),

b. Ak a=0Ab#0, tak ziadne z € R nespliia 0-z = b (ziadne rieSenie),

c. Aka=0Ab=0, tak kazdé 2 € R spiiia 0-2 =b  (nekloneéne vela rieen).

Rovnaké tri moznosti st pre pocet rieseni vSetkych ststav s komplexnymi (aj redlnymi) koefi-
cientami.

V pripade realnych koeficientov a, b, ze pre vzajomu polohu priamok p =y =araqg=y =0b
su presne 3 moznosti:
b
2. mo6zu byt rovnobezné rézne (p || ¢) alebo 3. totozné (p = q)

1. mo6zZu sa pretinat v jednom bode pNq = [

1.2 Sustava m linearnych rovnic s n neznamymi m,n € N, m > 1, n > 1.
Nech a;; € R, bj € R, i € {1,...,m}, j € {1,...,n} st dané &isla. Ststavou m linearnych
rovnic s n nezndmymi nazyvame:

1171 + a12T2 + ... + a1pTp = b1
(2171 + A22T2 + ... + A2, Ty = b (S)

Am1T1 + Am2Z2 + - + Gmpn Ty = bm

Riesit ststavu (S) znamend najst mnozinu P vSetkych usporiadanych n-tic redlnych (komplexnych)
¢isel, pre ktoré po dosadeni do kazdej rovnice zo sustavy (S) za (x1,x2,...,2,) vznikne rovnost.

Definicia. R"™ oznacuje mnozinu vsetkych usporiadanych n-tic redlnych cisel.
Nech x = (z1,22,...,2,) € R", ¥y = (y1,Y2,.--,yn) € R” a a € R. Potom

(i) x+y=(x1+y1,22 +Y2,..., Ty + Yn) sa nazyva sucet n-tic x a y.
(il) ax = (axy, axs,. .., ax,) sa nazyva nasobok n-tice x ¢islom a.
(iii) n-tica 0 = (0,0,...,0) € R™ sa nazyva nulova n-tica.

(iv) —x = (—x1, —x2,...,—T,) sa nazyva n-tica opacna k n-tici .

Definicia. Tabulku zostavenu z realnych (komlexnych) ¢&isel a;;, i € {1,2,...m}, j € {1,2,...n}

aix a2 Q1n
a21 a2 A2n

A= —(a'ij)1<z§m
.................... SJ Sn
am1 Am?2 Amn

nazyvame matica typu m X n. Mnozinu vSetkych matic typu m x n budeme oznacovat R™*".
Usporiadané n-tice A;x = (a1 a2 ... a;, ) sa nazyvaju riadky a usporiadané m-tice A,; =
alj

a2j L .
sa nazyvaju StIpCG matice A.

amj



Pri rieSeni ststavy (S) budeme pouzivat jej zapis pomocou matic:

ai1 a12 e A1n
. , a21 a22 az
matica sustavy (S): A= ",
Am1 Am2 Amn
aii a2 Ain b1
o . ~ a1 G2 ... A2, | b2
rozsirend matica ststavy (S): A = - s
Am1 Am2 ce Amn bm

Potom ststavu (S), resp. jej rozsirenti maticu A upravime na maticu zodpovedajicu ststave,
ktord mé tu isti mnozinu P vSetkych rieSeni, ale je pomocou nej jednoduchs$ie popisat mnozinu
P.

Nasledujiice ipravy matice A nemenia mnozinu vsetkych rieseni zodpovedajtcej sustavy, nazy-
vame ich elementéarne riadkové operécie (ERO).

ERO1 Vzijomna vymena riadkov (A;. <> Aj., i # j), alebo struéne R; <+ R,

ERO2 Nésobenie niektorého riadku matice A nenulovym éislom (A;. — @A, a # 0) alebo aR;

ERO3 Pricitanie nasobku niektorého riadka k inému riadku (A;x — A + adjs, @ # j) alebo
Ri + OZR]‘.

Definicia. Prvy (zlava) nenulovy prvok a;; v riadku A;, matice A sa nazjyva vedtci prvok (pivot)
riadku A;,. Matica A sa nazyva stupnovita, ak plati
1) pivot (i+1)-ého riadka je v stipci napravo od stipca, v ktorom je pivot i-teho riadka (v stipci
pod kazdym pivotom st iba nuly).
2) kazdy nulovy riadok je pod kazdym nenulovym riadkom matice A (t.j. nulové riadky su
premiestnené do spodnej ¢asti matice).
A sa nazyva redukovana stupnovita, ak je stupnovita a navyse vSetky jej pivoty sa rovnaju 1 a
aj nad nimi st v stipci len nuly.

Lahko vidiet, Zze pomocou ERO vznikne matica ststavy so zhodnou mnozinou vsetkych rieseni.
Budem teda upravovat rozsirenti maticu danej stistavy na stupnovit alebo redukovant stuprioviti.
D4 sa tiez dokézaf, ze kazda matica A typu m x n sa dé upravit pomocou ERO na jednoznacne
urcent redukovani stupnioviti maticu B typu m xn, budeme pisat A ~ B (matice A, B su riadkovo
ekvivalentné). Postup ukazeme na priklade ststavy a jej rozsirenej matice:

3r; — 2x9 + 23 =11 3 —2 1] 11 1 1-3|7
r1+ a2 —-303=7 - A= 1 1-3| 7 | ~por | 3 -2 1|11
112, — 4x9 — 323 = 10 11 —4 -3 10 11 —4 -3 10

Pivot 1. riadka je teraz ¢islo 1 (to sme mohli dosiahntt aj nasobenim % - Ry, ale takto sa vyhneme
zlomkom). Pomocou ERO Ry — 3R; a R3 — 11R; dostaneme

1 1-3| 7 1 1-3| 7
A~ 10 =5 10| =10 | ~Rs—3r, | 0 =5 10| =10 | =B
0—15 30| —67 0 0 0| =37
B je stupnovitd matica, ktorej posledny riadok zodpovedda rovnici Ox; + 0z + Oxs = —37 a je

zrejmé, Ze nem4 rieSenie, teda P = ().

Pri Gpraviach sme postupovali “zlava a zhora” “doprava a dole”. Na tpravu na redukovanu
stupriovitt maticu budeme maticu B upravovat od posledného pivota vpravo dole naspiit vlavo
hore.

1 1-3] 7 11-3]7 11-3]0 10-1
Br_ap, | 0-510[ =10 | ~_1p, | 0 12| 2 ) ~pyoopy (0120 | ~gyog, [0 12
0 0 0 00 0|1 Ri=TRs \ 00 0] 1 00 0

—_ o O



Posledna matica je uz redukovana stupnovita.
Ak by sme poslednii rovnicu vynechali jej rozsirena matica sa pomocou ERO d& upravit na

11-3|7 10-1|5

01-22) s {01-22
Teraz je lahké napisaf rieSenie (za nezndmu zodpovedajica stlpcu bez pivota zvolime fubovolné
¢islo):

z3=a€R,19—-20=2 —= 29=24+2a,21—a=5 —= x1=54+a — P={(5+a,2+ 2a,a) a € R}

Popisany postup sa v pripade, ze Gpravu matice ukonc¢ime dosiahnutim stupnovitej matice,
nazyva Gaussova elimina¢na metéda (GEM). Ak pokracujeme po ziskanie redukovanej stupiinovite;
matice, hovorime o Gaussovej-Jordanovej eliminac¢nej metdde.

Priklad. Napiste mnozinu P vSetkych rieseni stuistavy, ktorej rozsirena matica je

2 1 0 -1 3] -1 1 0 —-3/2 0 —1| —5/2
a) 013 1 32| b 01 3 0 4| 3
0O 0 0 -1 1| 1 0 0 0 1 -1 -1
RieSenie a)
2 1 0 -1 3| 1 201 + w2 — x4 + 325 = —1
01 3 1 3| 2 — 29+ 3x3+ x4+ 35 =2
000 —1 1|1 —xa+ x5 =1

Zacneme od poslednej rovnice, v ktorj st dve nezname jednu zvolime Iubovolne, 25 =a —
Ty4 = -1+ a,

dosadime to do druhej rovnice: z2 + 3z3 + (—1 + a) + 3a = 2. Ak zvolime x3 = b, dostaneme
To+3b—1+4a=2 — 29 =3—4a—3b

nakoniec doteraz ziskané vysledky dosadime do prvej rovnice: 21 + (3 —4a—3b) —(—14a)+3a =
-1 <= 221 +4—-20a—-3b=-1 = z1 = %(—5+2a+3b) T —g+a+%b, teda

P:{(g+a+gb,3—4a—3b,b,—1—|—a,a> :a,beR}

Poznamenajme, Ze za volné parametre a, b sme zvolili tie nezname, ktoré zodpovedaji stipcom bez
pivotov. Matica z prikladu b) je redukovad stupmninovita, na ktort sme upravili prvi maticu. V
tomto pripade moézeme mnozinu P napisat priamo z matice, lebo po zvoleni parametrov obsahuju
vSetky tri rovnice ststavy uz len jednu neznamu.

Definicia. Nech A € R™*™ a nech je B stupnovitd matica riadkovo ekvivalentnd s maticou A.
Pocet nenulovych riadkov (pivotov) matice B sa nazyva hodnost matice A.

Veta (Frobéniova). Sustava (S) linedrnych rovnic ma (aspor jedno) riesenie vtedy a len vtedy,
ked sa hodnost matice sustavy (S) rovnd hodnosti rozsirenej matice sustavy (S).

Pripojme este dve poznamky sspresnujice Frobéniovu vetu.

1. Ak sa pravé strany vsetkych rovnic stistavy rovnaju nule, tak sa nazyva homogénna. Homogénna
sustava ma vzdy rieSenie; bud prave jedno (z; = x5 = ...z, = 0) alebo nekonecne vela.

2. Ak je v stupiiovitej matici B € Rt X™ ktord je rozsirenou maticou ststavy s n neznamymi p
pivotov, tak na popisanie mnoziny P vSetkych jej rieSeni potrebujeme n—p volnych parametrov.
Volné parametre mozeme volif za nezname zodpovdajice stipcom matice B, v ktorych nie st
pivoty.



2. MATICOVA ALGEBRA A DETERMINNTY

Najprv zavedieme pojem linearnej zavislosti a nezavislosti

2.1. Linearna zavislost a nezavislost v R".

Definicia. Nech x1,x5,...,x; € R" a aq,qs,...,a; € R.

1. a1X1 + asXs + - - - + apX) sa nazyva linearna kombinéacia vektorov x1,Xs, ..., Xg.

2. Hovorime, 7Ze k-tica {X1,X3,..., X} je lindrne nezavisla, ak a1 x; + asxa + -+ apxp =0 =
a1 =g =---=qa =0.

3. AKk nie je k-tica {x1,X2,...,X;} linedrne nezavisla, tak sa nazyva linedrne zavisla.

Podobne hovorime o linedrnej kombinacii, zavislosti a nezavislosti k-tice matic, polynémov
alebo, vSeobecnjsie, funkcii.
2.2. sucet a sucin matic.
Najprv definujeme séitanie matic rovnakého typu (je vlastne zhodné so sé¢itanim v R™":
Stcet matic. Nech m,n € N, A = (aij)i<i<m € R™*", B = (bij)i<i<m € R™*". Potom
1<j<n 1<j<n

A+ B € R™*" definujeme rovnostou A + B = (a;; + bij)i1<i<m
1<j<n

, 1 2 3 11 0\ (2 3 3 1 2 3 1 1)\ .. .
Priklad. (2 0 1)—|—(2 3 1)_(4 3 2),ale(2 0 1)+(2 3)n1ejedeﬁnovane.

Skér, nez definujeme sti¢in matic zavedieme pojem matice AT transponovanej k matici A. AT
vznikne ,preklopenim” matice A okolo hlavnej diagonly, resp. zamenou tloh stlpcov a riadkov,
napr.

T T a1 a2
T aixz aiz2 ais _
($1 X2 953) =\ 22 |, = | a12 Q22
az1 QA22 Q23
x3 aiz a3

Vseobecne, ak A = (a;;) € R™*", tak AT = B = (b;;) € R™*™, pricom b;; = a;; pre vietky
i€{1,2,....m}, 7€{1,2,...,n}.

Sti¢in matic. Najprv definujeme stcin matice A typu m x n a stipca z (n x 1):

pre A = (aij)i<i<m = = (z1,%2,... ,xn)T definujeme Az = 1A + 290440+ - + A
1<j<n

Pomocou vztahu = — Az je tak definované jednozna¢né priradenie (zobrazenie) stipca Az €

—1
R™*1 k stlpcu © € R™*! napr.pre A = (1 2 3),90: 1 je Ax:_(1)+(2)+

2 01 9 2 0
9 3y _ (—-1+24+6\ (5
1) \-2+0+2/) \oO
Ak namiesto jedného stlpca x zobereme maticu B typu n x k a definujeme AB tak, ze maticu

A nasobime sprava kazdym stipcom matice B a zo siskanjch stipcov ,,poskladdme” jednu maticu
AB = D = (dij)i<i<m.-
1<5<k
Teda nasobime maticu A € R™*" sprava maticou B € R"** a vysledok je matica D €
s prvkami d;; = A;.B,; (i-ty riadok matice A krat j-ty stlpec matice B). Ak sa pocet riadkov
matice A nerovna poctu stipcov matice B, tak nie je suc¢in AB definovany.

Rmxk

Veta (vlastnosti saétu a stéinu matic.

1) Ak A,B € R™", D€ R"™* tak (A+ B)D = AD + BD,

2) Ak A,B € R™*", D € R**™ tak D(A+ B) = DA+ DB,

8) Ak Ae R™*", B e Rk tak (AB)T =BTAT.

4) Ndsobenie matic nie je komutativne, t.j. nemusi platit AB = BA (ani ked si obe strany
definované).
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Definicia. Matice, ktoré majt rovnaky pocet riadkov ako stipcov sa nazyvaju stvorcové. Hov-
orime, Ze prvky a;;, ¢ = 1,2,...n matice A = (a;;) € R"*" tvoria hlavni diagondlu matice A.
Matica I,, € R™"*"™, ktora ma vsetky cisla na hlavnej diagonale rovné 1 a ostatné prvky nulové, sa
nazyva jednotkovd.

Poznamenajme, ze A € R™*", tak I,,A = Al,, = A, to vysvetluje nazov jednotkova matica.
Podobne pre stvorcovii maticu A € R"*" definujeme inverzni maticu ako B € R™*™, pre ktoru
AB = I,,. K danej matici A existuje najviac jedna inverzna, navyse ak AB = I,,, tak aj BA = I,,.

2.3 Vypocet inverznej matice.
ailp aiz2 a3

Postup vysvetlime na maticiach typu 3 x 3, nech A = | as; as2 as3 |, hladdme maticu
az1 asz2 ass
Iy Y1 21
B=| 22 vy 29 |, prektora plati

r3 Ys z3
a1 a2 a3 1 Y1 A 100
(21 Q22 423 2 Y2 2 | =10 1 0
asy as2 ass T3 Ys 23 0 0 1

Ak oznacime z, vy, z prvy, druhy a treti stipec nezndmej matice B, mame vlastne riesit tri ststavy
rovnic

Az =(1,0,0)", Ay=1(0,1,0)", Az=(0,0,1)T,

ktoré maju tu isti maticu, ale rézne pravé strany, t.j. rozne rozsirené matice. TakZe maticu A
rozsirime o vSetky tri pravé strany a upravime na riadkovo ekvivalentnii redukovant stupnovita
maticu, jej hodnost sa rovna hodnosti pravej strany, t.j. n, teda bud majia vSetky tri stustavy
prave jedno riesenie, alebo aspon jedna z nich nema rieSenie a inverzna matica neexistuje. Maticu
inverznt k matici A oznacujeme A~!

1 -1 2
Priklad.. Najdite A~'pre A=|[1 -2 0
0 1 1
1 -1 21 0 O 1 -1 2 1 0 0 1 -1 2 1 0 0
1 -2 00 1 O ~Ry-r, |0 -1 -2} -1 1 0| ~Rsyr, [0 -1 2] -1 1 O
0O 1 10 0 1 0 1 1 0 0 1 O 0 -1 -1 11
1 -1 21 0 O 1 -1 0/ -1 2 2 1 0 0] -2 3
O 1 21 -1 0 ~Rr,—2rs {0 1 0O -1 1 2 ~r+r, (0O 1 O =1 1
0 0 1{1 -1 —-1) ™m=2RB\o 0 1| 1 -1 -1 00 1| 1 -1
-2 3 4
Teda upravili sme (A|I3) ~ (13|A*1). Dostali sme A1 = [ =1 1 2 (overte AA™! =
1 -1 -1
A_lA:IP,).

Ukazte, ze k matici A = <Z1’> 2) neexistuje inverzna matica.
Veta. Nech A € R"*™. Potom st nasledujice tvrdenia ekvivalentné.
a) existuje matica A71,
b) A md hodnost n,
c) riadky matice A su linedrne nezdavislé,
d) stlpce matice A si linedrne nezdvislé.

N—RQ
—Rs3
4
2
—1
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Definicia. Stvorcova matica, ktord ma inverznd sa nazyva requldrna.

3.4. Determinanty Stvorcovych matic.
Determinant Stvorcovej matice A je ¢islo det A, uréené nasledujticou (induktivnou) definiciou.

Definicia. Nech A € R"*", n € N.

1. Akn=1, A= (a11), tak det A = aq;

2. Ak n > 1 oznacime A;; maticu, ktora vznikne z matice A odstranenim stipca A, ; ariadka Aj,.
det A = ajidet Ay; — ajpdet Ajp + - -+ + (=1)1T"ay,, det A1, (rozvoj podla prvého riadku).

Podla bodu 2) sa po¢ita determinant, ak vieme pocitat determinanty matic typu (n—1)x (n—1),
teda
Ak n = 2, A = (Z;i Z;i), tak det A = al det(agg) — a12 det(agl) = a11022 — Q120a21.
Determinant oznac¢ujeme aj ako maticu ohrani¢eni kolmymi ¢iarami namiesto zatvoriek, det A =
aix Q12
a1 G22
vedlajsej diagonéle.
ai1 aiz2 413
Ak n = 3. 21 Q22 A23| — Q11
a31 az2 ass
a11(a22a33 - a23a32) - a12(a21a33 - CL23CL31) + a13(a21a32 - a22a31) = (a11a22a33 + ai12a23a31 +
a13a21a32)— —(a11a23a32 + ai20a921a33 + algaggagl).
Pre determinant matice 3 x 3 sa d4 sformulovat Sarusovo pravidlo. Prvé dva stipce pripiseme
ako Stvrty a piaty a determinant je sucet vSetkych troch stc¢inov na hlavnych diagonélach zlava
hore doprava dole minus stcest suc¢inov na 3 vedlajsich diagonalach.

. Pre n = 2 teda je determinant sucin ¢isel na hlavnej diagonale minus sui¢in ¢isel na

az1 Aa22
a31 as2

21 Qa23
a31 ass

a22 Aa23

+ ai3
asz ass

— a2

ail ai2 aiz| ailx a2
a1 Q22 Ag3| 21 azz  det A = a11a20a33+a12a23a31+0a13021a32—(A13022031+a011a23a32+012021033).
as1 Gzz A33| Azl G32

.....

mocou ERO.
Najprv dfinujeme dalSie Specialne typy matic.

Definicia. Matica A = (a;;) € R"*" sa nazyva
(i) dolnéa trojuholnikova, ak j > ¢ = a;; = 0 (vSetky prvky nad hlavnou diagonalov st
nulové),
(ii) hornd trojuholnikova, ak j < i = a;; = 0 (vSetky prvky pod hlavnou diagonalov st
nulové),
(iii) trojuholnikova, ak je dolna alebo horné trojuholnikova,
(iV) diagondlna, ak j #i = a;; = 0 (vSetky prvky mimo hlavnej diagonaly st nulové).

Vlastnosti determinantu zhrnieme v nasledujtcej vete, ktorej dokaz sa dé urobif matematickou
indukciou.

Veta. Nech A € R"*™. Potom plati
1.

Vied{a,...,n} detA= Z aij(—1)"" det A;; (rozvoj podla i-teho riadku)

Jj=1

Vied{a,...,n} det A= Z ai; (1) det A;;  (rozvoj podla j-teho stlpca).
i=1

2. Ak B ~ A wvznikla z matice A pomocou ERO



2.1. ndsobenia niektorého riadka cislom «, tak det B = avdet A,
2.2. wvzajommnou vymenou dvoch riadkov, tak det B = —det A,
2.3. pricitanim nasobku niektorého riadka k inému riadku, tak det B = det A,

3. det AT =det A

Dosledok.
(i) Determinant trojuholnikovej matice sa rovnd sucinu jej prvkov na hlavnej diagondle.

(ii) Ak md matica A dva rovnaké riadky alebo stlpce, tak det A = 0.
(iii) A,B € R™*" = det(AB) = (det A)(det B).

Prvé dosledky sa pomocou predchadzajucej vety daju dokézat jednoducho, dokaz tvrdenia o
determinante sic¢inu je podstatne narocnejsi.

3.5 Vyoocet inverznej matice pomocou determinantov a Cramerovo pravidlo.

Pre maticu A = (a;;) € R™ ™ oznaime a;; = (—1)"*/ det A;;. a;; sa nazyva algebraicky
doplnok prvku a;; v matici A, vystiznejie by bolo povedat algebraicky doplnok pozicie (ij), lebo
od hodnoty samotného prvku a;; ani od ¢isel v celom riadku A;. a stipci A,; cislo a;; nezavisi.

Pocitajme teraz sucin matic

a1l a2 a3 a1 a2 Q13 a1 a1z a13 ai1 Qg1 Qs
az1 G2 Q23 G21 Q22 Q23 = | a21 a2 a3 12 Qg2 a3z | =
as1 Gz ass as1 (32 as3 asi Gs2 ass a1z G23 0a33

(a11G11 + a12@12 + a13a13)  (a11821 + a12d22 + a13G23) (a11d31 + a12G32 + a13033)
= | (a21G11 + a22G12 + a23G13) (G21G21 + a22G22 + a23d23) (a21831 + a22a32 + a3dss) | =
(a31G11 + as2@12 + aszdiz) (as1d21 + asadon + agsdoes) (as1dsy + aseGse + assdss)

det A 0 0
= 0 det A 0 = (bij)1<ij<n = (det A)I3.
0 0 det A

Cisla na hlavnej diagonale by; = byy = bsz = det A st rozvoje det A podla prvého, druhého a
tretieho riadka. Na ostatnych miestach st rozvoje determinaantov matic, ktoré majiu dva rovnaké
riadky, napr
ailp a2 a3
I'OZVOj podl’a druhého riadka 0= aj; a1z aig| = (andgl + CL125L22 + CL13€LQ3) = b12
aszr as2 ass

(algebraické doplnky druhého riadka posledného determinantu si rovnaké ako v matici A).
Ak je det A # 0, tak z predchadzajucich vypotcov vyplyva

aze a23| _|aiz2 a3 aiz a3

az2  as3 az2  ass3 azz  a23

-1 L(a..)'r _ 1 _ | @21 @23 ail aiz| _|G11 a3
= )T =

det A" det A asi ass as1 ass az1 a3

az1 agz| _|a@11 a2 ail a2

as1  as2 as1  as2 az1 a2z

Pre matice typu 3 x 3 sme tym dokazali nasledujiicu vetu, pre matice n xn sa da dokézat analogicky.

Veta. Nech A = (a;j) € R™*" a nech adj A = (a;;)" (matica adjungovand k matici A). Potom
plati
A(adj A) = (det A)I, .
Ak, navyse, det A # 0, tak
1
-1 _
"~ detA

adj A.

Tym je stcasne dokdzané aj tvrdenie



Veta. A € R™"™" je requldrna vtedy a len vtedy, ked det A # 0.

Priamym doésledkom vztahu A~! = det + adj A je

Cramerovo pravidlo. Ak A € R™ " je requldrna matica a b € R™*!, tak md sistava linedrnych
rovnic

Ax=Db

prdve jedno riesenie X = (%1, %27 . %’”‘), kded=detA ad; (j=1,2,...n)
je determinant matice, ktord vznikne z matice A zdmenou stlpca A, za b (pravi stranu).



