Linearne operatory a ich maticova reprezentacia

Definicia. Nech (L,+,), (M,+,) st linedrne priestory nad tym istym polom F (F = R alebo F = C.
Zobrazenie T': L — M sa nazyva lindrna transforméacia (linedrny operator), ak

(LO1) Vx,y € L plati T(x +y) = (T'x) + (Ty),

(LO2) Vx € L,a € F plati T (o - x) = a - (Tx).

Uloha. Napiste po 2 priklady zobrazeni T: R? — R2, ktoré sti a ktoré nie st linearne.
Z definicie lahko vyplyva nasledujica veta:

Veta. NechT: L — M je linedrna transformdcia a B = {by,ba,...,b,} C L. Potom preV a1, ag,...,an € F
plati
1) T(qul + OQbQ + -4 oznbn) = Oqul + Ongbg + -4 anTbn,
2) Ak je {Tby,Tbs,...,Tb,} linedrne nezdvisld mnoZina tak aj {by,ba,... b,} je linedrne nezdvisld.
3) dimspan{bi,bs,...,b,} > dimspan{Thy,Tbo,...,Tb,}
4) Ak je dim L = n, a B je bdza priestoru L, tak obor hodnédt operdtora T je
TL =span{Tb;,Tby,...,Tb,} a dimTL <n

Vidno, ze linedrne zobrazenie T je jednoznac¢ne uréené svojimi hodnotami na prvkoch hociktorej bazy pries-
toru L. Pre pripad, ked L = R**!, M = R?>*! a B = {by, by, b3} je usporiadana baza priestoru L, D = {d;,d2}
je usporiadand baza priestoru M, T: L — M je lubovolné linedrne zobrazenie a x = x1b; + x2bs + x3bs do-
stavame:

Tby = annd; + az:d
! a1 4212 Tx = T(lebl + X2b2 + X3b3) = J,‘lTbl + 582Tb2 + $3Tb3
Thy = ajad; + agedy =

= (a1121 + a1222 + a13x3)dy + (@211 + a2 + az3x3)d
Ths = ay3dy + assds (111 1222 13 3) 1 (211 222 23 3) 2

Ak zadefinujeme st¢in matice A = (a;;) € R**? a stlpca x € R3*L:

T

a a a a11x1 + a12x9 + aizx

11 Q12 a13 vy | = 21 A + 20Ars + 34,5 = 1171 1222 1373 7
G21 Q22 @23 s 2171 + Q22T2 + Q2373

tak sa linedrny operator T' d& vzjadrit pomocou suradnic vyhladom na bazy B, D:
[Tba:]D = A[X]B .

Pre Tubovolné kone¢norozmené priestory to vedie k pojmu matica linedrnej transformaécie:

Definicia. Nech B = {by,bs,...,b,} je usporiadana baza linedrneho priestoru L, D = {dy,d2,d,,} je uspo-
riadané baza linearneho priestoru M a T': L — M je lineadrna transformacia.
Matica A = [T]gp € C™*™, ktorej stipce st

A*l = [Tbl]D ,A*Q = [TbQ}D S A*n = [Tbn]D

sa nazyva matica linearnej transforméacie vzhladom na bazy B a D.
Veta. Pri oznaceniach z predchddzajicej definicie plati [Tx]|p = [T]|pp[x]|p pre Vx € L.

Definicia. Nech L je n-rozmerny linedrny priestor. Nech B a D st usporiadané bazy priestoru L, I: L — L je
identicky operator (t.j. Ix = x pre Vx € L). Matica [I|pp sa nazyva matica zmeny bazy B na bazu D.

Zmysel predchadzajicej definicie je vidiet zo vztahu [I]pp[x]|p = xp.

Definicia. Nech T: L — M je linedrna transformécia. Potom sa podpriestor kerT = {x € L: Tx = 0} C
L nazyva jadro linedrnej transformacie 7. Podpriestor TL = ranT C M sa nayyva obor hodnét linearnej
transformacie T

Priklad. Ak T: C**! — O?*! je uréené maticou A = a2 diz 414 (Tx = Ax), tak ker T je mnozina
21 Q22 0a23 @24

vSetkych rieSeni ststavy linedrnych rovnic, ktorej matica je A a plati ranT = span{A.1, Aso, Az, Asa}.

Vieme, Ze sa rieSenie tejto stustavy nezmeni, ak maticu A upravime pomocou ERO na redukovant stuptioviti
B. T ajranT sa sice zmeni, ale nezmeni sa dimran 7'. Pritom sa lahko ukézZe, Ze dim ran T sa rovna po¢tu pivotov
(nenulovych riadkov) stupriovitej matice B a dimenzia ker T' sa rovnd po¢tu parametrov, ktoré potrebujeme
na popisanie mnoziny vietkych rieseni homogénnej ststavy, t.j. poc¢tu stipcov, v ktorych nie st pivoty. Teda
dimker T+ dimranT = 4.



Vseobecne plati

Veta. Nech L, M si linedrne priestory a dim L =n. Ak T: L — M je linedrny operdtor, tak plati
dimkerT + dimranT =n.

Predchadzajica veta sa niekedy nzjyva zdkladnd veta lineidrnej algebry. Pre pripad L = M z nej lahko
dokazeme, ze plati

Veta. Nech (L,+,-) je koneénorozmerny linedrny priestor, dim L = n, nech T: L — L je linedrny operdtor.
Potom st nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(1) ker T = {0} (t.j. ker T = {0}).

(2) ranT =L

(3) T je injektivny (prosty)

(4) T je bijektivny (prosty aj na)

(5) 3S: L — L, pre ktory TS = ST =1

(6) Pre vsetky bazy B, D operdtora T si matice [T|pp reguldrne a det[T)gp # 0.

Priklad 1.. Nech T: R® — R? T(x1,22,23) = (221 + 22,21 + T2 — 23). N4jdite
a. maticu lin. operdtora T, vzhladom na Standarndé bazy
b. [T]pp, ak B ={b1 = (1,-1,1),b2 = (1,1,1),b3 = (0,1, 1)}, D = {d1 = (1,1),d> = (1, -1)}
c. urcte dimker T, dimranT a rozhodnite, ¢i je operator T injektivny a ¢i je surjektivny.

RieSenie. a) Nech &, oznacuje Standardni bazu priestoru R"™. Vypocitame obrazy prvkov Standardnej bazy:
7T(1,0,0) = (2,1), T(0,1,0) = (1,1), 7(0,0,1) = (0, —1). Hodnoty st uz vyjadrené pomocou $tandardnej bézy,
teda mozeme priamo napisat vysledok: [T]s,s, = (? } _01)

b) Thy = (1,-1), Thy = (3,1), Thz = (1,0) a uréime stipce matice [T]zp, t.j. (Tb1)p, (Tb2)p, (Tbs)p
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a vysledok je: [T]pp = (0 2 %)
111
¢) Vymenou Ry < Ry v matici [T] pp dostaneme stuptiovitii maticu, ktord mé dva pivoty. Preto dimran T = 2
adimranT+dimkerT = 3 = dimker7T = 1.dimran7 = 2 = dim R? = ranT = R?, teda T je surjektivny.
T nie je injektivny, lebo dim ker T" # 0.

Priklad 2.. Nech T: R?® — R2, je linedrny operator. Najdite

a. maticu lin. operatora T, vzhladom na Standarndé bazy

b. maticu lin. operatora T, vzhladom na usporiadané bazy B = {bj, by, b3} priestru R?* a D = {d;,d»}
priestoru R2

c. ur¢te dimker T, dimranT a rozhodnite, ¢i je operdtor T  injektivny a ¢i je surjektivny.
Pre pripad:

N[N
\/

(i) T(x1,72,73) = (221 — 22+ 73, 72— 273), b1 = (2,1,0), b2 = (1,0,1), b3 = (1,1,1); d1 = (1,1),d1 = (0,1)
(11) T($1»x23x3) = (2$1—$2+.’E37£E2 2.’E3) bl = (07 17 1)7 b2 = (13 ]-7 1)7 b3 = (1707 1)7 dl = (172), dl = (23 1)
(lll) T(l‘17$2,l‘3) = (1'1 — T2, — ) b1 (0 1 1), b2 = (1, 71)7 b3 = (1,071); d1 = (172), d1 = (2, )

Priklad 3.. Nech T: R? — R2, je line4arny operator. Najdite
a. maticu lin. operatora T, vzhladom na $tandardnd bazu
b. maticu lin. operatora 7', vzhladom na usporiadané bazy B = {by,bs} a D = {d;,dy} priestoru R?
c. ur¢te dimker T, dimran 7 a rozhodnite, ¢i je operator 1" injektivny a ¢i je surjektivny.
Pre pripad:

(i) T(z1,22) = (z2,21), b1 = (2,1), by = (1,0); d1 = (1,1), d2 = (0, 1).
( ) (11717 2) (IEl +{I?2,(E2 — 21‘1) b1 (1 1), bg = (17 —].); d1 = (1,2), d2 = (271)
(i) T'(z1,22) = (v1 — x2,290 — 1), b1 = (1,1), by = (-1,1); d; = (1,2), d2 = (1,1).

(iv) T(z1,22) = (z1,21 — 222), b1 =d1 = (3,1), by =d2 = (0, 1).

Priklad 3.. Nech T: R? — R3?, je linedrny operator. Najdite
a. maticu lin. operdtora T', vzhladom na Standardnt bazu
b. maticu lin. operatora T, vzhladom na usporiadant bédzu B = {by, by, b}
c. urcte dimker T, dimran T a rozhodnite, ¢i je operator T' injektivny a ¢i je surjektivny.
Pre pripad:
(i) T($1,$2,$3) = (4.%‘1 — bxy + 223,511 — Txy + 323,621 — 929 + 4.’)33), b, = (—1, —1,0), by = (1,2,3),
bs = (1,1,1).
(11) T(l‘1, To, .733) = (2.131 —x9+2x3,5x1 —3T9 + 323, —x1 — 231‘3), b, = (0, -1, 0), by = (1, 2, 0), bs = (1, 1, —1).



