KOMPLEXNE CfsLA
Najprv pripomenieme niektoré zname vlastnosti realnych ¢isel.

Veta 1. Nech a,b,c € R potom plati:

(i) a+ b= b+ a (komutativnost séitania)

(ii) a4+ (b+c¢) = (a+b) + ¢ (asociativny zdkon)
(iii) a+0=a

(iv) a+(=a) =0

i)
)
iv) a
(v) ab = ba (komutativnost ndsobenia)
) a(b
)
)
)

(vi) a(be) = (ab)c (asociativny zdkon)
(vii) 1-a=a
(viii) Aka #0, tak 3L € R aplatia- 1 =1

v
(ix

Vieme, Ze neexistuje x € R, pre ktoré by 22 = —1. Tento ,nedostatok” realnych &isel odstranili matem-
atici tak, Ze si také ¢islo vymysleli. Vold sa imaginarna jednotka a oznatovat ho budeme pismenom i (v
elektrotechnickych aplikdcidch je zauzivané aj oznacenie j).

a(b+ ¢) = ab + ac (distributivny zakon)

Definicia 2. Nech x,y € R. Vyraz tvaru iy sa nazyva imagindrne ¢islo, vyraz tvaru x + iy sa nazyva kom-
plexné ¢islo (algebraicky tvar komplexného &fsla). Mnozinu vietkych komplexnych éisel budeme oznacovat

C.
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V mnozine vsetkych komplexnych ¢isel st operdcie séitania a ndsobenia uréené vztahom i? = —1 a

vlastnostami (i)—(ix). Teda ak a,b,ay, by, az, b2 € R, tak

a+ib=0 <= a=b=0
(a1 +1ib1) + (a2 + ib2) = (a1 + az) +i(b1 + b2)
(a1 + ib1)(ag + ib2) = (arag — b1b2) + i(a1be + brasz)
—(a+ib) = (—a) +i(-b)
(a+ib)(a—ib) =a* +b* €ER
1 a—1ib a . —b
a—l—z’b:a+iba—ib:a2+b2+za2+b2

ak a +ib # 0 tak

Predchédzajice vztahy sa lahko overia priamym vypo&tom, napr.:

(a1 +ib1)(ag + iby) = ay(ag + iby) + iby(ag + iba) = ayas + iayby + ibjag + i2biby =
(arag — b1ba) +i(a1ba + brasg)

Ukéazali sme, ze s¢itanim, ndsobenim a delenim dvoch komplexnych ¢isel dostaneme znova komplexné ¢éislo
(t.j. vyraz tvaru x + iy, kde z,y € R a tieto operécie sme definovali tak, ze aj komplexné &isla splhaji
vlastnosti (i)—(ix) redlnych ¢isel.
Definicia 3. Nechz,y € R, z = x+iy € C. Potom sa z nazyva redlna ¢ast a y imagindrna éast komplexného
¢isla z, oznacujeme: z = Re z, y = Im 2, ¢islo Z = x — iy sa nazyva cislo komplezne zdruZené s ¢islom z.
Priamym vypoétom sa dé overit, ze plati

Veta 4. Nech z, 21,22 € C. Potom plati

(i) z=2,

(il) z1 + 22 = 71 + Z3,

(iii) 2129 = 2172,

(iv) Rez = 1(2+7%), Imz = 5:(z — 2).
Priklad. Vypocitajte (t.j. napiste v tvare  + iy, ¢ € R,y € R) &isla

a) i%3 b) % c) @
) a2 .
d) o) B ) (1)



Riesenie. a) V&imnime si, 7ze i> = —1, i3 = —i, i* = 1, potom dostaneme %3 = 543 = (i4)5;3 = 15(—i) =
—i,

b)%%%%:%:*iv

c) H3 = 1(24+3¢) = —i(2+ 3i) = —2i — 3i? =3 — 24,

. . . .2 .
_ 492+ _ 2+z+21+z _ % +Z%,

144 i 2+1

d) —i  2—1 241 441
(=i _ 4 4i+i® _ (3—4i)(1—i) _ 373¢74¢+412 — 1T
1+: 1+4 - (1+¢)(1 ) 2 - 2

e) 5
£) (1— )8 = ((1—4)2)% = (1 — 2i +i2)3 = (—2i)® = (—2)33 = —8(—i) = 8i.

Geometricka interpretacia komplexnych cisel.

Komplexné &islo je uréené usporiadanou dvojicou redlnych éisel. Teda k z € C mézeme priradit dvojicu
redlnych ¢isel (x = Rez,y = Imz) a tej zasa bod v rovine. Je tym tiez uréeny vektor v rovine, ktorého
pociatoény bod je (0,0) a koncovy bod je (z,y).

Komplexné ¢islo z = = + iy stotoznime s tymto vektorom. Pritom aj obvyklé s¢itanie vektorov v rovine
zodpoveda s¢itaniu komplexnych ¢isel. Pouzivame pravouhlé siradnice v rovine, ale na zdoraznenie, ze v nej
kreslime komplexné é&isla budeme os 2 nazyvat redlna os a os y imaginarna, os.

Dizka tohoto vektora sa nazyva absolitna hodnota komplexného ¢&isla z. Ak je z # 0 je tento vektor
jednoznaéne uréeny svojou dlzkou a orientovanym uhlom, ktorého pociatoénym ramenom je vektor (1,0)
(teda kladné ¢ast redlnej osi) a koncovym ramenom je vektor z = (z,y) Pripomenime, Ze orientécia uhla
je kladné ak sa jeho pociatotné rameno dostane do koncového rameno otadc¢anim okolo vrchola proti smeru
hodinovych ruciciek. Velkost orientovaného uhla ¢ > 0 budeme urcovaf v obliikovej miere, radidnoch, teda je
uréens dizkou cesty, ktoru prejde koncovy bod vektora deky 1 pri otacani o uhol ¢ proti smeru hodinovych
ruciciek, zaporné uhly rovnako zodpovedaji otacaniu v smere hodinovych ruciciek.

Tabulka hodnét cos a sin o

stupne @ 360 180 90 60 45 30
radidny 3267[)04 2w T z z z z
cos COoS « 1 —1 0 % %\/5 %\/3
sin sin « 0 0 1 %\/5 %\/ﬁ 1
Im
Yy N z =z +iy = |z]e™®
a)
z Re
-y Z=1z—iy=|zle"®

Obr. 1 Geometrickd interpreticia komplexného ¢isla.

Definicia 1. Nech z =z +iy € C, xz,y € R.
(i) Nezédporné &islo |z| = v/22 + y? sa nazyva absolitna hodnota komplexného &isla z,
(ii) Ak je navySe z # 0, tak orientovany uhol ¢, pre ktory z = |z|(cos¢ + isinp), nazyvame argument
komplexného ¢isla z.
(iii) z = |z|(cos¢ + isinp) sa nazyva goniometricky tvar komplexného &isla z.

Poznamenajme, ze ak ¢ je argument ¢isla z, tak je p+2km pre Vk € Z tiez argumentom ¢isla z. Vyjadrenie
¢isla z v goniometrickom tvare je vlastne len preformulovanim definicie funkcie sin ¢ a cos ¢ pre orientované
uhly. Goniometricky tvar komplexného ¢isla sa skratene zapisuje v exponencidlnom tvare:

z = |z|(cosp +ising) = |z|e”¥, kde &islo e je zdklad prirodzeného logaritmu.

Opravnenost tohoto zapisu je vidiet z geometrickej interpretacie ndsobenie komplexnych éisel:



Veta 2. Ak, € R, tak

(cosa+isina)(cos B+ isinf) = cos(a + B) + isin(a + ).

Toto tvrdenie sa d4 dokizat pomocou geometrickych tivah a je ekvivalentné so stétovymi vzorcami
zndmymi zo strednej skoly (overte si to):

sin(a + ) = sinacos B + cos asin 3, sin(a — ) = sinacos 8 — cos asin 3,

cos(a + ) = cosarcos 3 — sinasin 3, cos(aw — 8) = cosaccos B + sin asin 3.
Geometricks interpretdcia vety 2 hovori: pri ndsobeni komplexnych ¢isel sa ich argumenty s¢itaji. Absolitne
hodnoty sa néasobia, ¢o je jednym z tvrdeni nasledujicej vety:

Veta 3. Pre Vz,w € C plati:
(i) |z 4+ w| <|z| + |w| (trojuholnikovd nerovnost)
(i) [zw] = [2[|w].

Obe tvrdenia sa daji lahko overit vypoctom. Ak nie st vektory z,w rovnobezné, tak je vektor z + w
uhlopriecka vo vhodnom rovnobezniku (nakreslite ho) nerovnost (i) je zndme tvrdenie, Ze strana trojuholnika
je kratsia ako sucet dizok zvys$nych dvoch stran.

Veta dva ma nasledujici dosledok, ktory je znamy ako

Moivreova veta. Akrp € R, r >0, n € N, tak

[r(cos ¢ + isinp)]™ = r"[cos(np) + isin(ne)] .

Moivreova veta sa pouziva na rieSenie rovnice z" = ¢, kde ¢ # 0 je zndme komplexné ¢islo, n € N a
neznama z sa hladd v mnozine C'. PopiSeme teraz ako sa binomick4 rovnica riesi:
1. pravi stranu vyjadrime v goniometrickom tvare a rieSime rovnicu

2" =c|(cos ¢ + isinp) = |c|[cos(¢ + 2k7) + isin(p + 2k7)], ke Z.

2. Nezndmu z budeme hladaf v goniometrickom tvare, teda hladdme kladné &islo 7 a uhol o € R, tak aby
z = r(cos a + isin &) bolo rieenie rovnice 2" = ¢, t.j.

r[cos(na) + isin(na) = |c|[cos(p + 2km) + isin(p + 2k7)], k€ Z.

3. Vidiet, ze predchddzajica rovnost plati pre r = {/|c| a o = 2257 — £+ k25 ke Z ateda

n

o= Vidfeos(E +820) psin( 462, k=012, n-1

je n roznych rieseni danej binomickej rovnice.

4. 2+ (k+ n)%’r =£+ k%ﬁ + 27 = Zzpik = 2z, teda takto viac rieSeni nevyrdtame. Plat{ tvrde-
nie, Ze rieSenie iného tvaru rovnica nemd, ale nebudeme ho teraz dokazovat. Poznamenajme este, Ze
rieSenia binomickej rovnice lezia na kruznici so stredom v bode 0 a polomerom {/H a tvoria vrcholy
pravidelného n-uholnika.

Priklad. Rieste rovnicu 2% = —8i a vysledok napiste v algebraickom tvare a znazornite.
Im
—_ 3
P =237
/ \ Najprv pravu stranu znazornime a z obrdzku uréime absolitnu
\ Re hodnotu | — 8i| = 8 a argument ¢ = 27 a teda rie§ime rovnicu

+—87 3 3
23 =8 [cos(gw + 2k7r) +1 SiH(ETF + 2k7r)}




4.

Odmocnenim absolitnej hodnoty a delenim argumentu dostaneme rieSenie:

2k :2[cosé(g7r+2k7r) —l—isin%(gﬂ—i—mm)} ,k=0,1,2

1 i Im
0—2[cos—ﬂ+zsm2ﬂ =2 <0
1 7 7
:2[cos(27r—|— ?)—l—isin(Qﬂ'—i—g)} :2[cosgﬂ'—|—isin67r] =—V3—i . ZRe
1 4 1 4 11 11 1 2
= 2[cos( T+ —7T) +isin(—ﬂ' + —F)} = 2[005 —7r+isin—ﬂ =V3—i
2 2 3 6 6
1. ULony
Néjdite vysledok operdcie v tvare z + yi, kde z,y € R.
a. 3+ 7i— (5 —2i)(4—1) d. &% g beR
b. (1 +4)(1 —4)(1+ 2:)(1 — 24) o, H2+34)
(1-74) ‘ 3457
C =230
Néjdite vsetky =,y € R také, ze . .
a. (22 +3y)+i(r —y)=—1+2i o Yt THw

b. (iz +y)(2z — 3iy) = 2 1-2  2+3%
Dané komplexné &islo znazornite a najdite jeho goniometricky tvar.
a. —5 b. 1—i c. V3—i d. —5i e. 2+ 3i £ —3-7i
Vypotitajte zu, Z, 2.
a. 2 =13(cos ZE +isinT), u=2(cosZ +isinZ), n=>5
b. z=3(cos § +isin%), u = 6(cos 3T +zs1n3§“) n = 2004
V obore komplexnych ¢&isel rieste rovnicu. Vysledok vyjadrite v algebraickom aj goniometrickom tvare a

znazornite.

a. zt=4 c. 28 =-8i
b. 2t =—4 d 2t=-1-4iV3
Vypocitajte.

a. 0L b. (14i)* c. (L —i2)°



