v poliach R a C

4 0 0 1
1. [13 bodov] Dand je matica A= 0 2 2 |.ab=| 0 ]. Urcte
0 2 2 1
a) [1] stopu matice A, b) [3] minimalny polyném m4 p(A) (vektora b vzhladom na maticu A),
c) [3] vlastné ¢isla matice A, d) [5] Diagonalnu maticu D a maticu P, pre ktort A = PDPT,
e) [1] minimalny polyném matice A
Riesenie:
la) tr(A) = 8,
b Ab A’b A%b ap a1 az as as =0
1 4 16 64 1 4 16 64 a3_1
b) 02 8 32|~r,m |02 8 32|= 2___4 — map(\) = A2 — 4\,
12 8 32 0-2 -8 —32 =
ag =
) Z a) ab) vyplyva A\; =0, Ag3 =4
0 0 0 0
d)D=110 4 0 |.Pre A=0 vlsatny vektor: f; 1],
0 0 4 -1
0 0 0 1 0
preA=4:A—4I~ |0 -2 2| = L =(0],f=1|1
0 0 O 0 1
Mnozina {fy, f5,f3} je ortogonalna vynasobenim e; = ” T
0 1 0
: _ 1 0 L
P,tj. P= 2 V2
-1 o L
V2 V2
e) ma(A) = A\ —4)
2. [8] N4jdite rovnicu priamky y(z) = kx + ¢, pre ktort je stdet
2 z;| =2 =1 0 1 2
> |y(x:) — vi|? najmensi. Hodnoty y; st v tabulke — vl -1 02 3 4
i=—2 i
Ok tqg=—-1
a —2 1 -1
q=2 ekvivalentne | 0 1 < ) =1 2
ktq=3 11|\ 3
2%k + g = 4 o2 RS
A b
y (PN e (10 0] 13 p=1,3
P, q vypolitame ako rieSenie sustavy A' A <q) =A'b: < 0 5| 8 g=16
p=y=13r+1,6
3. [4] Uréte bazu a dimenziu podpriestoru M = {(z1,x2, 73, 74) € R*: 221 —29+23 = 21— 279 +23—74 = 0}.

-1 1 2 -1 1 0
( -2 1 —1)”R2_R1<—1 ~1 0 —1) "
M = {(z1,22,23,74) € R*: 201 —29+23 = 21— 222 +23—24 = 0} = {a(1,0,—2,—1)+b(0,1,1,—1): a,b € R}
B={(1,0,-2,—1); (0,1,1,—1)}, dim M = 2

4. [5] Nech L, M st linedrne priestory nad polom R. Nech B = {by, ba, b3, by, b5} je bdza priestoru L,
D = {d;,d2,ds} je baza priestoru M. Napiste

a) [1] dim M b) [1] stradnice [2b; — bs + 3by]s

¢) [3] maticu Tpp linedrneho operatora 1" uréeného vztahmi
Tby =ds, Thy=d; +ds+ds, Thy=2d; +ds+2ds, Ths =0, Ths = —d; + 2ds — ds.
01 2 0 -1
a) dim M = 3; b) [2b; — by + 3bals = (2,0,-1,3,0)T;¢) Tegp=[1 1 1 0 2
01 2 0 -1



V koneénych poliach
5. [10) bodov] Dany je polyném f(z) = 2% + 23 + 222 + . + 1 € P(Z3).
a) [6] Pomocou Euklidovho algoritmu zistite, ¢i mé polyném f(z) ireducibilny delitel ndsobnosti aspon 2.

b) [4] Napiste rozklad polynému f na stéin ireducibilnych polynémov (nad Z3).
a. filx)=a*+22+ 202+ +1, fo=f(x)=2>+2+1,

(t+ 23+ 222+ +1): (B3 +z+1)=2+1
—(z* + 22 + 2)

2+ a?+1

—(2®+z+1)

z°—x = f3

(P +ax+1):(@®—2)=a+1

—(2® — a?)

?+r+1

—(2* —x)

2c+1=—-x+1=f4
falfs = ged(f, ') = -2 +1,
ged(f, f') = fa ma stupen 1, teda f(z) mé ireducibilny deltel ndsobnosti viac ako jedna.

c,o+m

b. Podla a) x — 1 je dvojnasobny delitel f(z) takze, delenim, napr. pomocou Hornerovej schémy, dostaneme:
f(z) = (x — 1)%(22 + 1), pretoze g(z) = 2% + 1 Je v P(Z3) ireducibilny (g(0) = 1,g(1) = ¢(2) = 2) je to
uz rozklad na ireducibilné ¢initele.

6. [10] V poli F rieste ststavu linedrnych rovnic. RozSirené matice sistav najprv upravte na redukované
stupnovité.

a)F:ZQ $1+$3+$4:1 b)F:Z3 $1+2$3+.’E4:1
x2+x3:0 2I2+x3:2
T1+Tot+xs=1 1+ 224214 =1
a.
10 1 1|1 10 1 1|1 1 01 1|1
01 1 0/0|~ryer (0 1 1 0[0]~[0 1 1 0[]0
1 1 0 1|1 01 1 0|0 0 0 0 0|0
P ={(1,0,0,0);(0,0,0,1); (1,1,1,1);(0,1,1,0)} .
b.
10 2 1|1 10 2 1|1 10 2 1|1 10 00
0 2 1 02| ~ry2r, |0 2 1 0] 2| ~ry4rs |0 0 2 1|2 ] ~ps4r, [0 0 2 1
11 0 21 01 1 1|0 0 1 1 1|0 BimRz \g 1 0 2
1 0 0 0f2
~ 2R, 01 0 2|2 P=1{(2,2,1,0);(2,0,2,1);(2,1,0,2)}
ReRs \ g 0 1 2|1

N NN



2 10
7. [8] Uréte vietky vlastné ¢isla a vlastné vektory matice A= |1 0 2 | € Z3*3
0 1 2
Vyskusame vsetky mozné \ € Zs:
210 0 1 2 1 2
A-0I=[1 0 2 ) ~p+r, |1 0 2| = v.vek: 11,2
0 1 2 0 1 2 1 2
1 10 1 1 0 1 1 0
A-T=11 2 2| ~|0 1 2]~0 1 2] = A=1niejev.cd
011 0 1 1 0 0 2
010 1
A-2I=|1 1 2| = v.vek: [0
01 0 1

8. [2] V poli P(Z3)/(x* + x + 1) uréte prvok inverzny (vzhladom na nésobenie) k prvku (z + 1).
(r+1)"!' =2 (mod 2% + 2 +1).
Odévodnenie, napr.: 1=1+0=1+2>4+z+1=2>+r=2(z+1) (mod 2% + x + 1)

Bonus

a*) [2] Napiste aspori dva rézne linedrne operatory T: R? — R?, ktorych matice T nezavisia od volby
béazy B.

b*) [3] Urcte vsetky linedrne operatory T': R™ — R™, ktorych matice T nezédvisia od volby bazy B.

a*) T(x1,x2) = (21, 22), T(x1,22) = (0,0)

b*) Tx=tx,t € R



