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1. [3 body] Napiste minimélny polyném matice A = 0
0
0

Riesenie: ma(A\) = (A +1)3 (3 je rozmer najvicésieho Jordanovho bloku, -1 je jediné vl. ¢.)

2. [8] Dany je AABC, A = (—1,0), B = (0,0), C = (10,1). Urcte linearne zobrazenie T : R*> — R?, ktoré
transformuje AABC' na rovnoramenny pravouhly trojuholnik AA’B’C” s pravym uhlom pri vrchole B’'.
Vypoditajte e = T'(1,0), £ = T(0,1) a najdite dva najkratsie z vektorov e, f,e + f,e — f.

Riesenie:Napr. u = BA = (—1,0), v = BA = (10,1), (B = {u, v} je béza) T: Tu = (1,0), T'v = (0,1).

~1 101 0) (-1 0|1 —10) (1 0|-1 10 _
0 1[0 1 0 1|0 1 010 1
e=(-10),f=(101),e+f=(91),e-f=(-11,-1) el <[e+ £l <[l <e—£].

(Mbze vyjst oo vela inych rieseni)

3. [8] Pre vysledky merania z tabulky —
Ti| — —
yil—1 0

najdite rovnicu priamky p = y = kz + ¢, pre ktortt je > (y; — y(z;))? minimélne.
i=—2

Riesenie:(Keby sa té priamka dala prelozit presne cez tie body)

k4 qg=—1
ta 9 1 ~1
q=2 <:>A<q>b, A= 0 1], b=] 2
2% +q=4 2 1 4
k k 10 0\ [k 13 13 8
A =b ATA =A"b . t]. = =|ly= x4+ .
(5)=p=ama(y)=amus (3 3) (5)=(F) »=[r=1o=+3
6 3 2 0
4. A= -5 —2 —2|,b={0]. Uréte
3 2 0 1

a) [1] stopu matice A, b) [3] minimalny polyném m 4 p(A) vektora b vzhladom na maticu A,

c) [3] vlastné ¢&isla matice A, d) [6] Jordanovu maticu J a maticu P, pre ktoré A = PJP~!.
Riesenie: a)tr(A)=6—-2+0=14

b) (do stlpcov matice napiseme b, Ab, A%b, A%b) a riesime homogénny systém, riesenie je n-tica koefi-
cientov polynému. Vybereme taki, aby bol ¢o najmensi stuperi)
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0 -2 -6 -14 Lo o e

02614<
1 0 -2 -6

) = a3 =0,a3 = 1,a; = 3,00 =2 = map()) = \2—3)\+2

c) Z a), b) vyplyva A1 =2, Aa3 = L.



0
d) J = 1 (chybajtce ¢islo doplnime podla toho, ¢i bude treba aj zovseobecneny vl. vektor k

O O N
= o O

A2z =1, stipce matice P st vlastné a pripadne zovieob. vl. vektory).

4 3 2 0o -1 2 —2
A=2= A-N=|-5 -4 -2 | ~pur | -1 -1 0| = Py=]| 2
-3 -2 -2/ Ftho\1 1 0 1
5 3 2 -1 -1 0 1
A=1 = A-X=| -5 -3 —2| ~R;+2Rs 1 1 0 — Ps3=| —1 a zovseobecneny vl. v.
-3 -3 —1) PR72Bs \_3 2 1 —-1
5 3 2 1 -1 -1 0 |-1 0 -2 0 1 2 00
-5 -3 -2 |-1|~ 1 1 0 1 — P = 1 , P 2 1-11,J=(0 1 0
-3 -3 —-1]|-1 -3 -2 —-1]|-1 -1 1-1-1 0 1 1
2-2-1 0 2
1-1 10 2 x5 . .
5. [8] Nech A = 00 6 3 1 € R**°. L,.(A) = span{ A1, Aox, Ass, Ag.} je riadkovy,
1-1 1 1 1

Ly(A) = span{A,1, Ay, Ass, Ass, Ass} stlpcovy a N(A) = {x € R°*': Ax = 0} nulovy priestor matice
A. Urcte bazy B,, B, priestorov L,(A), Ls(A) a dim N(A) (t.j. dimenziu jadra operatora Tax = Az).

Riesenie:
2-2-10 2 1-1 10 2 1-1 10 2
Cf1-1 10 2 0 0-3 0-2 0 0-3 0-2| = {Bi., Bo., B3},
A=10 0 6 31 0063 1 000 11|77 B =4 A As}
1-1 11 1 00 0 1-1 0000 0

dimL, =dim L, =3, dimN(A)=5—-3 =

V koneénych poliach
6. [6 bodov] Dany je polyném f(z) = 2% + 23 + 22% + . + 1 € P(Z3). Napiste rozklad polynému f na stcin
ireducibilnych polynémov (nad Zs).

Riesenie:(Napr. pomocou Hornerovej schémy delime f(z) : (z — 1), dostaneme f(z) = (z — 1)?(2?
g(z) = 22 + 1 je ireducibilny v P(Z3) (lebo inak by musel mat delitela stuptia 1, t.j. koret): g(0)
g(1) =2, g(2) = g(—1) = 2. Dobré riesenie je aj f(z) = (z + 2)?(x + 1).

7. [12] V poli F rieste sustavu linedrnych rovnic. RozSirené matice sistav najprv upravte na redukované

stupnovité.
a) F'=12, Ty +x3+xs=1 b) F = Z;3 T1+ 223 +x4 =1
fL’2+IL’3:O 2$2+$3:2
Ti+To+ g =1 T+ 22+ 224 =1
Riesenie:
1 01 1|1 1 01 111 1 0 1 111
7Ta. VZy: |10 1 1 00| ~pyyr, |0 1 1 00 ~(0 1 1 0]0].
1 1 0 1|1 01 1 0]0 0 0 0 0]0
1,0,0,0));(0,0,0,1));(0,1,1,0));(1,1,1,1))} ={(1+ a+ b,a,a,b): a,b € Zs}
1 0 2 1]1 1 0 2 1|1 1 0 2 1|1
™. VZ3; [0 2 1 0|2]) ~Rg42r, |0 1 2 0|1 ] ~psy2r, |0 1 2 0|1 ] ~ 2R,
110 2|1 22 \0 1 1 110 00 2 1(2) Fil
1 0 0 0|2
01 0 2(2],{(224a1+aa):acZs}=1{(221,0):(2,0,2,1);(21,0,2)}.
0 0 1 2|1



8. [12] Nech fi(z) =27 +2° +at + 22 + 2 + 1, fo(x) = 2* + 22 + x + 1 € P(Z3). Urcte a(z),b(x) € P(Z3),
pre ktoré ged(f1, f2) = a(x) f1(z) + b(z) f2(x)

Riesenie:

Postupne delime
fiifo@+2+at+22+a2+ ) (@t +22+2x+ 1) =22 fi=23fot+fz = f3=fi+223f,
—(2" + 25 + 2 + 2°)
— 34+t +1=f3

foifs @+ 4+ 1) (-3 422 +2+1)=-2-1 fo=(—z-1)fz+f1 =

ged(fi, fo) = fa+ (z+1)f3

—(2* — 23— 2% — 1)

2+ 202+ 20 +1
—(2® -2 -2 1)
302+ 32 +2=2=f;, = ged(f1, f2)
A staci dosadit za f3: ged(f1, f2) = fo+(x+1)fz3 = fo+ (z+1D)[f1+223fo] = (x+1)f1+ (22 + 223+ 1) o
‘ a(r) =z +1, b(z) = 22* +22% + 1 ‘, (pripadne a(z) = —2z — 2, b(z) = —a* — 2% — 2)

Bonus

[3] Napiste maticu A € Z3**, ktorej minimélny polyném je f(\) = A% + X + 1.
Riesenie:

0 1) ako dva diagonalne bloky matice z Z;**:

napr. pouzijeme Ay = (1 1

0 0
A=

SO = =

0 0
0 1
11

oS o= O



