Linearna algebra 2
doc. Michal Zajac

1 PoLia

Definicia. Polom nazyvame neprazdnu mnozinu K, ktord obsahuje dva (osobitné) prvky
0,1 € K a na K su definované operacie
+: K x K — K (s¢itanie), -: K x K — K (nésobenie) také, Ze pre Va,b,c € K plati:

1. a4+ b= b+ a (komutativnost s¢itania)
2. (a+b)+c=a+ (b+c) (asociativnost s¢itania)
3. a+ 0 =a (0 je neutralny prvok vzhladom na s¢itanie)
4. YVae K3d € K: a+d =0 (d = —a, opatny prvok vzhladom na sc¢itanie)
5. a-b="-a (komutativnost nasobenia)
6. (a-b)-c=a-(b-c) (asociativnost ndsobenia)
7.a-(b+c)=a-b+a-c (distributivnost)
8. 1l-a=a
9.Va#03d€e K:a-d=1 (d=a"! je inverzny prvok k prvku a)
10. 0 # 1

Lahko sa d& overit, Ze mnozina vSetkych racionalnych ¢isel () aj mnozina vSetkych
realnych cisel R tvori spolu s obvyklym sc¢itanim a nasobenim pole.

Uloha. Ukézte, ze polom K = {a +bv2:a,b € Q} (s obvyklymi +, -) je pole.

K je pole skonstruované tak, ze k polu Q pridame este ¢islo v/2 a vietky vysledky
nésobeni a s¢itani racionalnych ¢isel a /2. Cislo v/2 je rieSenie rovnice z2 — 2 = 0. Inymi
slovami rozsirime pole vsetkych racionalnych é&isel na pole v ktorom mé polyném z? — 2
koren.

2 VLASTNOSTI KOMPLEXNYCH CISEL

Vieme, 7e neexistuje z € R, pre ktoré by 22 = —1. Tento ,nedostatok” realnych
¢isel odstranili matematici tak, ze si také ¢islo vymysleli. Vola sa imagindrna jednotka
a oznacovat ho budeme pismenom i (v elektrotechnickych aplikdcidch je zauZivané aj
oznacenie j). Najprv pripomenieme definiciu z predmetu LA1:

Definicia. Nech x,y € R. Vyraz tvaru iy sa nazyva imagindrne ¢islo,
vyraz tvaru z+iy sa nazyva komplexné éislo (algebraicky tvar komplexného ¢isla). Mnozinu
vietkych komplexnych &isel budeme oznagovat C.

V mnozine vietkych komplexnych éisel st operdcie séitania a nasobenia uréené vztahom

i?2 = —1 a vlastnostami (i)—(ix). Teda ak a,b, a1, b1, az,bs € R, tak
a+itb=0 <<= a=b=0
(a1 4 ib1) + (ag + iby) = (a1 + a2) + i(by + b2)
(a1 +ib1)(ag + iby) = (a1ag — bibs) + i(a1by + braz)
—(a+ib) = (—a) +i(-D)
(a +ib)(a —ib) =a®* +b* € R

1 1 a—1b a . —b

atib atiba—ib @12 @y

ak a +ib # 0 tak

Predchéddzajtice vztahy sa lahko overia priamym vypoc¢tom, napr.:

(a1 + ’ibl)(az + ibz) = al(ag + ibg) + ibl(ag + ibz) = aiag + 1a1by + ibras + izblbg =
(alag — blbg) + i(a1b2 + blag)
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Ukazali sme, Ze s¢itanim, nasobenim a delenim dvoch komplexnych ¢isel dostaneme znova
komplexné ¢islo (t.j. vyraz tvaru x + iy, kde z,y € R a tieto operécie sme definovali tak,
ze aj komplexné ¢isla splnaji vlastnosti (i)—(ix) redlnych ¢isel.

Definicia. Nech z,y € R, 2 = 2 +iy € C. Potom sa x nazyva redlna ¢ast a y imagindrna
cast komplexného ¢isla z, oznacujeme: x = Re z, y = Im z, ¢islo 7 =  — iy sa nazyva ¢islo
komplexne zdruzZené s cislom z.

Priamym vypoétom sa d4 overit, Ze plati

Veta. Nech z,z1,29 € C. Potom plati
(i) z= 2,
(i) 7Tz =7 + 7,
(iil) Z1%2 = 2172,
(iv) Rez =1(2+7%), Imz = (2 — 2).

Priklad. Vypocitajte (t.j. napiste v tvare x + iy, x € R,y € R) &isla

a) 2-23 b) % C) 2—&;32’

d) o) & gy (1)

23 _ ;5443 _

; .
c) 230 = 1(2 4 34) = —i(2 4+ 3i) = —2i — 3i% = 3 — 2i,
144 _ 144245 _ (I4+49)(24+4) _ 2+44i+2i+3% _ 1 -3

d) 3% 2—i2+i i+1 < = 5 =5 t15,
(2=i)? _ 4—diti® _ (3-40)(1—i) _ 3-3i—di44® _ _ 1 _ ;7
1+i 1+ (A+9(1—i) 2 -2 2

e)
f) (1—4)°=((1—-4)?)3 = (1 —2i +14?)3 = (—2i)3 = (—2)3i3 = —8(—1i) = &i.

Geometricka interpretacia komplexnych é&isel.

Komplexné ¢islo je urcené usporiadanou dvojicou realnych ¢isel. Teda k z € C' mozeme
priradif dvojicu redlnych ¢isel (r = Rez,y = Imz) a tej zasa bod v rovine. Je tym tiez
urceny vektor v rovine, ktorého pociato¢ny bod je (0,0) a koncovy bod je (x,y).

Komplexné ¢islo z = x + 1y stotoznime s tymto vektorom. Pritom aj obvyklé sc¢itanie
vektorov v rovine zodpoveda scitaniu komplexnych ¢isel. Pouzivame pravouhlé stiradnice
v rovine, ale na zdoraznenie, 7e v nej kreslime komplexné ¢isla budeme os  nazyvat redlna
0s a 0s y imaginarna os.

Dizka tohoto vektora sa nazyva absolutna hodnota komplexného ¢isla z. Ak je z # 0 je
tento vektor jednoznacne urceny svojou dizkou a orientovanym uhlom, ktorého pociatoc-
nym ramenom je vektor (1,0) (teda kladn4 cast redlnej osi) a koncovym ramenom je vektor
z = (z,y). Pripomenme, Ze orientécia uhla je kladnd ak sa jeho poc¢iatoéné rameno dostane
do koncového ramena otd¢anim okolo vrchola proti smeru hodinovych ruciciek. Velkost
orientovaného uhla ¢ > 0 budeme urcovat v oblikovej miere, radidnoch, teda je uréens
dizkou cesty, ktord prejde koncovy bod vektora diiky 1 pri otacani o uhol ¢ proti smeru
hodinovych ruciciek, zaporné uhly rovnako zodpovedaju otacaniu v smere hodinovych
ruciciek.

Tabulka hodnét cosa a sin «

stupne « 360 180 90 60 45 30
radidny %a 2m T 5 3 1 5
cos COS & 1 —1 0 % % V2 % V3
sin sin «v 0 0 1 % V3 % V2 %
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Im
Yy . 2=z +iy = |z]e
3
o Re
-y Z=x—iy = |z|e”@

Obr. 1 Geometricka interpreticia komplexného cisla.

Definicia. Nech z=z+ iy € C, x,y € R.
(i) Nezdporné &islo |z| = /a2 + y? sa nazyva absolitna hodnota komplexného ¢isla z,
(ii) Ak je navySse z # 0, tak orientovany uhol ¢, pre ktory z = |z|(cosp + isinp),
nazyvame argument komplexného cisla z.
(iii) z = |z|(cosp + ising) sa nazyva goniometricky tvar komplexného ¢isla z.

Poznamenajme, ze ak ¢ je argument ¢isla z, tak je ¢ + 2k pre Vk € Z tiez argumen-
tom ¢isla z. Vyjadrenie ¢isla z v goniometrickom tvare je vlastne len preformulovanim
definicie funkcie sin ¢ a cos ¢ pre orientované uhly. Goniometricky tvar komplexného ¢isla
sa skratene zapisuje v exponencidlnom tvare:

z = |z|(cosp + isinp) = |z[e’?, kde &islo e je zdklad prirodzeného logaritmu.
Opravnenost’ tohoto zapisu je vidiet z geometrickej interpretdcie ndsobenia komplexnych
¢isel:

Veta 2. Ak o, € R, tak

(cosa +isina)(cos S+ isin3) = cos(a + ) + isin(a + ) .

Toto tvrdenie sa d4 dok4zat pomocou geometrickych tivah a je ekvivalentné so si¢tovymi
vzorcami zndmymi zo strednej skoly (overte si to):

sin(a+ ) = sinacos B + cosasin 3, sin(aw — ) = sinacos B — cosasin 5,

cos(a+ ) = cosacos f —sinasin 3, cos(a — 3) = cosavcos 5 + sinassin 3.

Geometricks interpretacia vety 2 hovori: pri nasobeni komplexnych ¢isel sa ich argumenty
sCitajui. Absolutne hodnoty sa nasobia, ¢o je jednym z tvrdeni nasledujicej vety:

Veta 3. PreVz,w € C plati:
(i) |z +w| < |2| + |w]| (trojuholnikovd nerovnost)
(i) [zw] = |z[[w].

Obe tvrdenia sa daju lahko overit vypoétom. Ak nie sii vektory z, w rovnobezné, tak je
vektor z + w uhloprie¢ka vo vhodnom rovnobezniku (nakreslite ho) nerovnost (i) je zndme
tvrdenie, ze strana trojuholnika je kratsia ako sucet dizok zvysnych dvoch stran.

Veta dva ma nasledujici dosledok, ktory je znamy ako
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Moivreova veta. Akr,¢ € R, r >0, n € N, tak

[r(cos ¢ + isin )]"= r"[cos(np) + isin(ny)], v exponencidlnom tvare (re'?)™ = r™e™?,

Moivreova veta sa pouziva na rieSenie rovnice
" =c,

kde ¢ # 0 je zname komplexné ¢islo, n € N a neznama z sa hladd v mnozine C'. PopiSeme
teraz ako sa binomickd rovnica riesi:
1. pravu stranu vyjadrime v goniometrickom tvare a rieSime rovnicu

2" = |c|(cos p + isin ) = |c|[cos(p + 2kn) + isin(p + 2kn)], k€ Z.

2. Nezndmu z budeme hladaf v goniometrickom tvare, teda hladdme kladné &islo r a
uhol a € R, tak aby z = r(cos a + isin «v) bolo rieSenie rovnice 2" = ¢, t.j.

r"[cos(na) + isin(na) = |c|[cos(p + 2km) + isin(p + 2k7)], k€ Z.

3. Vidiet, ze predchadzajiica rovnost plati pre r = {/|c| a a = ij” =£4k2 keZ
a teda

o = ’Q/H[COS(%%Q%)HSm(%%%)} = el @D k=0,1,2,...,n—1

je n roznych rieseni danej binomickej rovnice. Z predmetu LA1 vieme, ze polyném
(stupnia n) z, — ¢ mé najviac n korernov, teda viac rieSeni rovnica nemd. Strucne to
mozeme zapisat”

2" =|cle’ = z, = Y/ |c|ei(%+k‘27ﬁ) , k=0,1,2,....,n—1.

Poznamenajme eSte, Ze rieSenia binomickej rovnice lezia na kruznici so stredom v bode
0 a polomerom 3/|c| a tvoria vrcholy pravidelného n-uholnika.

Priklad. Rieste rovnicu 22 = —8i a vysledok napiste v algebraickom tvare a znazornite.
Tm
p=3m
/ Najprv pravui stranu znazornime a z obrazku urcime absolitnu
\\ Re hodnotu | — 8| = 8 a argument ¢ = 37 a teda riesime rovnicu
8 \ 3 3
27 = 8|cos(=m + 2km) + isin( =7 + 2k7 ]
fcos (2 + 2kr) + isin (2 + 2km)

Odmocnenim absolitnej hodnoty a delenim argumentu dostaneme rieSenie:

zk:2[co %(27r—|—2k77)+zsm (27r—|—2k7r)} k=20,1,2

z0 = 2[00 %7?+zs1n Qﬂ =21 Im 2

21:2[005(%+%)+isin(%+2§)} 2[(:08 L+ i sin gﬂ —V3—i K\

2o = 2[cos(% + 2F) +isin(F + 2F)] = 2[cos L7 + isin x| = V3 —i z\<>/z Re
1 2
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Ulohy.
1. Néjdite vysledok operécie v tvare x + yi, kde z,y € R.
a. 3+ 7i— (5 —2i)(4 —1) d. 2tV g be R
b. i(1+4)(1—4)(1+2i)(1 — 249) o, 1(2431)
(1-74) T 345
C. @730
2. Najdite vsetky x,y € R také, ze _ _
a. (204 3y) +i(z —y) = —1 + 2i o ZYTMW THW

b. (iz + y)(2x — 3iy) = 2i -2 243
3. Dané komplexné cislo znézornite a néajdite jeho goniometricky tvar.
a. =5 b. 1—i ¢ V3—-i d -5 e 243 f -3-7Ti
4. Vypocitajte zu, =, 2"
a. z=/3(cos X +zsm%7r) u—2(cos +ising), n=>5
b. z = 3(cos § —|—zs1n4) u = 6(cos 3F +zsm3§) n = 2004
5. V obore komplexnych Cisel rieste rovnicu. Vysledok vyjadrite v algebraickom aj gonio-

metrickom tvare a znézornite.

a. 24 =4 c. 23 =-8i
b. 24 =—4 d. z*=-1-iV3
6. Vypocitajte.
a. 10! b. (14i)* c. (L2—if2)°

3 PoLia Z,

Celé ¢isla maju nasledujicu vlastnost (delenie so zvyskom):

Ak ne Z, me N, tak la e Z, r € {0,1,...,m — 1}, pre ktoré n = am + r. Teda
celé Cisla sa daja rozdelit na m podmnozin, podla toho aky je zvySok po deleni ¢islom m
(zvyskové triedy):

Definicia. Hovorime, Ze ¢isla a,b € Z st kongruentné modulo m (a = b (mod m)), ak
dostaneme po ich deleni ¢islom m rovnaky zvysok, t.j

a=b (modm), vtedy a len vtedy, ked je m delitelom ¢isla a—b (oznacenie: m|(a—b)).

Ijlohy.
1. Zistite, ¢i plati 14 = 131 (mod 3)
2. Najdite a € {0,1,2,3,4), pre ktoré 28 = a (mod 5)
3. Najdite a € {0,1,2,3,4,6), pre ktoré 2a =1 (mod 6).

Relécia k1 = ko (mod m) ma nasledujice vlastnosti:
reflexivnost: £k =k (mod m), Vk € Z,

symetria: k1 = ko (mod m) <= ko = k1 (mod m)
]]2 _ Zz Eﬁgg Z; } — ky = ks (mod m),

Pre véetky kl, k‘g;gl,gz S

k1 = ko (mod m)} . k1 + €1 = ko + {2 (mod m),

01 =0y (mod m) k101 = kols (mod m).

Tieto vlastnosti sa daju Tahko dokéazat, tu ukazem len posledni:

tranzitivnost:

Ll

k1l — koly = k1l1 — koly + koly — kola
= (k1 — k2)l1 + ka(€1 — £2)
k1 = k2 (mod m)
{1 =42 (mod m)

— m|k:1£1 — koly —> k1l1 = kot (mod m)
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Tieto vlastnosti teraz pouzijeme na definovanie operacii s¢itania a nasobenia
v mnozine Z,, = {0,1,2,...,n— 1}:

Va,be Z,, a®b=c <= c€Z, Na+b=c (modn),
a®b=d <= de Z, N ab=d (mod n).

Uloha. Dokazte, ze pre kazdé n € N operacie @, ® spliaji axiémy 1-8 z definicie pola.

Najvicsi spolocény delitel ged(ng,n1) dvoch celych ¢isel ng,n; je prirodzené ¢islo, pre
ktoré
1. ged(ng, n1)|no A ged(ng, n1)|nq,
2. Ak d e N, dng ANd|n1 = d| ged(ng, n1).

PopiSeme teraz algoritmus, ktorym sa da najvicsi spoloény delitel vypocitat a navysSe
aj vyjadrit pomocou ¢isel ng, ny.

Veta Euklidov algoritmus. Nech ng,ni st prirodzené cisla. Potom existujiu celé cisla
aog, a1, pre ktore
ng(no, nl) = agNg + ai1nq

Dékaz. Ak ng = ny, tak ged(ng,n1) =n1 =1-n9+0-nq, t.j. ap =1, a3 =0.
Dal$im trividlnym prikladom je n; = 1 = ged(ng,n1) = 0-ng + 1 - n;.

Pretoze ged(ng,n1) = ged(ny,ng), vetu treba eeste dokazat v pripade ng > n; > 1.
Potom delenim ng : n; dostaneme (g je podiel a ny je zvySok po deleni)

n
ng=qni+ns, no<mny, q= {—OJ (cela Cast podielu ng/nq)
ny

Ak d|ngAd|ny, tak je d aj delitelom éisla ny = ng —gn; a zrejme plati aj opaéna implikécia,
£.j.
((d|n0 VAN d|n1) < (d|n1 AN d|n2)) — ng(no,Tbl) = ng(?’Ll, TLQ) .

Tento postup zopakujeme (n; : ng) a dostaneme n; > ny > ng > ng.... Je zrejmé,
ze musime skoncit po koneénom pocte krokov, t.j. ked bude ni = 0, vtedy je np_1 =
ged(ng,my).

Ako ziskame c¢isla ag a a1 ukdzeme na konkrétnom priklade ng = 123, ny = 57.

ng:m1 =2, zv. ng =9 ng = 2n1 + no Ny = Ng — 211
ni:ng =6, zv. ng =3 ni1 = 6ng + ng ng = ni3 — 6Ny
no:n3 =3, zv. ng =0 = ged(ng,ng) = ng

A teraz dosadzujeme spéitne:
ng =ny — 677,2 = N1 — 6(710 — 2711) =M1 — 6710 —+ 12711 == 13711 — 6TLO, tJ apg = —6, a; = 13.

Z predchadzajiuceho dokazu vidiet, Zze kazdy (nielen posledny nenulovy) zvySok nj po
deleni ng_o : nip_q sa da napisat v tvare nyp = sgng + tgni, kde si,tx € Z. Pritom na
vypolet si,tr (pre k > 3) potrebujeme poznat dva predchadzajice vysledky. Delenim
(so zvyskom) dostaneme ny_o = qngp_1 + ng, t.j. ng = ng_2 — qni—1 (inymi slovami
q = |nk—2/nk-1/, t.j dolna celd cast podielu ng_o/nk_1)

Nk—2 = Skp—2N1 + tp_2MN2
Ng—1 = Sg—1N1 + lp—1n2
Nk = Ng—2 — qNk—1 = Sg—2N1 + tg_ang — q(sg_1n1 + tg_1n2)

= (Sk—2 — qSk—1)n1 + (tk—2 — qlg—1) N2 (1)
NG ~~ / _~

Sk ty
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Dostanme tak algoritmus (rozsireny Euklidov algoritmus):
1. Vstup a prvy krok
no, 30:1,t0:0
ny, s1=0,t =1, ¢ = [no/n1], no =ng — qn1
Sg =1=s59—¢qs1, t2 = —q =ty — qt1
2. Pre k > 2 vypocitame &isla ng, sg, tx pomocou vztahu (1)
Algoritmus kond¢i, ked niy; = 0 a vysledkom je posledny nenulovy zvysSok nj a koefi-
cienty sg,tx, nr = sgno + tgni.
Moézeme to zapisovat do tabulky:
Prvy riadok tabulky je (¢ = [no/n1]):

nQ ny q 1 0 0 1

Dalsie riadky dostaneme vzdy z predchadzajiceho riadku:

a b q ap bo a1 bl

znamend a = agng + aini, b = bong + biny, ¢ = |a/b| a dalsi riadok bude

a b

ao

bo

a

b1

a—qb

bo

ap — qbo

by

a1 — gby

Napriklad pre ng = 34,n; = 12 potrebujeme 3 riadky (n3z|ne = ngz = ged(ng,nq)):

k a=ng b=ngq1 q ap bo ay by
0 34 12 2 | 1 0 0 1
1 12 10 1| 0 1 1 —2
2 10 5 1 | -1 | -2 3

ged(ng,ny) = ged(34,12) =ng = —1ng+3n; =2=(—1)-34+3-12
Veta. Z, je pole vtedy a len vtedy, ked je p prvocislo.

Doékaz. Ak p nie je prvocislo, tak p = m -n, m # 1,n # 1. Potom pre a = m -1 =
101@--- @1, b=n-1platia ©b =0 (mod p), ale a # 0 (mod p) aj b # 0 (mod p).

m krat
Preto Z, nie je pole.

Ak p je prvocislo a n # 0 (mod p), t.j. n € {1,2,...,p — 1}, tak treba ukézat, ze
existuje k n inverzny prvok vzhladom na nasobenie v Z,. Ostatné axiomy pola platia pre
kazdé p. Pouzijeme Euklidov algoritmus: Pretoze je p prvodislo, ged(n,p) = 1. Podla
predchéadzajucej vety

Jag,a; také, ze 1 = agp + a1n —
1 =agp (mod p) Pain = a;n (mod p) => a; =n"' (mod p).

——
=0

V dalsom texte budeme pisat a = b, alebo a = b (mod p) namiesto a = b (mod p).
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4. VLASTNOSTI POLYNOMOV S KOMPLEXNYMI
KOEFICIENTAMI A S KOEFICIENTAMI V POLIACH Z,

Polynémy s redlnymi alebo komplexnymi koeficientami sa daja chapat ako funkcie R —
R (C — O) $pecidlneho tvaru f(z) = ag + a1z + azz? + -+ + a,2™, a, # 0. Cislo n sa
potom nazyva stupen polynému f(x). Pritom ak maji dva polynémy rézne koeficienty,
tak uréuja aj rozne funkcie. Vo vSetkych poliach to ale neplati. Napr. f(z) = 22 +x + 1
a g(r) = 1 uréuju tu ista funkciu Zy — Zo, f(0) = g(0) =1, f(1) =g(1) = 1.

Nech K je pole. Polynémom s koeficientami z pola K (nad K) nazyvame vyraz f(z)
tvaru

f(x) = ag + ayx + agx® + - - - + a,x™ ,a, # 0. n sa nazyva stupeii polynému f .

deg f(z) bude oznacovat stupen polynému f. Mnozinu vSetkych polynémov nad K oz-
nac¢ime P(K). Polyném, ktorého vSetky koeficienty sa rovnaji 0 sa nazyva nulovy a ma
stupen —oo.

Definicia.

1) Polyném f(z) € P(K) sa nazyva ireducibilny, ak neexistuju g(z), h(z) € P(K), stupna
aspon 1, pre ktoré f(x) = g(z)h(x).

2) ¢ € K je koren polynému f(x) € P(K), ak je hodnota f(c) = 0.

Veta. Ak f(z) € P(K) a je dané ¢ € K, tak zvySok po delent f(x) : (x — ¢) je hodnota
f(¢); $pecidalne, ak c je koreri polynému f, tak sa da delit f(x) : (x — ¢) bezo zvysku.
Dékaz. Delenim dostaneme podiel g(x) a zvySok je polyném r(x), degr(z) < deg(z —c¢) =
1. Tedar(z)=re K f(z)=(x—c)(9(z) +r = f(c)=(c—c)glc)+r=r.

Teraz mozeme eSte spresnit definiciu korenia polynému z P(K)

Definicia. Nech f(z) € P(K). Prvok ¢ € K sa nazyva koreni ndsobnosti k (k-nasobny
koreil) polynému f, ak (x —c)¥|f(x), ale (z — c)**! nie je delitefom polynému f. Vseobec-
nejsie, ireducibilny polyném g¢(z) sa nazyva k-ndsobny ireducibilny delitel polynému f, ak
[g(2)]F| f(x), ale g**! nie je delitefom polynému f.

Teraz pripomenieme dolezitu vlastnost pola komplexnych ¢isel (z predmetu LA1).

Veta (Zakladna veta algebry). Kazdy polynom s komplexnymi koeficientami stupria aspor
1 mad koren c e C.

Kanonicky rozklad. Kazdy polynéom stupria n nad C sa dd napisat v tvare

ko Em,

(2 =),
kdek1+k2+--~+km:n,

2"+ ap_ 12" a2z +ag = an(z — cl)k1 (z — c2)

¢éisla c1,c¢2,...,cm sU korene polyndmu f. Cislo k; sa nazyva ndsobnost koreria c; (j =
1,2,....,m).

Ulohy.
2.1a. Napiste zvySok po deleni (210 — 2% + 1) : (2 + 1)
2.1b. Napiste rozklad nad C polynémov f1(z) = 2* +1, fa(2) = 23 — 1, f3(2) = 22 + 2 + 1,
fa(z) =222 + 22+ 1.
Euklidov algoritmus, ktory sme popisali pre celé ¢isla, ,funguje” aj pre polynémy (v

priestore P(K)). UkéZeme si to na konkrétnom pripade dvoch polynémov fi(z), fa(z) €
P(Z3).
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Uloha. fi(z) =" + 2%+ 2* + 22 + 1, fo(z) = 2* + 22 + 1 € P(Z,). Najdite polynémy
a1(w), az(x) € P(Z2), pre ktoré ged(f1, f2) = a1(z) f1(x) + az(2) f2().
Riesenie (v Z3 je —1 = +1, od¢itanie je to isté ako s¢itanie):

delime f1: fo, (" +2°+a2t+22+1): (@' +22+1)=23+1
(" +2° +2°)
st 4t 4?41

a:4+m2+1
P =fy = =@+ Dfot+fs = fs=f+ G +1)f

faifs, (@*+2*+1):2°=x

33'4

P 4l=f = fo=afs+f1 = fi=frt+afs

fa:fy, (@ ):@*+1)==x
4+

r=fs = fs=zfutfs = f5=fz+afs

fa:fs, (@*+1):z=2

mZ

1= folfs = 1=gcd(f1,f2) = fa+xfs

A teraz postupne dosadzujeme (od konca) za fs, f1,...:

ged(fi, fo) = fatafs = fata(fs+afs) =xfs+ (1 +2%)fa =afs + (1 +2°)(fo + 2f3) =
=afs+ 1+ fot(@+2¥)fs=Q+a®)fo+(@+z+a®)fs=1+22)fa+23f3 =
=(1+2)fa+2*(i+ @+ D) =0 +2)fa+2fi 4+ @ +2°) fa=2"f1 + 2 +2° +2° + 1) fo

Teda ged(f1, f2) = a1 f1 + asfo, kde a1(z) = 23, ag = 2% 4+ 2% + 22 + 1.

Ijlohy.
2.1 Napiste kanonicky rozklad nad C' polynému f(z) =
(a) 25 +1, (b) 26 —1, (c) 22 + 2+ 1,
(d) 23 — 222 + 22 — 1 (¢ =1 je koreit), (e) 2% + 8i, (f) 23 — 8i
2.2 Néjdite ged(f1(z), f2(2)) v P(C) pre
(@) f1(2) =223 — 2242, foz) =22 + 23 + 22 — 1;
() fi(z) =222+ 28 +22 =2, fa(z) = 2%+ 22% + 32 4+ 2;
(€) filz) =22 + 22 +222+1, foz) =23 —222 +2-2.

Euklidov algoritmus sa dé pouzit aj na rozhodnutie, ¢i mé polyném viacnasobny ire-
ducibilny koreni. Najprv definujeme ,algebraicki” derivaciu: Ak f(x) = 2" € P(K)
tak, definujeme f’(x) = na""!. n v exponente je prirodzené ¢islo a n € K znamena
sucet n jednotiek z pola K. Derivacia lubovolného polynému sa definuje pomocou pra-
vidiel (f +g¢9) = f'+ ¢ a (af) = af (a € K, f € P(K)). Potom plati aj vzorec
[f(@)g(x)]" = f(z)g(z) + f(x)g' (x).

Predpokladajme teraz, ze f(z) = [g(x)]*h(z), k > 1. Potom
f'(z) = klg()]* g (2)h(z) + [9(2)]*W (z) = g (2)[kg' (2)h(z) + g(2)W (2)] =
g* Y (x)hy1(z). Teda g*~? je delitelom polynémov f aj f" a preto g*~1| ged(f, f').

Odvodili sme tvrdenie f ma viacnasobny ireducibilny delitel vtedy a len vtedy, ked
degged(f, f') > 0.

Jednou z najdolezitejsich aplikcii Euklidovho algoritmu v (linedrnej) algebre je kon-
strukcia rozsireni poli podobna konstrukciam poli Z,,.
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Definicia. Nech g(z) € P(K) je ireducibilny polyném. Ozna¢me P(K)/g(z) mnozinu
vSetkych zvyskov po deleni polynémov f € P(K) polynémom g¢(z) a rovnako ako v Z
kongruenciu (mod p) definujme kongruenciu (mod g(x)):

fi,f2 € P(K) = fi=/f (modg) < g|(f1 — f2)

Spolu s nésobenim a sé¢itanim modulo g(z) je potom P(K)/g(z) pole. Ak g € P(Z,) pre
nejaké prvocislo a degg(z) = k > 1, tak P(K)/g(az) mé p* prvkov (vietky polynémy z
P(Z,) stupna najviac k — 1).

Vseobecne plati

Veta. KaZdé pole K ma bud nekonecne vela prvkov alebo sa jeho pocet prvkov rovnd
mocnine prvocisla.

Priklad. Polyném f(x) =22 +x + 1 € P(Z) je ireducibilny.
Popiste (t.j. prvky a operacie +,-) pole F' = P(Zy)/(z? + x + 1)

Prvky tohoto pola mézeme stotoznit so zvyskami po deleni polynémom f(z), t.j. s
F = Pi(Z3) ={eo,e1,ea,e3}:  eo(x) =0, e1(x) =1, ea(x) =z, ez(x) =2+ 1

Pre toto pole napiste tabulku nasobenia a s¢itania.

Ulohy.
1. Napiste vSetky ireducibilné polynémy z P(Z5) stupna a) 2, b) 3, c) 4.
2. Pomocou Euklidovho algoritmu najdite v P(Z2)/(x®+z+1) prvok inverzny k (z+1).
3. Vysvetlite tvrdenie: pole komplexnych ¢isel sa rovna P(R)/(x* + 1).

Hornerova schéma, ktori pozname z predmetu LA1 (pre polynémy nad R a C) plati v
kazdom poli:

Hornerova schéma. Delenie f(z) : (x — ¢) = g(x) so zvySkom r sa d& napisat do
nasledujucej tabulky

ayp  Qp_1 Qnp_g ... G1 ag koeficienty polynému f
c cb,_1 cb,_2 ... cby cbg
b1 bp_2 bp_3 ... by ‘7“ = f(c) koeficienty polynému g‘ zvySok

V tretom riadku je stucet ¢isel v prvych dvoch riadkoch.

Nasledujice dve kapitoly st rozSirenim latky z LA1 na pripad Tubovolnych poli.

5. SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC A MATICE

5.1. Jedna rovnica s jednou neznamou (v poli K).

axr =0, kde a,b € K st dané ¢isla,

méame najst vietky x € K, ktoré spfﬁajfl dant rovnicu.

RieSenie:
a. Ak a #0, tak Iz = % (prave jedno rieSenie),
b. Ak a =0Ab# 0, tak ziadne 2 € K nespliia 0-2 =b (iadne ricSenie),
c. Aka=0Ab=0, tak kazdé z € K spiﬁa 0-z=0 (pre K =R alebo C nekonec¢ne
vela rieseni).
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Rovnaké tri moznosti st pre pocet rieSeni vSetkych ststav s komplexnymi (aj redlnymi)
koeficientami. Inak je to v pripade, ze K je konecné pole.

V pripade realnych koeficientov a, b vieme, ze pre vzajomu polohu priamok p =y = ax
a ¢ =y = b st presne 3 moznosti:

1. mozu sa pretinat v jednom bode pNg = [g, b},

2. mozu byt rovnobezné rozne (p || ¢) alebo 3. totozné (p = q)

Podobne ako v pripade rovnic s redlnymi koeficientami, moézeme zaviest maticu sistavy
a rozSirentl maticu sustavy nad polom K.

5.2. Sustava m linearnych rovnic s n neznamymi m,n € N, m > 1, n > 1.
Nech a;; € K, b; € K, i € {1,...,m}, j € {1,...,n} sa dané ¢isla. Sustavou m
linedrnych rovnic s n neznamymi nazyvame:

a1121 + a12x2 + ... +a1pTy = by
a21T1 + a22T2 4+ ...+ aonly = b2 (S)

Am1T1 + Am2T2 + - - + GpnTpn = bm
Riesit ststavu (S) znamend najst mnozinu P vSetkych usporiadanych n-tic prvkov z K,
pre ktoré po dosadeni do kazdej rovnice zo ststavy (S) za (z1,x2,...,2,) vznikne rovnost.

Definicia. K" oznacuje mnozinu vsetkych usporiadanych n-tic prvkov (&isel) z pola K.
Nech x = (z1,22,...,2,) € K",y = (y1,Y2,..-,Yn) € K™ a a € K. Potom

(i) x+y=(r1+y1,22+Y2,-..,%Tn + Yn) sa nazyva sucet n-tic x a y.
(ii)) ax = (ax1, axs,...,ax,) sa nazyva nasobok n-tice x ¢islom a.
(iii) n-tica 0 = (0,0,...,0) € R™ (C™) sa nazyva nulova n-tica.

(iv) —x = (—x1, —x2,...,—x,) sa nazyva n-tica opaénd k n-tici .

Definicia. Tabulku zostavenu z ¢isel a;; € K, i € {1,2,...m}, j € {1,2,...n}

ai ai9 N A1n
a1 a92 . (0579

A= = (aij)1<i<m
-------------------- 1Sj§§n
Aml am2 Amn

nazyvame matica typu m X n. Mnozinu vSetkych matic typu m X n budeme oznacovat

K™*™_ Usporiadané n-tice A;, = (a;1 a;2 ... a4, ) sanazyvaju riadky a usporiadané
a1 j
. az;j .., .
m-tice A,; = . sa nazyvaju sﬂpce matice A.
amj

Pri rieseni ststavy (S) budeme pouzivat jej zapis pomocou matic:

a1 a12 Q1n
. . a1 a9 Ce a9
matica sustavy (S): A= ",
Am1 Am2 Amn
air  a12 ain | b1
. , ) / ~ a21 a99 Ce aon b2
roz§irend matica sustavy (S): A = -
am1 am2 ... amn bm

Potom ststavu (S), resp. jej rozsirentt maticu A upravime na maticu zodpovedajicu
stustave, ktord ma ta istt mnozinu P vSetkych rieSeni, ale je pomocou nej jednoduchsie
popisat mnozinu P.
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Nasledujuce upravy matice A nemenia mnozinu vsetkych rieseni zodpovedajucej sustavy,
nazyvame ich elementarne riadkové operéacie (ERO).
ERO1 Vzajomna vymena riadkov (A;. <> A, i # j), alebo stru¢ne R; > R;
ERO2 Nasobenie niektorého riadku matice A nenulovym ¢islom (A;. — aA;., a # 0) alebo
O{Ri
ERO3 Pri¢itanie ndsobku niektorého riadka k inému riadku (A;. — A +aA; ., i # j) alebo
Ri + CYRJ'.

Definicia. Prvy (zlava) nenulovy prvok a;; v riadku A;, matice A sa nazyva vedici prvok
(pivot) riadku A;.. Matica A sa nazyva stupnovitd, ak plati
1) pivot (i + 1)-ého riadka je v stipci napravo od stipca, v ktorom je pivot i-teho riadka
(v stlpci pod kazdym pivotom st iba nuly).
2) kazdy nulovy riadok je pod kazdym nenulovym riadkom matice A (t.j. nulové riadky
su premiestnené do spodnej ¢asti matice).
A sa nazyva redukovana stupnovita, ak je stupnovitd a navyse vSetky jej pivoty sa
rovnaji 1 a aj nad nimi st v stipci len nuly.

Lahko vidiet, ze pomocou ERO vznikne matica ststavy so zhodnou mnozinou vsetkych
rieSeni. Budem teda upravovat rozsirenti maticu danej sustavy na stupnoviti alebo reduko-
vanu stupnioviti. D4 sa tiez dokézaft, ze kazd4 matica A typu m x n sa dd upravit pomocou
ERO na jednoznacne urcenii redukovani stupniovitii maticu B typu m x n, budeme pisaft
A ~ B (matice A, B su riadkovo ekvivalentné). Postup ukazeme na priklade ststavy a jej
rozsirenej matice (s prvkami z R):

311 — 2wy + 23 = 11 3 -2 1] 11 1 1-3| 7
a1 +as—303=7 5 A=[1 1-3| 7 | ~pon, | 3 -2 1|11
112y — 49 — 323 = 10 11 -4 -3] 10 11 -4 -3| 10

Pivot R; je teraz ¢islo 1 (to sme mohli dosiahnit aj vyndsobenim prvého riadka ¢islom %,

ale takto sa vyhneme zlomkom). Pomocou ERO Ry — 3R; a R3 — 11R; dostaneme

1 1-3| 7 1 1-3| 7
A~ 10 =5 10| =10 | ~gs—3r, | 0 =5 10| —10 | =B
0—-15 30| —67 0 0 0| =37
B je stupnovita matica, ktorej posledny riadok zodpoveda rovnici 0x; 4 0z + 0z3 = —37

a je zrejmé, Ze nemé rieSenie, teda P = ().

Pri ipravach sme postupovali ,zlava a zhora” ,doprava a dole”. Na tpravu na reduko-
vanu stupnovitii maticu budeme maticu B upravovat od posledného pivota vpravo dole
naspit vlavo hore.

1 1-3| 7 11-3]7 11-3|0 10-1]0
Br_ap, | 0-5100 =10 | ~_1p, (0 1-2) 2 | ~Ry—2r, (0 1=2| 0 | ~Ry—R, | 0 120
37 0 0 0] 1 00 0|1/ F1-"Bs\pg o0 0] 1 00 0|1

Poslednéa matica je uz redukovand stupnovita.
Ak by sme poslednt rovnicu vynechali jej rozsirend matica sa pomocou ERO d4 upravit

na
11-3|7 - 10-1|5
01-2|2) H1=Hs{p1_2|2
Teraz je Tahké napisat rieSenie (za neznamu zodpovedajica stipcu bez pivota zvolime
Tubovolné ¢islo):

r3=a€R, 19—2a=2 — 29=242a, rv1—a=5 = r1=5+a =
P={(5+a,2+2a,a)ac R}

Popisany postup sa v pripade, Ze ipravu matice ukon¢ime dosiahnutim stupnovitej mat-
ice, nazyva Gaussova elimina¢na metéda (GEM). Ak pokrac¢ujeme po ziskanie redukovane;
stupnnovitej matice, hovorime o Gaussovej-Jordanovej elimina¢nej metéde.
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Priklad. Napiste mnozinu P vsSetkych rieseni stuistavy, ktorej rozsirend matica je

—5/2
!)
~1

21 0 -1 3|1 2r1 + w3 — x4 + 375 = —1
013 1 3| 2 — X2+ 3r3+ x4 + 315 =2
000 -1 1|1 da4 x5 =1

Zacneme od poslednej rovnice, v ktorj st dve nezndme jednu zvolime Tubovolne,

r5s =a — x4 = —1+a,

dosadime to do druhej rovnice:

x2 + 3x3 + (=1 + a) + 3a = 2. Ak zvolime z3 = b, dostaneme

To+3b—14+4a=2 — 29=3—4a—3b

nakoniec doteraz ziskané vysledky dosadime do prvej rovnice:
2z1+(3—4a—3b)—(—14a)+3a = -1 <= 2z1+4—2a—3b= -1 = z; = 1(—5+2a+3b)
r1 = —% +a+ %b, teda

P:{<g+a+gb,3—4a—3b,b,—1+a,a> :a,bER}

Poznamenajme, Ze za volné parametre a,b sme zvolili tie nezname, ktoré zodpovedaju
stlpcom bez pivotov. Matica z prikladu b) je redukovad stupiinovité, na ktorti sme upravili
prvi maticu. V tomto pripade mézeme mnozinu P napisat priamo z matice, lebo po zvoleni
parametrov obsahuju vSetky tri rovnice ststavy uz len jednu neznamu.

Rovnako mozeme riesit aj ststavy nad koneénymi polami.
Uloha. Rieste ststavu linearnych rovnic a) v poli Zs

T+ 3+ 74 =0 10 1 1]0 101 1]0
x1+x2+24=1 marozsirend maticu | 1 1 0 1|1 | ~py4r, |0 1 1 0|1
01 0 1|1 01 0 1|1

0

1

0

LL‘Q+.I4:1

1 01 110 1

~RstR, (0 1 1 Of 1 ~Ryipry |0
0 01 1|0 0

T

Ri+R3
Maticu me upravili na redukovant stupnovita, zvolime x4 = a € Zs,
potom P = {(0,1+a,a,a): a € Zo} = {(0,1,0,0); (0,0,1,1)}
b) v poli Z3
233'1 + T3+ T4 = 0 20 1 1
T1+ T2+ 214 =1 — 1 1 0 2
To + T4 = 2 0 1 0 1

2 0 1 1]0 2 0
~R3+2R> 0 1 1 0|1 ~Ro+Rs3 0 1
0 0 2 1]1 RitRs \ o 0

a z tejto redukovanej stupnovitej matice dostaneme
P=(2-a,2—a,2—2a,a): a €{0,1,2}} ={(2,2,2,0);(1,1,0,1);(0,0,1,2)}.

V nasledujtcej kapitole pripomenieme niektoré definicie a vlastnosti matic a maticovej
algebry nad R a C. Obdobné tvrdenia platia aj v kone¢nych poliach, napr. v Z,, kde p je
prvocislo.
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6. MATICOVA ALGEBRA A DETERMINNTY
Najprv zavedieme pojem linearnej zavislosti a nezavislosti

6.1. Linearna zavislost a nezavislost v R a C".

Definicia. Nech x1,X9,...,x; € R" a a1,q9,...,qp € R.

1. a1Xy + agXg + - - - + QX sa nazyva linedrna kombinéacia vektorov x1,Xs, ..., Xg.

2. Hovorime, Ze k-tica {x1,Xa,...,Xx} je lindrne nezavisla, ak ayx; + asxo + -+ -+ apxy =
0 — ag=ag=---=q =0.

3. AKk nie je k-tica {x1,X2,...,X;} linedrne nezavisla, tak sa nazyva linedrne zavisla.

Podobne hovorime o linedrnej kombinacii, zavislosti a nezavislosti k-tice matic, polyné-
mov alebo, vSeobecnjsie, funkcii.

6.2. sucet a suéin matic.

Operécie sice budeme dfinovat pre matice s redlnymi prvkami, ale rovnaké definicie a
tvrdenia st platné aj pre komplexné matice. Najprv definujeme s¢itanie matic rovnakého
typu (je vlastne zhodné so s¢itanim v R™", resp. C"""):

Stcet matic. Nechm,n € N, A = (aij)i1<i<m € R™*", B = (bij)1<i<m € R™*™. Potom

1<j<n 1<5<n
A+ B € R™*™ definujeme rovnostou A + B = (a;; + bij)i<i<m
1<j<n
, 1 2 3 110 (2 3 3 1 2 3 1 1 ..
Priklad. (2 0 1>+<2 3 1)—(4 3 2),ale (2 0 1)—|—<2 3) nie je

definované.

Skér, nez definujeme stéin matic zavedieme pojem matice AT transponovanej k matici
A. AT vznikne ,preklopenim” matice A okolo hlavnej diagondly, resp. zamenou tloh
stipcov a riadkov, napr.

T " aix aiz2 i3 ! @i Az

(5131 )] 3U3) =1 22 |, = | ai2 a22
Q21 QA22 A23

€3 a1z Qa3

Vseobecne, ak A = (a;;) € R™*", tak AT = B = (bj;) € R™™, prifom bj; = a;; pre
vSetky i € {1,2,...,m}, 7 € {1,2,...,n}.

Sti¢in matic. Najprv definujeme stcin matice A typu m x n a stlpca z (n x 1):

pre A= (a;j)i<i<m,z = (z1,22,... ,Ufz:n)T definujeme Az = 21 A +22Au0+- -+, Aun
1<j<n

Pomocou vztahu z — Ax je tak definované jednoznacéné priradenie (zobrazenie) stipca
1 2 3 = 1
Az € R™*! k stipcu x € R™*! napr. pre A = ( ),x: 1 | je Ax:—( )+

2 01 9 2
2 3y _ [(—-1+246)\ (5
(6)+2(3) - (7518) = (0)
Ak namiesto jedného stlpca x zobereme maticu B typu n x k a definujeme AB tak, ze

maticu A nasobime sprava kazdym stipcom matice B a zo siskanych stipcov , poskladédme”

jednu maticu AB = D = (dij)i<i<m.-
1<j<k

Teda nasobime maticu A € R™*" sprava maticou B € R™* a vysledok je matica
D € R™*k g prvkami d;; = A;. Bs; (i-ty riadok matice A kréat j-ty stipec matice B). Ak
sa pocet riadkov matice A nerovné poé¢tu stipcov matice B, tak nie je st¢in AB definovany.
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Veta (vlastnosti si¢tu a stéinu matic.

1) Ak A,B € R™", D € R™* tak (A+ B)D = AD + BD,
2) Ak A,B € R™*" D € R**™ tak D(A+ B) = DA+ DB,
3) Ak A€ R™*" B e R"™* tak (AB)T = BTAT.

4) Ndsobenie matic nie je komutativne, t.j. nemusi platit AB = BA (ani ked st obe strany

definované).
Definicia. Matice, ktoré maju rovnaky poéet riadkov ako stipcov sa nazjvaju stvorcové.
Hovorime, Ze prvky a;;, i = 1,2,...n matice A = (a;;) € R"™" tvoria hlavnd diagondlu

matice A. Matica I, € R™*", ktora ma vSetky ¢isla na hlavnej diagonale rovné 1 a ostatné
prvky nulové, sa nazyva jednotkova.

Poznamenajme, ze A € R™*™ tak I,,A = Al, = A, to vysvetluje ndzov jednotkova
matica.

Podobne pre $tvorcovi maticu A € R™*"™ definujeme inverzni maticu ako B € R™*",
pre ktort AB = [,,. K danej matici A existuje najviac jedna inverzna, navyse ak AB = I,
tak aj BA =1,.

6.3. Vypocdet inverznej matice.
a11 @12 413

Postup vysvetlime na maticiach typu 3 x 3, nech A = | as1 aso as3 |, hladdme maticu
a31 az2 ass
Ir1 Y1 z1
B=| x2 y z2 |, pre ktoru plati

T3 Ys z3
ail a2 Qi3 1 1 A 1 0 O
a1 G2 A23 2 Y2 2 | =10 1 0
azy age ass T3 Y3 23 0 0 1

Ak oznadime z,y, z prvy, druhy a treti stipec neznamej matice B, mame vlastne riesit tri
stustavy rovnic
Az =(1,0,0)", Ay=(0,1,00", Az=(0,0,1)",

ktoré maju t istt1 maticu, ale rézne pravé strany, t.j. rozne rozsirené matice. Takze maticu
A rozsirime o vSetky tri pravé strany a upravime na riadkovo ekvivalentnii redukovani
stupniovitii maticu, jej hodnost sa rovna hodnosti pravej strany, t.j. n, teda bud maja
vSetky tri ststavy prave jedno riesenie, alebo aspon jedna z nich nemaé rieSenie a inverzna
matica neexistuje. Maticu inverznt k matici A oznadujeme A~!

1-1 2
Priklad.. Najdite A~ pre A= | 1-2 0
011
1-1 2/100 1-1 2] 100 1-1 2] 100
1-20(010) ~py-r, | 0-1-2 | =110 | ~py4r, [ 0-1-2 | =110 Ry
0 11001 01 1| 001 0 0—-1|—-111 —HRs
1-1 2|1 00 1-10]-1 2 2 100] -2 3 4
0 12/1-1 0] ~ry,2r, [0 10{-1 1 2| ~p,4r, [010] -1 1 2
0 01| 1-1-1 Ri=2Rs \o 0 1| 1-1-1 001 1-1-1
—2 3 4
Teda upravili sme (A|I3) ~ (I3|A™'). Dostalisme A™' = | =1 1 2
1-1-1

(overte AA™! = A71A = ).

1 2

Ukéazte, ze k matici A = (3 6

> neexistuje inverzna matica.
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Veta. Nech A € R"*™. Potom st nasledujice tvrdenia ekvivalentné.
a) existuje matica A71,
b) A md hodnost n,
c¢) riadky matice A si linedrne nezavislé,
d) stlpce matice A si linedrne nezdvislé.

Definicia. Stvorcova matica, ktord mé inverznii sa nazyva reguldrna.

6.4. Determinanty Stvorcovych matic.
Determinant Stvorcovej matice A je ¢islo det A, uréené nasledujicou (induktivnou)
definiciou.

Definicia. Nech A € C"*™ n € N.

1. Ak n = 1, A= (all), tak det A = ail

2. Ak n > 1 oznac¢ime A;; maticu, ktord vznikne z matice A odstrdnenim stipca A, a
riadka A;..
det A = aj; det Aj;—ajp det Ao+ - -+ (—1)1""ay,, det Ay, (rozvoj podla prvého riadku).

Podla bodu 2. sa pocita determinant, ak vieme pocitat determinanty matic typu
(n—1) x (n—1), teda

Ak n = 2, A= (all 412 ), tak det A = a1 det(azg) — Q12 det(agl) = a11Q22 — A120921.

a1  a22
Determinant oznacujeme aj ako maticu ohrani¢ent kolmymi ¢iarami namiesto zatvoriek,
a1 a2 . . s e ws . 7. , .
det A = a aon |’ Pre n = 2 teda je determinant sucin ¢isel na hlavnej diagonale minus
21 @22

suéin ¢isel na vedlajsej diagonéle.
ai11 ai2 Aais
Ak n = 3. g1 QA22 Q23| — A1l
az1 agz2 ass
CL11(CL22033 - CL23G32) - a12(@21a33 - CL23G31) + G13(a21a32 - a22a31) =
(a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32) — (a11a23a32 + A12a21a33 + A13G22a31).
Pre determinant matice 3 x 3 sa da sformulovat Sarusovo pravidlo. Prvé dva stipce
pripiSeme ako Stvrty a piaty a determinant je sticet vSetkych troch stc¢inov na hlavnych
diagonélach zlava hore doprava dole minus stéest su¢inov na 3 vedlajsich diagondalach.

a21 G23
az1 as3

a21 Qa22
asr asz

G22 Q23
azz G33

+ a3

— Q12

ail aiz ais| ail; ai2
a21 Q22 Q23| G21 G22
as1 asz a3 | azr as2

det A = (a11a22a33 + a12a23a31 + a13021032)
—(a13a22a31 + aj1a3a32 + ajoas1a33).

Pre vicsie matice ziadne analogické pravidlo neexistuje a najvhodnejsi je sposob vypoctu
pomocou ERO.
Najprv definujeme dalsie Specialne typy matic.

Definicia. Matica A = (a;;) € C™*" sa nazyva
(i) dolna trojuholnikova, ak j > ¢ = a;; = 0 (vSetky prvky nad hlavnou diagonalou
st nulové),
(ii) hornd trojuholnikova, ak j < i = a;; = 0 (vSetky prvky pod hlavnou diagonalou
st nulové),
(iii) trojuholnikova, ak je dolna alebo horné trojuholnikova,
(iV) diagonalna, ak j # i = a;; = 0 (vSetky prvky mimo hlavnej diagonaly st nulové).

Vlastnosti determinantu zhrnieme v nasledujtcej vete, ktorej dokaz sa d& urobif mate-
matickou indukciou.
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Veta. Nech A € C™"*™. Potom plati
1.

Vie{a,...,n} det A= Za” )9 det A;;  (rozvoj podla i-teho riadku)

Vied{a,...,n} detA= Zaw 1) det A;j  (rozvoj podla j-teho stlpca).

2. Ak B ~ A wvznikla z matice A pomocou ERO
2.1. nasobenia niektorého riadka cislom «, tak det B = avdet A,
2.2. vzdjomnou vymenou dvoch riadkov, tak det B = —det A,

2.3. pricitanim ndsobku niektorého riadka k inému riadku, tak det B = det A,
3. det AT =det A

Doésledok.
(i) Determinant trojuholnikovej matice sa rovnd sucinu jej prvkov na hlavnej diagondle.
(i) Ak md matica A dva rovnaké riadky alebo stlpce, tak det A = 0.

(iii) A,B € C"*" = det(AB) = (det A)(det B).

Prvé dosledky sa pomocou predchadzajucej vety daju dokézat jednoducho, dokaz tvr-
denia o determinante stuc¢inu je podstatne narocnejsi.

6.5 Vypocet inverznej matice pomocou determinantov a Cramerovo pravidlo.
Pre maticu A = (a;j) € C™*" oznaéime a;; = (—1)"*7 det A;;. a@;; sa nazyva algebraicky
doplnok prvku a;; v matici A, vystiznejie by bolo povedaft algebraicky doplnok pozicie (ij),
lebo od hodnoty samotného prvku a;; ani od ¢isel v celom riadku 4;, a stipci A, j Cislo a;;
nezavisi.
Pocitajme teraz sucin matic

_ _ _ T _ _ -
a1l ai2 ais a1l aiz ais a1l ai2 ais a1l ag1 asi
az1 a2 a3 a1 G22 23 = | a21 a2z as23 aiz dao2 ag2 | =
a31 as2 ass as1 as2 ass a3l as2 ass a13 as3 ass

(a11@11 + a12a12 + a13@13) (a11d@21 + a12d22 + a13623) (a11@31 + a12a@32 + a13a33)
(a21G11 + a22a12 + a23d13) (a21a21 + a22a22 + a23a23) (a21G31 + a22a32 + a23d33)
(a3z1G11 + a32a12 + a33d13) (az1@21 + az2do2 + a33d23) (31431 + a32d32 + a33d33)

det A 0 0
= 0 det A 0 = (bij)1<i,j<n = (det A)I3.
0 0 det A
Cisla na hlavnej diagonéle by; = bay = bsz = det A st rozvoje det A podla prvého, druhého
a tretieho riadka. Na ostatnych miestach si1 rozvoje determinaantov matic, ktoré maja
dva rovnaké riadky, napr
ayl @12 Q13
rozvoj podla druhého riadka 0= |a11 a2 a3 | = (@11G21 + a12G92 + a13G23) = b12
a31 a3z ass
(algebraické doplnky druhého riadka posledného determinantu st rovnaké ako v matici A).
Ak je det A # 0, tak z predchadzajucich vypotcov vyplyva

a22 a23| _|ai2 a3 ai2 ai3

azz ass azz ass azz @23

- (@) T = 1 _|a21 a23 a1 aiz| _|ai1 ais
’L

th J det A aszl ass aszl ass a1 a23

a21 agzz2| _|ai1  ai12 ailr @12

azl  as2 azl  as2 a21  a22

Pre matice typu 3 x 3 sme tym dokézali nasledujiicu vetu, pre matice n x n sa da dokazat
analogicky.
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Veta. Nech A = (a;;) € C"*" a nech adj A = (@;;)" (matica adjungovand k matici A).
Potom plati
A(adj A) = (det A)I,, .

Ak, navyse, det A # 0, tak
~1_ 1
det A

adj A.

Tym je sucasne dokazané aj tvrdenie
Veta. A € C™*" je requldrna vtedy a len vtedy, ked det A # 0.

Priamym désledkom vztahu A=! = de}; 5 adj A je

Cramerovo pravidlo. Ak A € C™"*" je requldrna matica a b € C™*, tak md sustava
linedrnych rovnic

Ax=Db
prdave jedno rieSenie X = (%1, %, cee %"), kde d = det A a dj/ (G=1,2,...n)
je determinant matice, ktorda vznikne z matice A zdmenou stlpca A.; za b (pravi stranu).

7. VEKTOROVE (LINEARNE) PRIESTORY

Definicia. Trojica (L, ®,®) sa nazyva linearny (vektorovy) priestor nad polom (K, +,-),
ak

L je neprazdna mnozina (vektorov) a @: L X L — L; ®: K x L — L st operacie také, ze
plati:

preVx,y,z€ LapreVa,p3 € K

(L1) x @y =y ® = (komutativny zakon pre s¢itanie)

(L2) (x®y)®2z=x® (yD z) (asociativny zakon pre séitanie)

(L3) 30 € L: & 0 = z (existuje neutralny prvok pre scitanie)

(L3) Vz € L Jy € L taky, ze x @y =0 (3 y = —z opacny prvok k z)

(L) a®(zdy) =(a0z)d (a®y)

(L6) (a+B)oz=(a0z)d(FOY)

(L7) (aB)0z=a®(B6)

(L8)

L8) 1oz =2

Prikladmi linearnych priestorov nad R st priestory funkcii f: A — R s obvyklymi
operaciami s¢itania funkcii a nasobenia funkcie redlnym c¢islom. Rovnako aj mnozina
véetkych funkcifi f: A — K je lionedrny priestor nad polom K. Specidlne, ak A =
{1,2,...,n}, tento priestor oznacujeme K™ a je to linedrny priestor n-tic prvkov z pola
K.

Uloha. Vypocitajte (1,0,1,1) @ (1,1,0,1) v linedrnom priestore K", kde
a. K=R, b.K=2s ¢ K=2.

Definicia. Nech (L, +, ) je linearny priestor nad polom K. Podmnozina M C L sa nazjva
podpriestor linedrneho priestoru (L, 4+, -), ak je (M, +,-) tiez lineArnym priestorom.

Veta. Neprdzdna podmnozina M C L je podpriestor linedrneho priestoru (L,+,-) vtedy
a len vtedy, ak

(1) z,ye M = z+yeM

2)zeM,ace Kk = a-z€ M.
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Priklady. Ukazte, ze

1. M = {(x1,22,73) € K3: 21 — 15 + 23 = 0} je podpriestor linedrneho priestoru K3.

2. M ={(1,1,,2): x € Zo} = {(1,1,,0),(1,1,,1)} nie je podpriestor Z5.

3. M ={(0,2,y): z,y € Za} je podpriestor Z3.

4. Priestor vSetkych polynémov nad R najviac tretieho stupna je podpriestor LP vsetkych
funkcii R — R.

5. Priestor vSetkych polynémov nad R tretieho stupna nie je podpriestor LP vsetkych
funkcii R — R.

Definicia. Nech (L, +,-) je LP nad polom K.

a. Ak xy,29,...,2, € L; ay,Q0,...,a, € K, tak sa
T =121 + qoxs + - - - + apx, € L nazyva linearna kombindcia vektorov x1,x2, ..., T,
s koeficientami oy, ag, ..., ay,.

b. Ak ) # M C L, tak sa mnozina vSetkych linedrnych kombinacii prvkov z mnoziny M
nazyva linearny obal mnozZiny M. Oznacujeme ho span M.
c. Kone¢na podmnozina vektorov {z1, zs,...,x,} C L sa nazyva linedrne nezdvisld, ak

a1 +asxrs+ - +apr, =0 — ap=as=--=a, =0.

Mnozina M C L sa nazyva linedrne nezavisla, ak je kazda konecna podmnozina My C M
linedrne nezavisld. Mnozina M C L, ktora nie je linedrne nezavisla sa nazyva lineadrne
zavisla.
d. B C L sa nazgyva baza linearneho priestoru L, ak
1) span B = L, 2) B je linearne nezavisla.
Lahko sa d& ukazaft, ze plati:
Veta. Podmnozina M C L je podpriestor linedrneho priestoru (L, +,-) vtedy a len vtedy,
ak JA C L také, Ze M = span A.
Priklad. Ukazte, ze
1. VR?je & = {e; = (1,0,0),es = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} tzv. standardnd baza.
2. V LP funkcii f: R — R je mnozina {sint,sin 2¢,sin 3¢, cost} linedrne nezavisla.
3. {2021 2%, ...} je linedrne nezavisla4 mnozina.
3. {sin?t,cos? t, cos 2t} je linedrne zavisla mnozina.
Veta. Ak v linedrnom priestore existuje n-prvkovd baza, tak kazdd (n+1)-prvkovd mnoZina
je linedrne zavisla.
Désledok.

Ak v linedrnom priestore existuje jedna n-prvkovd bdza, tak aj kaZdd jeho bdza je n-prvkovad
mmnozina.

Definicia. Nech (L,+,-) je LP nad polom K. Ak existuje konecna baza priestoru L,
tak hovorime, ze L je koneCnorozmerny priestor. Pocet prvkov bazy sa nazyva dimenzia
linearneho priestoru L a oznacuje sa dim L.

Priklad. Urcte dim M pre podpriestor
M = {(131,%'2,1113,374) S C*: Tl — X9 =Tg+ X3 — Ty = O}

M je priestor rieSeni homogénnej ststavy linearnych rovnic, méZzeme vyjadrit:
M={0b-a,b—a,a,b): a,be C}={a(-1,-1,1,0) +b(1,1,0,1): a,b € C} =
span{(—1,—1,1,0),(1,1,0,1)}.
Okrem toho
a(-1,-1,1,0) +6(1,1,0,1) = (b — a,b — a,a,b) = (0,0,0,0) = a=b=0.

Teda B = {(-1,-1,1,0),(1,1,0,1)} je linedrne nezavisld mnozina a span B = M, t.j. B
je baza priestoru M. Pocet prvkov mnoziny B je 2, t.j. dim M = 2.
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Veta. Nech B = {by,bs,...,b,} je usporiadand bdza linedrneho priestoru L nad polom
K. Potom sa kazdé x € L da jedinym sposobom vyjadrit ako linedrna kombindcia

X=$1b1—|—1‘2b2+"'+$nbn, T1,To,..., Ty € K

Dokaz. Ak by sa dalo x vyjadrif dvoma spdsobmi:
x = x1by + 22bg + - - + xpby = y1by + y2bo + - - +yn by,
tak by platilo

X —x = (z1by + m2by + -+ + 2,b,) — (y1b1 + y2ba + -+ - + y,by)
= (v1 —y1)b1 + (z2 —y2)b2 + - + (T — Yn)br = 0

Z linearnej nezavislosti B potom vyplyva:

(xl_yl):(xQ_QQ):"':(In_yn):O:xlzylyx2:y27---xn:yn-
1 2—-1 1 2 2
, [ -1-2 2 1-3-3 i ;
Priklad. A = 1 29-2-1 4 5 € R**°. Oznacme
2 4-1 4 1-1

L, (A) = span{ A1, Aax, Az, Ass} (riadkovy priestor matice A),
L(A) = span{A,1, Au2, Az, Asa, Ass, Ass } (stipcovjf priestor).
Uréte bazu B,., B, a dimenziu priestorov £, (A), Ls(A).

Riesenie. Najprv pomocou ERO upravime maticu A na stupnoviti. Vykonanim ERO sa
nezmeni riadkovy priestor (linedrny obal riadkov) matice

1 2-1 1 2 2 12-1 1 2 2
A |12 2 1-3-3] 00 1 2-1-1}| _
1 2-2-1 4 5T lo0o-1-2 2 3| BT
2 4-1 4 1-1 =21 \0 0 1 2-3-5
1 2-11 2 2 12-11 2 2
00 1 2-1-1 00 12-1-1}|_ .,
00 00 1 2] ™2slo0 00 1 2]
00 0 0-2-4 00 00 0 0

Pivoty st v prvom, trefom a piatom stipci matice B. Ked zmenime poradie stipcov matice
A tak, Ze prvymi troma stipcami budt 4.1, A.3, A.5 a vykondme tie isté ERO, dostaneme

1-1 2] 21 2 1-1 221 2
1 2-3]-2 1-3 0 1-1 (0 2—1
1-2 4| 2-1 5] 71loo0o1]00 2
2-1 11| 4 4-1 0001000

Vidime, ze kazda zo ststav linedrnych rovnic x1 A1 + 22 A3 + 3445 = Ayo;
T1Au + 22 A3 + 23405 = Avs; 114w+ 12As3 + 13A45 = Ass
ma prave jedno rieSenie, alebo inak {A,o, A.g, Ase} C span{A,q, A.s, Ass}.
Preto je span{A*l, A*g, A*5} = span{A*l, A*Q, A*g, A*47 A*5, A*6} = Es
a {A.1, Ass, Aus} je LNZ mnozina. Teda Bs = {41, Aus, Aus}, dim L,(A) = 3 (pocet pi-
votov (nenulovych riadkov) v matici B).
ET(A) = ,CT(B) — B, = {B*l,B*Q,B*g}, dlmﬁT(A) =3
Tento postup mozeme pouzit na kazda maticu A € K™*", potom dostaneme
1. Ae K™*" — dim L, (A) = dim L,(A),
2. Ak N(A) = {x € K™ Ax = 0,,x1} = dim N(A) +dim L,(A) = n.
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Definicia. Nech B = {by,bs,...,b,} je usporiadand baza linedrneho priestoru L nad
polom K a x € L. Potom sa usporiadana n-tica [x]g = (21,72,...,7,)" € K"*1, pre
ktora plati x = x1by + 22bs + - - - + 2, b,,, nazyva n-tica stradnic vektora x vyhladom na
bazu B.

Priklad. V R je dand béza B = {b1, b, bs}; b1 = (1,1,0), bo = (1,~1,1), by = (0,1,1)
ax=(2,1,—1). Vypocitajte [x]|z.

Méame teda urcit ¢isla x1, x9, x3 tak, aby x = x1by + 22bs + 23b3z. PrepiSeme to na
sustavu rovnic:

1 1 0 X1 + X2 2
z1 | 1|4+ | -1 ]| +23| 1| =|21—294+23 | = 1
0 1 1 To + T3 —1

Tuato ststavu rieSime Upravou jej rozsirenej matice na redukovant stupnoviti maticu po-
mocou ERO.

1 1 0]2 1 0 0] 2 2
1 -1 1|1 |~-~[0 100 ]| = [xg=]|0
0 1 1|-1 00 1]|-1 ~1

Stipce matice stistavy tvoria prvky bazy B, rosirena je o stIpec vektora x, ktorého stradnice
pocitame. Po tiprave dostaneme jednotkovii maticu roz Sirenti o stipec stiradnic [x]3.

Veta. Nech (L,+,-) je linedrny priestor nad polom K a B = {by,bs,...,b,} je jeho
usporiadand bdza. Zobrazenie p: L — K™*!, (x) = [x|z md vlastnosti.

(1) x,y e L = [x+yls = [X|5 +[y]s-

(2) xeLae K = [ox|p = a[x]5.

B) Xs=lyls <= x=y.

Prvé dve vlastnosti vyjadruja, ze ¢ je linedrne zobrazenie. Tretia hovori, ze je to
bijektivne zobrazenie.

8. LINEARNE OPERATORY

Definicia. Nech (L,+,-) a (M,®,®) st linearne priestory nad polom K. Zobrazenie
T: L — M sanazyva linedrny operator (linearna transformacia), ak pre Vx,y € L, Vo € K
plati

(LO1) T(x+y) = (Tx) ® (Ty),

(LO2) T(a-x) = a ® (Tx).
Bijektivny lineadrny operator sa nazyva izomorfizmus.

Priklady linedrnych operatorov.
Tx = 0 (nulovy operator),
Tx = x (pre L = M identicky operator)
Ak B je usporiadana béza priestoru L, tak Tx = [x]s je izomorfizmus L na K"*1.
T: R® — R?, T(x1,79,73) = (21,72 + x3) je linearne
T(x1,72,23) = (22,0) nie je linedrne, lebo nespliia LO1, napr. 7'2(1,0,0) = (4,0) #
27°(1,0,0) = (2,0).
Veta. Ak T: L — M je linedrny operdtor, tak

(1) TOr, = 0y,

(2) PreV x1,X2,...,Xp; Q1,09,...,0, € K

T(a1xX1 + oXg + -+ + apXy) = 1 Tx1 + aaTxo + @, Txy,.

o=

(2) = Linearny operator T: L. — M je jednozna¢ne urceny svojimi hodnotami v
prvkoch béazy priestoru L. Ak dim L < oo aj dim M < oo, tak to umozni reprezentovat
linedrny operator pomocou matice.
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Definicia. Nech T: L — M je linearny operator. Mnozina
KerT = {x € L: Tx = 0p/} C L sa nazyva jadro linedrneho operatora 7.
Obor hodnot linearneho operatora sa oznacuje RanT = {T'x: x € L} C M.

Veta. NechT' : L — M je linearny operdtor. Potom plati:

a) KerT je podpriestor priestoru L.

b) RanT je podpriestor priestoru M.

) Ak B je baza priestoru L, tak RanT = span{Thb: b € B}, preto dimRanT < dim L.
) T je injektivny linedrny operdtor vtedy a len vtedy, ked Ker T'= {0 }.
e) Ak dim L = dim M = n, tak T je injektivny vtedy a len vtedy ked je T surjektivny.
f) Ak dim L = n, tak dimKer T + dimRanT = n (,zdkladna” veta linearnej algebry)
) Ak T je bijektivny linedrny operdtor,

tak aj k nemu inverzné zobrazenie T~ je bijektivny linedrny operdtor.

Q.0

o

Maticova reprezentacia linearneho operatora 7: K" — K™.

Najskor pripomenieme oznacenie: Ak A = (a;5)1<i<m € K™*™ je matica s m riadkami
1<<n

a n stlpcami a prvkami a;; z pola K, tak
jej riadky budeme oznacovat A;,, i = 1,2,...,m a stipce budeme oznacovat A, J =
1,2,...,n.

Prikladom linearneho operatora T: K™*1 — K™X! je nisobenie pevne zvolenou mati-
cou A € K™*™ presnejsie

Vx = (21,22, .. .xn)T Tax = AXx = 1A +20Au0 + -+ xpAup .

Pre prvky Standardnej bazy £ = {ej,es,...,e,} priestoru K"*! tak dostaneme
1 0 0
0 1 0
Taer =Ty = A*17 They =Ty - A*Q; cee TAen =Tx - A*n .
0 0 0
0 0 1
Vsimnime si este, Ze prvky usporiadanej bazy B = {b1,bs,...,b,} sa ako linedrne kom-

binécie prvkov bazy B daji (jednoznacne) vyjadrif ako

by =1-by+0-by+---+0-b, 1+0-b,,
by=0-b;+1-by+---+0-b,_;+0-b,,

b, 1=0-bi+0-by+---+1-b, 1+0-b,,
b,=0-b;+0-bs+---+0-b,_1+1-b,,

a teda maju suradnice

[b1]s =e1, [b2]g =e2,...,[bpls =€y

Definicia. Nech dimL = n, dimM = m, B = {by,bs,...,b,} je usporiadand baza
linearneho priestoru L a D je usporiadana baza linearneho priestoru M. Matica [T|gp =
A € K™*™ sa nazyva matica linedrneho operatora T: L — M vzhladom na bazy B a D,
ak A*j = [Tbj]p.

Ak L = M a B je baza priestoru L, tak stru¢ne piseme [Tz namiesto [T]5z3.

Néasobenie matic a matica [T]zp st definované tak, aby platili nasledujtce dve vety:
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Veta. Nech B je usporiadand baza linedarneho priestoru L a D je usporiadand baza line-
arneho priestoru M o T: L — M je linedrny operdator. Potom plati

[Tx|p = [T|sp[x]5 VxelL.

Dékaz tejto (aj nasledujtcej) vety tu vynecham, ale odporicam ho urobit (priamym
vypocétom) v pripade dim L = 3, dim M = 2, teda B = {by, b, bs}, D = {d1,d>}.

Veta. Nech By, By, Bs si usporiadané bdzy linedrnych priestorov Ly, Lo a Ls;
Ty: Ly — Lo, Ty: Ly — L3 st linedrne operdtory a TxT, znamend z nich zloZeny operdtor,
T5T: Ly — Ls. Potom plati

[T2T1]l3133 = [T2]5283 [T1]3182 )

t.j. ndsobenie matic zodpoveda skladaniu linearnych operdatorov.

Priklad. Nech B = {by,by,bs}, D = {d;,ds,d3} st bazy linedrneho priestoru L, potom
ma identicky operator I: L — L, Ix = x matice:

Ak B a D st bazy kone¢norozmerného linedrneho priestoru L, matica [/]pp sa nazjva
matica prechodu od bazy B k baze D. Suradnice [x|p vektora x vzhladom na bazu B
sa nasobenim maticou [/]pp zmenia na siradnice toho istého vektora vzhladom na bazu
D. Ak D je standardnd baza priestoru K™*!, tak stlpce matice [I|sp st priamo vektory
by, bs,...,b,, ktoré tvoria bazu B.

Este poznamenajme, Ze ak P = [I|gp, tak P~! = [I|pg.

Priklad. B = {b;,bs, b3}, D = {d;,d>} Napiste matice Te,e, a Tpp, ak T: R®> — R?
T(SC’l,SCQ,SCg) = (5132 +.’173, 1 — I3 + 2.%3)
by = (1,0,-2), by =(1,1,0), by=(1,0,3), di=(1,2), do=(2,1).

Urcéte dim Ker T',dim Ran T
Riesenie. Stlpce matice [T]gp st [Thi]p, [Tbs]p, [ITbs]p. Najprv teda vypocitame:

Tby = T(1,0,—2) = (=2, —3), Thy = T(1,1,0) = (1,0), Ths = T(1,0,3) = (3,7)

a hl'addme sdradnice [T'b1]p, [Tb2]p, [Ths]p:

(12'—213) N<1 2‘—213) N<12‘ -2 1 3)
2 1[ =3 0 7)p, og, 0 =3] 1 =2 1)p, 4 0 1| -1/3 2/3 -1/3 Ry—2Rs

1 0| —4/3 —1/3 11/3 _(—4/3 —1/3 11/3
N(o 1‘—1/3 2/3 —1/3)’ [T]BD_<—1/3 2/3 —1/3)'

1 -1 2 0o 1 1
dimKerT +dimRanT =3 = dimKer7T = 1.

Te,e, = (O ! 1) ~ (1 -1 2) (ma dva pivoty) = dimRanT = 2,

Zmena bazy sa da pouzit pri rieSeni ststavy linedarnych diferencialnych rovnic:
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Priklad*. Rieste sustavu diferencidlnych rovnic (nezndme sa funkcie fi, fo: R — R)

f/ e f — 3f , , B
1 1 ’ alebo pomocou matice f' = (f}) — ( 1 3) <f1)
Jo==3M1+ [ £ 3 1 £
Matica A = (_:1)) _?) je maticou opratora Tx = Ax vzhladom na Standardni bazu &.

Néajdime maticu toho istého operatora vzhladom na bazu B = {b;b},

NOG!

Vypocéitame stipce matice D = Tg:

1-3 1 4

- (A2 (- ()

Odtial dostavame Ty = D = (g _g) a

T = IepTe Ins = P lAP
~—
P

D=P'AP = PDP'=A
a danu sustavu linearnych diferencidlnych rovnic mézeme napisat

f = PDP'f — P =DP'f.

Teraz pouzijeme substitticiu g = P71f = (gg] 1) a riesime sustavu
2
! _ 91 = 491
g = (g}) =Dg i ,
92 9o = —202

a rieSime dve rovnice s jednou nezndmou a rieSenim je kazda dvojica funckii g1 (z) =
4 -2

k1€™, ga(x) = kae™=".
RieSenie povodnej stustavy je potom

-1 1 1 kpet 4z -2z
g:P f:>f:Pg: 1 1 k2€74x = k1e"by + kqe b, .

D4 sa ukazat, ze priestor vSetkych rieSeni danej ststavy je dvojrozmerny a jeho baza je
{64xb1, 6_2xb2}.



