Linearna algebra a LP
doc. Michal Zajac

LINEARNE PROGRAMOVANIE

Pripomerime si najprv ako sa pomocou Gaussovej eliminacnej mmetédy riesia ststavy lineearnych rovnic.
Stuistava m rovnic s n nezndmymi

a11r1 + a12x2 + ...+ a1y, = b1

ao1%1 + ag9xs + ...+ a9, = ba

Am1T1 + Gm2T2 + . .. + Gy Ty = b,

sa “zapiSe” do matice, ktorti nazyvame rozsirena matica sustavy:

a11 a2 ... ain | b1

a21 azp ... G2n | bo
A= .

Am1l Am2 -+ Qmn | b

Potom postupne vykondme vhodné elementérne riadkové (ERO) operécie, tak aby sme dostali stuptiovitii
maticu alebo redukovani stupnioviti maticu B, ktorej riesenie je jednoduchsie a zhoduje sa s rieSenim
povodnej ststavy. Pripomerime, Ze existuju tri typy ERO (A;« = R; znamen4 i-ty riedok matice A):

ERO1 R; < Rj,i#j (vzéjomné vymena riadkov)

ERO2 aR;— R;,a#0 (nésobenie riadku nenulovym ¢éislom)

ERO3 Ri+aR; —R;,1#] (pri¢itanie nasobku niektorého riadka k inému riadku)
Priklad.

1. Rozhodnite, ktora z nasledujtcich matic je (redukovand) stupniovitd (odovodnite).

2 3 0 -1 0 1 0 0 0 O 1 21 3 0
A=10 11 1 -1}, B=|0 01 2 0], C=101 0 01
00 0 O 2 0 0 0 01 01 2 00
2. Rieste stistavy rovnic
201+ a9+ 23 — 14 =3 201+ a9+ 23 — 14 =3 T1+x2— 23 =3
3r1 — x99+ 223 — 14 =3 3r1 — X2+ 213 — x4 =3 —r1 4+ 220 — 23 =3
3rg —x3—x4 =1 T1+ 33 —x4 =1 3r1 — 29 —x3 =1

Stustava linedrnych rovnic méze mat

1. prave jedno riesenie,

2. nekonecne vela rieSeni,

3. ziadne rieSenie.

V pripade, Ze existuje nekone¢ne vela rieSeni niekedy hladdme opotimdlne rieSenie. V 40-tych rokoch 20.
storocia bol vyvynuty efektivny algoritmus (simplexova metdéda linedrneho programovanie) na rieenie urcitej
triedy optimalizacnych loh. Popisem ho najprv na nasledujicom jednoduchom priklade.

Priklad 3.1. Spolo¢nost vyraba dva druhy obvodov R1 a R2, ktoré sa skladaji zo suciastok a prindsaji
zisk ako ukazuje nasledujica tabulka dennej vyroby:

Spotreba a zisk na 1 obvod

obvod pocet odpory kondenzatory tranzistory cievky  zisk
R1 1 3 1 2 2 5
R2 1 4 2 3 - 9

vyroba a zisk za 1 den
dostupnd zasoba 2400 900 1600 1200

R1 T 3z T 2x 2x 5%4
R2 Y 4y 2y 3y - 9y

spolu 3z + 4y T+ 2y 2z + 3y 2z bx+9y
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Uloha je maximalizovat’ denny zisk, teda n&jst’

max z = bz + 9y, (1)

za podmienok z > 0,y >0 a

3 + 4y < 2400 (2a)

x + 2y <900 (2b)
2z + 3y < 1600 (2¢)
2r <1200 (2d)

Tieto podmienky urcuju ,povoleni” oblast’ hodno6t x,y, ktori mézeme znazornit’ v rovine. Je ohranicend
priamkami z = 0, y = 0, 3z +4y = 2400, x+2y = 900, 22+ 3y = 1600 a 22 = 1200 (na obrdzku je ohrani¢end
hrubsimi dseckami).
Pre rozne k£ > 0 dostaneme rovnobezné
y priamky 5+ 9y = k. Mame najst’ najvacsie
k, pre ktoré priamka 5z 4 9y = k prechadza
800 cez povolend hrubo ordmovand oblast’ (kon-
vexny 5-uholnik). Je teda vidiet, Ze maxi-
mum funkcie z = 52 + 9y bude v niektorom
z vrcholov tejto oblasti. V naSom pripade
600 je to bod z = 500, y = 200 a maximalny
mozny zisk je 4300.

400
200 )
z + 9y = 1800
200 400 600 800 =
Simplexova metéda — algoritmus.

Algoritmus popiSem na rieSen{ predchddzajiceho prikladu. Funkcia, ktord madme maximalizovat (nazyva
sa ucelova funkcia) je dand vztahom z = 5z + 9y < —5x—9y+ 2 =0.

Najprv zavedieme volné premenné r, s, t, u do vztahov (2) a tak nerovnosti zamenime za rovnice a spolu
s rovnicou pre z dostaneme ststavu:

—52 — 9y +2=0 (3)
3x+4y+r = 2400 (3a)
x4 2y +s =900 (3b)
2z + 3y i = 1600 (3¢)
2 tu o =1200 (3d)

x,y,7, 8, t,u > 0. Ako pociatoéné rieSenie vybereme (premenné, ktoré sa nachddzajt len v jednej z rovnic,
nazyvame bazové):

r=1y=0 r=2400, s =900, t = 1600, ©v = 1200, z =0
——
vedlajsie premenné bazové premenné

Zodpovedd to polohe v jednom z vrcholov pripustnej oblasti. Posun do niektorého zo susednych vrcholov
znamend zvicSenie niektorej z vedlajsich premennych na najvac$iu moznu hodnotu; pritom sa v rieSeni
niektord z bdzovych premennych zmeni na vedlaj$iu (nulovii) a naopak niektotl z nulovych premenngch
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zmenime na bazovi. Ked prvi rovnicu zmenime pomocou ERO3, v nej zostane bdzovou premennou z,
hodnota z bude stéle jej prava strana. Mame teda ststavu transformovat tak, aby sme ¢o najviac zvicsili
pravu stranu prvej rovnice.
Vyzerd rozumnejsie ¢o najviac zvacsit y a ponechat x = 0. Mdme 4 moZnosti:

(a) y — 600, — 0

(b) y — 450 s — 0

(c) y — 5333, t—0

(d) zmena y ni¢ neovplyvni

Vybereme z nich najmensie y aby sme nevysli z povolenej oblasti, z (3b) vyjadrime y = %(900 —r—38) =
450 — %ac — %s a dosadi me do ostatnych vztahov:
1 9
57 + 25 + z = 4050 (4)
x +7r—2s = 600 (4a)
1 1
Ty g = 450 (4b)
1 3
5% - §s+t = 250 (4c)
2 fu = 1200 (4d)
z,y,7, 8, t,u > 0. A dostaneme rieSenie:
g =s5=0 r =600, y =450, t = 250, u = 1200, » = 4050
—
vedlajsie premenné bézové premenné

a zisk sa zvacsil na z = 4050
Ak chceme teraz zvacsit' zisk zmenime premenni z (zmena s by zisk zmensila). Ak v (4c) polozime z = 500
dostaneme

+3s+t  +2z=4300 (5)

+r4+s —2t =100 (5a)

ty 42—t =200 (5b)
x — 3542t =500 (5¢)
+ 65 — 4ttu = 200 (4d)

s=t=0 = x =500, y=200a z = 4300, co je optimalne rieSenie.
Tento algoritmus moézeme vykondvat’ pomocou elementarnych riadkovych operacii na vhodnych maticiach:
1. Zaéneme maticou ststavy (3)—(3d).

r yrstuz
z|l-5-900001 0
rl 3 4100 0 0/2400
S 1 20100 0] 900
t{ 2 30010 0}1600
w\ 2 0000 101200

2. Stlpec z v matici sa nebude menif, preto ho v dalsich maticiach vynechame. V riadku z ndjdeme najmensie
(,najviac zdporné”) &islo a oznaéime stlpec, v ktorom sa nachddza a vypoc¢itame pomery pravych strén a
prvkov v tomto stlpci (pritom zédporné a nulové prvky ignorujeme):

T yrstu
2[5 -9 0000 0
rl 3 4100 02400 2400/3 = 800
sf 1 2010 0} 900 900/2 = 450
t 2 3001 0(1600 1600/3:533%
u\ 2 0000 111200 ——
Néjdeme najmensi z tych pomerov (je to 450 v riadku s):
T yrsitu
z[-5 -9 0000 0
rl 3 4100 02400
s| 1 010 0]900
t{ 2 3001 0]|1600
u\ 2 0000 1]1200




Teraz zovseobecnime predchadzajice priklady:
Ulohou je najst’ maximum tucelovej funkcie

za, podmienok

by >0,by >0,...,b,, > 0.

zZ=cCT1+ -+ Chxy

aj1ry +

a21T1 + Q222 + ... + QAopTn

Am1T1 + Gm2T2 + ...

a12T2 + ... + a1p®y <
<

bla
b2a

+ GmnTn < by
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Aby sme na ozna¢enom mieste dostali prvok 1 vydelime riadok s dvoma a nésledne upravime pomocou
ERO tak, aby v stlpci y boli vsade okrem riadku s nuly:
r yr stu zyr s tu
2[5 =90000] O0|R~+9R, z|—-300 3 0 0]4050
rl 3 4100 02400 | R, —4R; NG 101 0 -2 0] 600
s| 2 103 00]450 y| $10 1 00]450
t|] 2 30010(1600 | R;—3R, ¢ % 00 _% 1 01 250
w2 0000 111200 wu\ 200 0 0 11200
Zopakujeme s touto maticou krok 2:
r yr stu ryr s tu
2|5 90000 0|R.+9R, 2[-300 5 0 0]4050
rl 3 4100 02400 | R, —4Rs| r 101 0 —2 0] 600 | 600/1=600
yl £+ 10400/ 450 y| 210 1 00]450 450/1 =900
t{ 2 300101600 | R —3R, 4| 1go—-2 10]250]| 250/5=>500
u\ 2 00 00 111200 U 200 0 0 1!1200/ 1200/2 =600
;Byr ‘99 tu ryr s tu zyr s tu
2|73 00 5 0040501 -f_J2 00 § 004050 | 2[000 3 1 0[4300
T 1101 ?—20 600 r 101 0 —201600 NTOOl 3 —4 0] 100
Y 5 10 5 00450 y %10%00450 y[0 10 2 -1 0] 200
tl|iloo -2 10[200| t| 100-3 20f500) «|100-=3 207500
«\"200 0 011200/ w\ 200 0 0 1li200/ w000 6~41}200
Odial’ dostaneme optimélne rieSenie, ked’ za premenné, ktorym zodpovedaju stfpce bez vediiceho prvku
niektorého riadku, teda dosadime nulu, t.j. s =0, ¢t = 0 a zvys$né nezndme vypocitame z = 4300, r = 100,
y = 200, x = 500, u = 200
Simplexova metéda — vSeobecna tedria.

Zavedenim m (teda tolko, kolko je podmienok) doplnkovych premennych (nazveme ich bézové) sa tloha
zmeni na najdenie maxima ucelovej funkcie na mnozine nezapornych rieSeni siistavy rovnic, ktorej maticu

zapiseme do tabulky:

1 X2 Ty Tptl Tpg2 - Tptm | Vysledok
z —c1 —¢Ccy -+ —¢, O 0 0 0
Tpt1 | @11 a2 -+ a1 0 0 |b1
Tn4m|Aml Gm2 " Gmn 0 0 1 b

V prvom stipci je oznagené, ktoré riadky zodpovedaji jednotlivym bédzovym premennym (v priebehu vypoctu

sa menia) Ked’ za nebdzové premenné dosadime nuly, bdzové premenné si jednoznacne urcené a si v posled-

nom stfpci tabulky. Riadok tuc¢elovej funkcie sa upravuje len tak, ze k nemu pripoéitame ndsobok iného riadku

(nikdy ho nendsobime) a preto posledné ¢islo v tomto riadku rovné aktudlnej hodnote tcelovej funkcie.
Tiito maticu (tabulku) potom upravujeme pomocou nasledujicich krokov:

1. V riadku z ndjdeme najmensie (najzdpornejsie) ¢islo —c; (ak by tam boli len nezdporné ¢isla, maximum

je dosiahnuté).

2. Pre vsetky kladné ay; vypocitame bi/aq;,b2/as;, . ..

3. V prvom stlpci zamenime z,; za x;

,bm/amj. Nech b;/a;;je najmensie.
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4. Riedok R; = R, nasobime ¢islom 1/a;;

5. Pomocou elementarnych riadkovych operacifupravime ostatné riadky, tak, ze v stipci S; bude a;; =1 a
ostatné prvky budu nuly.
Opakujeme tych 5 krokov, kym nedosiahneme optimum (v riadku z nie st zdporné ¢isla).
Mozu nastat’ tieto problémy:

a.

b.

C.

Niektoré z b; = 0, v tom pripade sa mo6ze algoritmus zacyklit’.

Niektoré c¢; zodpovedajice nebazovej premennej je nulové. To zodpovedd pripadu nekonecne vela
optimélnych rieSeni (geometricky to znamend, ze celovd funkcia je rovnobeznd s niektorou s pod-
mienok).

Vsetky ar; v optimdlnom stipci si zaporné. Znamend to, ze pripstnd oblast’ (zodpovedajica pod-
mienkam) je neohranic¢end. V takom pripade sa treba vrétit’ k pévodnej tilohe a bud’ néjst’ chybu v
podmienkach alebo pridat novi(é) podmienku(y).

Ulohy.

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

Néjdite maximum z = 5x1 4+ 42 + 623 za podmienok

IIZO; .1?220,37320,
41 + 29 +23 <19, 3z1+ 429 +623 <30, 21 +4x0+23<25, w1+ 224223 <15

Néjdite maximum z = 4x1 4+ 2z2 + 4x3 za podmienok

IIZO; .1?220,37320,
3r1 + 22 +2x3 <320, x1+x2+23 <100, 2z + 9 + 223 < 200.

Firma vyrdba 2 druhy chemickych zlicenin, P1, P2, ktoré sa vyrdabaju z troch zloziek A;B,C; P1 v
pomere A:B:C=4:2:1, P2 v pomere 3:3:1. Na tyzden je dostupnych 36 000 litrov chemikélie A, 300001 B
120001 C. Zisk z produkcie 11 P1 je 1,50 EUR, z 11 P2 1 EUR. Zistite, kol’ko treba vyrobit’ oboch zli¢enin
a kolko ostane zloziek A,B,C.

Vypadok dodavok chemikalie C sposobi, ze za tyzden bude dostupnych len 80001 C. Ako treba zmenit’
produkciu, aby sa zisk znizil ¢o najmenej, o kolko sa znizia kolko A, B, C ostane.

N4jdite maximum z = 6x1 + x2 + 2x3 + 424 za podmienok

21 20,2220, 2320, 24 20,
201+ + x4 <3, T4+ r3+24<4, x1+2x2+3r3+2x4 <10

Stolarska dielnia vyraba 2 druhy skrin. Na jednu treba 4m drevotriesky a 5 m dyhy, a 5 hod. prace a tvori
zisk 24 EUR /kus. Na druhy druh treba 5m drevotriesky, 2 m dyhy a 3 hod. préce zisk je 12 EUR/kus.
Za tyzden je dostupnych 400 m drevotriesky, 200 m dyhy a a 250 hod. prace. Kolko skriii jednotlivych
druhov treba vyrobit, aby bol zisk ¢o najvacsi?

N4jdite max z = 3x1 + 2x2 + 43 za podmienok

IIZO; .1?220,37320,
1’1+£CQ+2CE3§4, 2CE1+ZC'3,§5, 2IL’1+ZCQ+3$3§7
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Dvojfazova simplexova metdda.
Zacneme prikladom:
Najdite max z = = + y za podmienok

7$+2y§63 7$§47 2$+y247 l',y>0

V tomto pripade je pripustnd oblast’ stvoruholnik s vrcholmi: [2,0], [4,0], [4,5], [2,48]. Dahko vidiet, zZe
z =x + y je maximdlne v bode x =4, y =5 a maxz = 9.

V pripade, ze vsetky podmienky su ,,<” je [0,0,...,0] vrcholom pripustnej oblasti a volili sme ho za
pociatoény v simplexovej metdde. Ak s medzi podmienkami aj ,,>", prva faza simplexovej metédy uréilen
pociatoény vrchol. PopiSeme ju na nasom jednoduchom priklade:

Pridame tri nezdporné premenné r, s, ¢, aby sme nerovnosti v podmienkach vyjadrili v tvare sistavy:

—4dx +2y+r =6
T + s =4
2¢ +y —t=4
RieSenie x = 0, y =0, r =6, s =4, t = —4 nespfﬁa podmienku, aby vSetky premenné boli nezdporné

(geometricky: pociatok nepatri do pripustnej oblasti). Aby sme mohli pouzit’ simplexovi metédu, priddme
L 2umell premennt v > 0 a poslednt rovnicu zamenime za

2r+y—t+u=4

a mame pripustné rieSenie x = y =t = 0, r = 6, s = 4, u = 4. Je to vSak rieSenie inej tlohy a umeli
premenni z nej potrebujeme najprv eliminovat, preto priddme eSte aj umeld téelovi funkciu

zZ = —U

Prvou fazou simplexovej metédy bude elimindcia premennej v (min z’ pre nezdporné u je prave v u = 0):
Do simplexovej tabulky napiSeme teda obe téelové funkcie:

rx y r s t u
z|-1 -1 0 0 0 0/0
Z 0 0 0 0 0 1|0
ri—=1 2 1 0 0 06
s 1 0 0 1 0 04
ul 2 1 0 0-1 1|4

Teraz upravujeme tabulku tak, aby sme maximalizovali 2/, pricom do elimindcie zahfiame aj riadok z (ale,
¢o urobit’ sa rozhodujeme podla riadku z’). V riadku z’ je prvok (z’, u) nenulovy, hoci je u bdzova premenni,
preto ako prvy krok od¢itame R, — R,:

zx y r s t wu
z|-1 -1 0 0 0 O O
Z1-2 -1 0 0 1 0|4
ri—=1 2 1 0 0 0| 6
s 1 0 0 1 0 0] 4
vl 2 1 0 0-1 1| 4

Vyberieme ,najzépornejsie ¢islo v R, (=2 v stipci Sz), vypocitame podiely pravych stran a kladnych ¢isel
v stlpci S, najmensi je 4/2 =2 v Ry:

z y r s t u
z[-1 -1 0 0 0 0 0
-2 -1 0 0 1 0|4
rl-1 2 1 0 0 0] 6
s|' 1 0 0 1 0 0] 4
u 1 0 0-1 1| 4

Pomocou ERO: R, /2, Rs — R, ... :

z y r s t u
z| 0-2 0 0-3 3|2
Z 0 0 0 0 0 1]0
rl 0 5 1 0-3 38
s| 0—-3 0 1 1 —1|2
x| 1 3 0 0-1 12




PREDNASKA LALP

Teraz je (podla riedku R,) hodnota umelej premennej u = 0 aj z’ = 0 a R, aj S, mdzeme odstranit’.
Zostane $tandardnd simplexovd tabulka, ktord upravime simplexovym algoritmom:

x y r s 1 z y r s t x Yy r s t
zl 0 —3 0 0 —3| 2 zZl 0—35 0 0—3| 2 zl 00 3 0 -2 8
rl 052 1 0-3 8 — yl o 1 2 o-iL - y o0 1 2 0 —¢F
s| 0 -3 0 1 1| 2 0-3 0 1 3|2 0 0 £ 1]2/5] &
1 3 0 0—3| 2 ¢ 1 3 0 0—3|2 2l 1 0-L 0o -2| 2
rx y r s i
zZl 00 & 3 0] 9
— yl 0 1 % % 0 o A dostali sme optimélne rieenie z = 9 pre x =4, y = 5.
1 5
tf o0 5 5 1| 9
z 1 0 0 1 0 4
Vseobecna dvojfazova stratégia.
1. faza
Ak je v p podmienkach nerovnost’ >, zavedieme p umelych premennych uq,us,...u, a umeld ucelovi
funkciu 2’ = —u; —ug — -+ - — up,. V simplexovej tabulke

1. od¢itame riadky w1, us, ..., u, od riadku 2’

2. Pouzijeme Standardnu simplexovi metédu, na eliminaciu umelych premennych aj umelej uéelovej funkcie.
Do eliminécie zahiname aj riadok ucelovej funkcie z.

2. faza

3. Z tabulky odstranime stfpce umelych premennych a riadok umelej icelovej funkcie 2’ a s novou tabulkou
pokracujeme Standardnou simplexovou metdédou.

leohy.
3.7 Urcéte max z = 4x1 + %xz + x3 za podmienok
1+ 22 +323 22, 21 +22+23<5, 212>0,2202>0, 23>0,
3.8 Z troch druhov rud treba vyrobit’ 100 kg zliatiny Zeleza, olova a medi. Zliatina musi obsahovat’ najmene;j
20% zeleza, 25% olova, ale najviac 48 % medi. V tabulke si obsahy kovov a ndklady na tavenie
jednotlivych rud:

ruda A B C

zelezo (%) 70 60 0
olovo (%) 20 10 40
med (%) 10 30 60
ndklady (EUR/kg) | 3000 2000 1000

Néjdite zlozenie zliatiny, ktoré minimalizuje ndklady (Na elimindciu podmienky danej rovnostou tiez
treba zaviest’ umeld premenni, na minimalizdciu ucelovej funkcie z = 3000x; + 2000z + 1000x3 sa
maximalizuje —z = —3000x; — 2000z — 1000x3, takze konetny vysledok v riadku z tabulky bude
zaporny). Pri vhodnom oznaceni premennych bude poé¢iatoénd tabulka:

1 Ty X3 T4 X5 Tg Ty T8 Tg
z 13000 2000 1000 0 O 0 O O O
z 0 0 0o 0 0 o0 1 1 1
z7| 0.7 0.6 0-1 0 0 1 0 020
rg| 02 01 04 0 -1 0 O 1 0|25
z¢| 0.1 03 06 0 O 1 0 0 048
Tg 1 1 1 0 0 0 0 0 1{100

3.9 Pomocou simplexovej metédy minimalizujte f = 10x; 4+ 22 za podmienok

4£C1+£C2§32, 2$1+$2212, 2%171’2§4, 72(L’1+£C2§8

Zmézornite pripustnd oblast’ a v kazdom cykle prvej aj druhej fazy napiste, v ktorom bode sa pocita
ucelova funkcia.



