M. Zajac, Linearna algebra 1

KVADRATICKE PLOCHY

Definicia. Mnozina vetkych bodov v R3, ktorych stradnice (x,vy,2) vo zvolenom pravouhlom
pravotoéivom stradnicovom systéme spliiaji rovnicu

(1)

a11x2 + a22y2 + a3322 + 2a122y + 2a1372 + 2a23Yy2 + 2a1x + 2a2y + 2a3z +ag =0

sa nazyva kvadraticka plocha (kvadrika). Symetrickd matica

ailz a2 a3 ai

aiz Qa2 a2 az
M = 3

a13 a3 as3z as

ai as as ap

sa nazyva matica tejto kvadratickej plochy a rovnica (1) ma maticovy tvar
(¢ y 2 D)M(z y z 1) =0.

Rovnicu (1) moézeme preformulovat na

a1 ai12 ai3 x ai
(z y z)| a2 a2 azs y|+2(x y z)|ax | +ao=0
a13 Q23 a33 z as
aix ai2 ais ai
Ozna¢imeu=(x y z), A= | aia age a3 |,a= | az | Rovnica (1) ma potom tvar
a13 Q23 as33 as
udAu’ +2ua+ag =0
~——

kvadraticka cast

Uvedieme teraz rovnice niektorych typov kvadratickych ploch K v pripade, ze v matici M je
ia1a = a13 = a3 = 0 (t.j. v rovnici (1) nie s zmieSané kvadratické ¢leny.

2 2 2

2_2 + 32_2 + i—2 +1=0 prazdna mnozina,
2 2 2

x Yy z o

a_2+b—2—|—c—2—120 elipsoid,

— P4y + 7=

$2 y2 22

gulové plocha so stredom v pociatku a polomerom r,

— + 55— 5 —1=0 jednodielny hyperboloid, ak a = b, tak je rotacny
a b2 2
2?2 2 22
2tE 2 +1=0 dvojdielny hyperboloid, ak a = b, tak je rotac¢ny
2 2
— + ‘Z—Z — 2z = elipticky paraboloid, pre a = b rotacny
a
2?2 o .
prial 2z =0  hyperbolicky paraboloid
2 2
x z o . oy
— y o _Z _ 0 elipticka kuzelova plocha, ak a = b, tak je rotacna
a b2 2
2 2
:c_2 + ‘Z—z —1= elipticka valcova plocha, ak a = b, tak je rotacna
a
2?2
5~ 5 1= hyperbolickéa valcova plocha,
a b2
z?> —2ay =0 parabolickd valcova plocha,
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Ak sa v rovnici kvadratickej plochy nevyskytuju zmieSané kvadratické Cleny, t.j. ak a1o = a13 =
as3 = 0, tak sa d& upravit na niektory z predchadzajicich tvarov pomocou doplnenia na tuplny
stvorec, ukazeme to na priklade

4a® +y? —42° —8x +2y +82+5=0

4% —8x 4+ 1y> + 2y — 422 +82+5=0

4(x? —22) + (2 +2y) —4(z2 —22)+5=0

A2 —2041) —4+ (P +2y+1)—1—-4(22 - 22+ 1)+44+5=0
4z —12+@w+1)?—4(z-1)*+4=0

1 2
($_1)2+—(yz S Go1241-0
2 2 2
% + %1 — ZTl +1=0 dvojdielny hyperboloid

Tvar kvadratickej plochy sme uirc¢ili pomocou posunutia stradnicovych osi, resp. substiticiou
rn=rz—lL,yp=y+1,z1=2—-1
ai; ai2 ais
Ak nie je matica A = | a12 ass as3 | diagondlna, typ kvadratickeju plochy sa da uréit
a13 Q23 0433
pomocou vhodnej substiticie (otocenia stiradnicovej sustavy) zaloZzenej na nasledujucej vete, ktora
uvedieme bez dékazu (presahuje moznosti predmetu LA1 a bude stcasstou predmetu LA2).

Veta. Nech A= AT € R"*" potom existuje requldrna matica Q € R™*™ takd, Ze

i) '=Q'

(ii) A=QDQT", kde D je diagondlna matica, t.j. D = (d;;), i #j = di; = 0.

Pre n = 3 vztah Q~! = QT znamena, Ze stipce matica @ aj riadky matice Q st navzijom
kolmé vektory dizky 1. Matice, pre ktoré Q~! = Q' sa nazyvaji ortogondlne. Tvrdenie (ii) sa
pomocou (i) d4 prepisat na tvar QT AQ = QT QDQ"'Q = D.

Na zaver este uvedieme priklad pouzitia predchadzajicej vety.

1 0 0
Priklad. Pomocousubstiticie P=(z y z)=(z1 y 2)Q,kdeQ=|[0 1/vV2 -1/2
0 1/vV2 1/V2

uréte typ kvadratickej plochy 2x2 4 y? + 22 + 2yz + 42 — 2 = 0.

Riesenie. Najprv kvadraticka ¢ast rovnice danej kvadratickej plochy prepiSeme do maticového
tvaru PAP", kde A = g (1) (1)
0 1 1

PAPT +42-2=0 (2)
Presvedc¢ime sa, Ze je matica () ortogonalna

1 0 0 1 0 0 1
Q' =0 1/v2 —-1/vV2 |0 1/v/2 1/V2]|=|0
0 1/vV2 1/V2 0 —1/vV2 1/V2 0

a uré¢ime diagonalnu maticu D, pre ktort A = QDQ"

1 0 0 2 0 0 1 0 0 2
D=QT4Q=|0 1/vV2 1/V2 0 1 1 0 1/v2 —1/vV2 =10
0 —1/vV2 1/V2 0 1 1 0 1/vV2 1/V2 0
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Pomocou substitiicie dostaneme z rovnice (2):
PAPT +42-2=0
P(@QDQ")P" +(4 0 0)PT —2=0

(PQD(PQ)T +(4 0 0)QQ'P' —2=0
(PQ)D(PQ)" +(4 0 0)Q(PQ)' —2=0

T x1
(z1 1 z21)D |y | +(4 0 0)yr | —2=0
21 al

V novych stradniciach dostaneme

207 +2y? + 4, —2=0
2(z3 4+ 211 +1) +2yf —4=0

(1 +1)2 +yf =2 rota¢na valcova plocha



