REALNE SYMETRICKE MATICE

Skalarny saéin v R"™.
Pripomeniem, 7e pre vektory u = (u1,us,u3),v = (v1,v9,v3) € R3 plati

1. dlzka vektora u je |[ul| = /u? + u3 + u2,
2. ak su oba vektory nenulové a zvieraju (neorientovany) uhol « € (0, 7), tak je ich skalarny
sucin
u- v = ||uf|||v] cos @ = urvy + ugva + uzvs.
Skaldrny stc¢in ma velmi uzito¢né zovSeobecnenia na mnohé linedrne priestory nad polom
R aj C. Tu sa budeme zaoberaf len skaldrnym st¢inom v priestore R™:

Definicia. Nech x = (21,22,...,2,),y = (Y1,¥2,-..,Yn) € R". Potom sa ¢islo

(X,y) = 2191 + T2y2 + - + TpYn

nazyva skaldrny sucin vektorov x,y, ¢islo

Vi) = x| = /a3 + a3+ + a2

sa nazyva norma vektora x,
hovorime, ze vektory x,y st ortogonédlne (na seba kolmé, u L v), ak (x,y) = 0.

Skaldrny sucin mozeme vyjadrit pomocou maticového nasobenia
T T
(xy)=xy =y-x .

Ako prvu aplikaciu zovSseobecnime tvrdenie, Zze najblizSim bodom v rovine p k bodu a & p je
kolmy priemet bodu A do roviny p:

Veta. Nech {0} # M # R™ je netrividlny podpriestor priestoru R™ a a € R™\ M. Potom
existuje Bod b = amin € M, ktory md nagmensiu vzdialenost ||amin — al| od bodu a. Ak
M = span{by,bs,..., by}, tak

b =ay < (a—b)J_bZ,szl,Z,,k:

Dokaz. Dokazeme tu len, tvrdenie o minimalnosti normy, nech b € M, (a—b) L b; Vi:
Akue M,taku—beM — u—b .l (a—Db),tj (u—b,b—a)=0. Potom
(u—a,u—a)=(u—b+b—a,u—b+b—-a)=(u—b,u—b)+2(u—b,b—a)+(b—a,b—a)
—_——
0
Teda [lu —a||* = [lu—b|* + b —a|> > b —a|*.
Pouzili sme o¢ividné tvrdenie: Aku L b;,Vi =1,2,... k, taku L vpreVv € span{by,...,by}.

Metoda najmensich Stvorcov..
Meranim sa ziskali hodnoty veli¢iny y = y(z):

x| -2 -1 0 1 2
Yi 0O 0,4 05 0,8 1
Ulohou je najst rovnicu priamky p = y = kx + ¢ tak, aby bola ,¢o najblizsie” k nameranym
2

hodnotdm, t.j. aby bola minimalna odchylka > |y(x;) — %;|?, t.j. druhd mocnina normy
=—

rozdielu namenarej pétice a pétice bodov na hladanej priamke:

H(y—279—17907917y2) - (_2k +4q, —k + Qa()k + Q7k +4q, 2k + Q)H



2 LINEARNA ALGEBRA

Riesenie hladdme ako keby sme hladali priamku na ktorej lezia namerané body, t.j. nezname
&isla k, ¢ spliaja rovnice:

—2k+q=0
—k+q=0,4
q=20,5
k+q=0,8

2k+q=1

Napiseme tuto ststavu v maticovom tvare:

-2 1 0
-1 1 y 0,4
A=| 0 1|, x:( ), b=10,5 Ax=Db.
1 1 9 0,8
2 1 1

Rovnica Ax = b nema4 rieSenie, ak by ale rieSenie existovalo, tak by vyhovovalo aj rovnici

AT Ax = A™b, ktora rieSenie ma.

Vypocitame
-2 1
-1 1
T4 2 1 0 1 2 (10 0
AA_<1 1 111) 0 } _<0 5)’
1

Riesime teda ststavu
10003 (& 2,4 k=0,24 -
(0 5)(Q>_(2,7):q:0,54' — p=y=0,24x 40,54

AT <A (];) — b) = (8) <= (kA +qAxx —Db) Lspan{A.1, Ao}

Gramm-Schmidtov ortogonalizaény proces.
Standardnd baza £ = {e, e, ...,e,} C R" méa nasledovni vlastnost

Definicia. Mnozina vektorov {ej,es,...,ex} C R" sa nazyva ortogondlna, ak
(ei,ej)zo,aki#‘j; (eiaei)%o VZ7]€{17277]€}

Ortogonalna mnozina sa nazyva ortonormdlna, ak, navyse, ||e;|| =1 for V.
Ak k = n, tak je tdto mnozina ortogondlna (ortonormdlna) bdza priestoru R™.

Lahko sa ukéze, Ze ortogonalna mnoZina je linedrne nezévisld, naopak kazda linedrne
nezavisli mnozinu mézeme ,ortogonalizovat” pomocou nasledujiceho algoritmu:
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Veta (Gramm-Schmidtov ortogonaliza¢ny proces). Nech {fi,fa,... ,fx} C R™ je linedrne
nezdvisld mnozina. Potom existuji vektory g1,82, .. .,8k, ktoré spliiaji

(i) span{g1,82,---&m} =span{fy,f,... . £,} preVm=1,2,... k

(ii) Mnozina {g1,82,.-.,8k} je ortogondlna.

Dokaz. Hladané ortogonalne vektory sa daji vypocitat rekurzivne

g1="HhH
f,
g =1 — (£ g1)g1
(g1,81)
f. f.
gs = f3 . ( 3Jg1) g — ( 37g2>
(g17 gl) (g27 gZ)
k—1
gr =1 — gi
; (i, 8i) '
Ak este polozime e; = ——g;, dostaneme ortonormalnu mnozinu.

il
Priklad. Pouzite Gramm-Schmidtov algoritmus na
f; =(1,0,0,1), £ =(1,0,0,0), f3 = (—1,1,2,0).
Riesenie.
g1 = (170707 1)7 (f27g1) =1, (glvgl) - ||g1||2 =2
— g2 =f,— g1 =(1,0,0,0) — 5(1,0,0,1)
g2 = (%707())_%)

(f37g1) =—-14+0+0+0= _17 (f37g2) = ((_17 17270)7 (%70707 _%>> = _%
(81,81) = llg1ll* = 2, (g2, 82) = llg=2]* =
g3 = (_17 17270) + %(170707 1) + (%70707
g1 = (170707 1)7g2 = %(170707 _1)7g3 = (07

Kvadratické plochy a symetrické matice.
Kvadratickou plochou v R? sa nazjva mnozina bodov [z, y, z], ktoré spliiaji rovnicu

2 = 1 dosaden9m do vzorca z predch. vety:
—1)=1(0,1,2,0)
1

a11x2 + a22y2 + a3322 + 2a122y + 2a1302 + 2a23yz + 201 + 2a9y + 2a3z +ag =0
Této rovnica sa d4 napisat pomocou matice

aix a2 aiz ai
1 ) a1z Q22 Q23 A2
ai13 G23 0agz das
ai az az Qg

(z y =z

— N e 8
Il
(@]

Teda kvadraticka plocha je urcena symetrickou maticou

ai; a2 a3 ai
a a a a
A= AT = 12 22 23 2
a13 G23 aG33 as
ay a2 az Qg

Na urcenie tvaru kvadratickej plochy je dolezité najméi poznat vlastnosti kvadratickej casti
matice A, t.j. matice, ktora vznikne z A vynechanim Ay, a A.4.
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Klasifikaciou kvadratickych ploch sa tu zaoberat nebudeme, uvdiem len priklad:

1 0 0 O
01 0 0 T . . s .

Ak A= 001 0 ytak(z y 2z 1)A(xz y =z 1) =0jerovnicagulovej plochy
00 0 —r?

so stredom v pociatku suradnic a polomerom 7.

Ak by sme vedeli vhodnou zmenou bézy zmenif tito maticu na diagonalnu, vedeli by
sme lepsie uréit tvar tejto kvadratickej plochy. Vhodna zmena bazy je takd, ktord nemeni
dlzku vektorov ani uhly medzi vektormi, teda iba vektory otac¢a. Sta¢i na to, aby zachovévala
skalarny stéin, t.j. (u,v) = (Pu, Pv). To bude zarucené ak matica zmeny bézy je ortogonalna
v zmysle nasledujucej definicie.

Definicia. Matica P € R™*™ sa nazyva ortogondlna, ak jej stipce tvoria ortonormalnu bazu.

Veta. Matica P € R"*"™ je ortogondlna vtedy a len vtedy, ak P~' = PT, ekvivalentne vtedy
a len vtedy, ked aj jej riadky tvoria ortonormdlnu mnoZinu.

Veta. Ak je matica P € R™ " ortogondlna a u,v € R™*!, tak
(u,v) = (Pu, Pv).

Doékaz. Pripomenieme, 7e ak je definovany su¢in matic AB, tak (AB)" = BTAT. Okrem
toho si v§imnime, 7zel x'y € R**! Vx,y € R"*! a preto (x'y)" = x"y, z toho vyplyva

(Pu,Pv) = (Pv)" Pu= ((PV)TPu>T = (Pu)’ <(PV)T)T —u'P'"Pv=u' (PTP)v=u'v

Teda dostdvame (Pu, Pv) =u'v = (u,v).

Definicia. Matice A, B € R"*™ sa nazyvajui unitdrne podobné, ak existuje ortogonalna ma-
tica P, pre ktora plati
A=PBP'=PBP".

Veta. Ak A= AT € R™" (t.5. A je redlna symetrickd matica), tak
1. Vsetky vlastné cisla matice A su redlne.
2. Ak M\ # Ao su vlastné cisla matice A a vy, ve su prislusné vlastné vektory, tak vi L vo
3. Akv #0, \€0(A) a (A—N)?v =0, tak aj (A— \)v =0, t.j. vietky zovieobecnené
vlastné vektory matice A su aj jej vlastne vektory.
4. Matica A je unitarne podobnd diagondlnej matici.

Dokaz. Dokazem druhé, tretie a Stvrté tvrdenie. Pre Iubovolné vq, vo plati
(Avi,vo) = vy Avy = (vg Avy) T =v] AT (vy) | =v] Avy = (Ava,vy).
Ak Avy = A\vy, Avy = Aava, A1 # Ao, tak odtial dostaneme
(Avy,vo) = (v1, Avy) = A1(v1,va) = Aa(vy,vy) = (v1,v2) =0
Tym je dokazané tvrdenie 2. Pretoze aj A — Al je symetricka matica
(A= X)*v=0 = [[(A=ADV|?= (A= XV, (A= A)Vv) = (v,(A—I)*v) =0

tj. [(A—=Al)v|]|=0ateda (A—A)v=0

Z tretieho tvrdenia vyplyva, Ze Jordanov tvar matice A je diagondlna matica D, A =
PDP~1. Stipce matice P st vlastné vektory matice A. Pre rozne vlastné ¢isla st aj navzajom
kolmé a pre viacnasobné vlastné ¢isla pouzijeme Gramm-Schmidtov proces na ich ortogonal-

izaciu. Nakoniec, ked nahradime P,; ndsobkom HP—l-HP*i vznikne matica ktorej stipce tvoria
* 1

ortonormalnu mnozinu (teda P je ortogonalna) a plati A = PDP'.
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2 2 2

Priklad. A= | 2 2 2 | N&jdite diagonalnu maticu D a ortogonalnu maticu P, pre ktoru
2 2 2

A = PDPT", urobte skigku spravnosti.

Riesenie. Najprv najdeme vlastné cisla:

2-X\ 2 2 2-X 2 2 2-X 2 2
22— 2 = X =X 0|=X]1 -1 0
_ Rz Ry _ _
2 2 2-A|f-h A 0 —\ 1 e
6-X 2 2
=A% 0 —1 0 |=X(6-)) = o(A4)=(0.0.6).
0 0 -1

Teraz ndjdeme vlastné vektory, dva linedrne nezavislé k vlastnému cislu 0, treti k vlastnému
¢islu 6:

A=0v; =(-1,0,1)T, vy = (-=1,1,0)" a pomocou Gramm-Schmidtovho ortogonaliza-
¢ného procesu najdeme dva iné vlastné vektory fi, f5 tak, aby f; 1 f5, t.j.

f

((;2,1?1)) fi = (-1,1,0)T = 1(~1,0,1)7 = —1(1,-2,1)T Po vydeleni normou

1,11
vektorov fi, fy, dostaneme prvé dva stipce matice P. Treti stipec bude vlastny vektor patriaci
k A =6:

f1=V17f2=V2—

-4 2 2 -4 2 2 -6 6 0 1
2 -4 2 ~ 2 —4 2 ~ 2 -4 2| = vz3=1|1
2 2 4/, ... \o o0 0o/, . \o 0 0 1
Aj v3 vydelime normou ||v3|| = v/3 a dostaneme maticu P
0 0 0 -1/vV2 —1/v/6 1/V3
D=0 0 0],P= 0 2/V/6  1/V3
0 0 6 1/vV2 —1/V/6 1/V3

Skuska:

-1/v2 -1/v6 1/V3\ [0

PDPT = 0 2/v/6  1/v/3 | |0
1/vV2 —1/v6 1/V3 0

0 0 6/V3\ /-1/v2 0 /V?2
=0 0 6/V3|[-1/v6 2/v6 —1/V6

0 ~1/v/2 0 1/v/2
0
0

0 0 6/V3 1/v/3 1/V3 1/\/3)

0
0 ~1/V/6 2/V6 —1//6 | =
6 1/vV3 1/V/3 1/V3

2 2
2 2
2 2

N NN



