MATICOVE POLYNOMY A JORDANOV KANONICKY TVAR STVORCOVEJ MATICE

Pre pole K a Stvorcovii maticu A € K™*™ definujeme mocniny
AY = I, (jednotkova matica), A"*! = A"A (n > 0) a pre lubovolny polyném f()\) € P(K),
f(A) = aptai A+ - -+a, \" potom definujeme maticovy polyném f(A) = agl+a; A+- - -+a, A™.
Je zrejmé, zZe pre dva polynémy f,g € P(K) plati f(A)g(A) = g(A)f(A).

Definicia. Nech A € K™*". Nenulovy polyném f(\) najmensieho stupna, pre ktory f(A4) =
Onxn Sa nazyva minimdlny polynom matice A a oznacovat ho budeme m 4 (\).

Veta. Pre kazdi stvorcovi maticu A € K™ ™ existuje minimalny polynom m4 ().

Dékaz. Zrejme staci ukazaf, ze existuje nenulovy polyném f, pre ktory f(A) = 0. To je
jednoduchy dosledok faktu, ze K™*™ je n?-dimenzionalny linedrny priestor, a teda (n? + 1)-
prvkova mnozina

(I,A,A%,... A"}

je linearne zavisla. To stucasne dokazuje, Ze minimalny polyném matice A je najviac stupna

n2.

Veta. Ak A e K™*", 0+# f(\) € P(K) a plati f(A) = 0pxn, tak ma(N) je delitelom f(\).

Dékaz. Stupen deg f > degm 4, preto delenim f(A) : m4(\) dostaneme
Jg(A), h(A): F(A) =ma(A)g(A) + h(}), degh(}) < degma(})

Dosadenim matice A do tejto rovnosti dostaneme 0 = f(A) = ma(A)g(A) + h(A) = h(A),
teda aj h(A) = 0. Preto deg h(\) < degma(A) = h(A\) =0 (keby bol polyném h nenulovy,
m by nebol minimalny polyném matice A), t.j. ma|f.

Priklad. K — 7, A — ((1) i) FOO) = A2+ A + 1. Vypoditame f(A).

10 0 1 0 1 0 1 1 1
N S H IR

0 1) 1 1) 1 1 1 1 1 0)
f(A)=A°+A+A2=((1) (1))+((1) 1)+(} é):(g S)ZOM' Pretoze \2 4+ \+1

je ireducibilny polyném, je to suc¢asne miniméalny polyném matice A
Teraz este definujeme dalSie dva polynémy spojené s maticou A € K™*™.

Definicia. Nech A € K™*" b € K"*!,

1. Nenulovy polyném najmensieho stupna, pre ktory plati f(A)b = 0,,x1 sa nazyva minimdlny
polynom vektora b vzhladom na maticu A, oznacovat ho budeme m 4 ().

2. pa(A) = det(A — M) sa nazyva charakteristicky polyném matice A.

Poznamenajme eSte bez dokazu, ze degmap(A) < n a degpa(A\) = n. NavySe, pomocou
matice adjungovanej k matici (A — AI), presnejsie vztahu (A—AI)adj(A—AI) = det(A— )1,
sa d& ukazat, ze pa(A) = Opxn, t.j., Ze charakteristicky polyném matice A anuluje maticu A
(tvrdenie zndme ako Caley-Hamiltonova veta). Z toho potom vyplyva, ze

mab(A)|ma(X)|pa(A) a vSetky tri polyndmy maji stupen najviac n.
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101 1
Priklad. Nech A= [ 110 | € Z3**, b= [ 0 |. Uréte man(\), ma(A) apa()).
011 1

Riesenze.

map: Najprv vypocitame b, Ab, A?b = A(Ab), A%b = A(A?Db) a najdeme &isla

ag, a1, as,a3 € Zy tak, aby agb + a1 Ab + a3 A%b + a3 A3b = 03x1. Teda pre polyném f(\) =
ag + a1 + ax)? + az\3 plati f(A)b = 034;. To znamena, Ze rieSime homogénnu stistavu
linedrnych rovnic, ktorej matica je (maticu A si napiseme vlavo od matice sistavy, aby sa nam

Tahsie pocitali stipce Ab, A(Ab) ... )

b Ab A2b Agb ap a1 a2 as
101 1 0 1 1 1 0 1 1
110 0 1 1 O0)~Rry+r, |0 1 1 0
011 1 1 0 1 0 1 1 0

Pivoty st v stipcoch ag, a1, Mozeme volit as, as. Aby sme dostali nenulovy polyném ¢o
najmensieho stupiina, volime ag = 0, az = 1 potom a; = ag = 1, teda map(A) = A + A+ 1

111
Priklad. A= | 110 | € Z3*, Uréte ma(\) a pa(N).
011
Riesenie.
degma <3 = ma(N\) = ap + a1\ + a2A? + az\3 € P(Z5) (minimdlny polyném je podla
Caley-Hamiltonovej vety najviac stupna 3). Hladame teda ag, a1, asz, a3 € Zs tak aby
CL()I —|— alA —|— CL2A2 —|— CL3A3 = 0

100 111 010 110
A=T=1010 |, A'=4=110],4%=]001|,A%=]011
001 011 101 100
100 111 010 110 000
al010 | +a; 110 |+a2]001 J4+a3|011 000
001 011 101 100 000

(ao—i—a1+a3) (CL1+G2+CL3) 0 0 O

ai (ao~|—a1+a3) a2~|—a3 0 0 O

(CL2+CL3) a1 a0+a1+a2 0 0 O

Teda riesime sustavu (9 rovnic s neznamymi ag, a1, as, as, pre kazda poziciu v matici jedna
rovnica)

11 a+a+az3=0

2 =000
—0
31 G2+ a3 001 1 110 1
12 a1taztaz=0 | 1 1 1 01 0 0 1 10 1\ @+a+ta3=0
22 ag+a;+a3=0 110 1]~10 01 1|~10 100 a; =0
o |0 100 00 1 1
13 ! 00 1 1
23 as+a3 =0 1 11 0

33 a0+a1—i—a2:0
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Zvolime a3 = 1 (a3 = 0 = a2 = a1 = ap = 0, dostali by sme nulovy polyném), potom
odspodu poéitame as +az3 =0 = az =az=1,a; =0, a9 =1, t.j. ma(\) =3+ 12 +1
degpa(N) =3 amalpa = pa(A) =ma(A) =X+ +1

Riesme eSte opa¢nt tlohu ako sa k danému nenulovému f(z) € P(K) d4 najst matica
Ay € K™*", ktorej minimalny polyném je f(x).

Veta. Nech f(\) = ap,\"+a, 1 A" 1+... a1 +ag € P(K), a, # 0. Potom je f(\) minimdlny
polynom matice

0 0 0 0 —ao/an
1 0 0 0 —ai/ay,

Af:A: 0 1 O 0 _a/Q/CI/n GK’HX’I’L'
0 0 ... 1 —ap_1/a,

Dékaz. Stadi ukdzat, ze f(A) = man(A) pre b= (1,0,0,...,0)" (skste to ukdzaf pre n = 4),
Afcb, A‘;ﬂb) a pouzit vztah degmap, < degmy < n. V naom pripade m4p = f ma stuper
n a teda sa rovnd minimalnemu polynému matice Ay, ktord sa nazyva matica pridruzend k
polynému f (companion matrix of f).

DokéZeme to pre n = 4, t.j. pre f(A\) = ag + a1 X + asA\? + az\3 + ag\?, aq # 0;

000-— CLo/CL4
|10 0—ai/aq
Ar=101 0-a, Jay
001 CL3/(I4
1 0 0 —CL()/CL4
0 2:v | O 3;v | O 4y _ | —a1/as
0 1 —az/ay
aob + alAb + a2A2b + a3A3b + CL4A4b =
1 0 0 0 —CL()/CL4 0
0 1 0 0 —al/a4 o 0
agp 0 + a1 0 + as 1 + as 0 + aq —ag/a4 =10
0 0 0 1 —CL3/CL4 0

Priklad. Najdite maticu A € Z5**, ktorej minimalny polyném je f(A) = 2\* + A2 + 2

Riesenie. Pouzijeme predchadzajicu vetu ag =0, a1 =2, a2 =1,a3 =0, ag = 2:

B 0 0 0—ag/as 00 0-0/2 0000
1_/12__22 ((1;“00;33)) 4 _|1o0-aye | _{1o00-2/2)_[1002
o1 (mod 3)’ F71010-ag/as ] |O010-1/2] (0101

- 0 0 1—as/ay 00 1-0/2 0010

VLASTNE CISLA MATIC, DIAGONALIZOVATELNE MATICE A JORDANOV KANONICKY TVAR

V tejto ¢asti budeme sa zaoberat vicsinou operdtormi z C™*! do C™*!, Stotoziiujeme
ich s maticami typu n X n. Pritom, ak nie je uvedena béaza, vzhladom na ktord je matica
skonstruovand, bude to matica operatora T vzhladom na Standardnid bazu.
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Pripomenme, ze standardnou £ sa nazyva baza pozostavajica s prvkov

e; = (1,0,0,...,0,0)
=(0,1,0,...,0,0)

=(0,0,0,...,0,1)

Ak B = {by,bs,...b,} je baza C™, tak kazdy prvok x € C™ sa d4 jednoznacne napisat’ v
tvare x = z1by + z9by + ... 2,b,. n-ticu &isel (21, 29,...,7,)" potom nazyvame stiradnice
vektora x vzhladom k baze B.

Pripomenme este, ze maticou operatora T: C™ — C™ vzhladom k badzam B = {b1,bs,...b,}
a D nazyvame maticu [T]|gp, ktorej j-ty stipec tvoria siradnice vektora Tb; vzhladom na
bazu D, t.j.

AZ[T]BD <~ A*jZ[Tbj]D, j:1,2,...,n,
[Tx]p = [T]sp[x]5-

Ulohou, ktoré sa nazyva spektralny rozklad operatora 7' v C™ je néjst’ bazu B pri ktorej je
matica Ty operatora T' ,najjednoduchsia”. Ak v standardnej baze £ ma operator maticu A a
v nejakej inej baze B maticu J, tak plati

A=PJP™' kde P=[lge, (Ix=x).

Matice A a J sa potom nazyvaju podobné matice.
Vlastné ¢isla a vlastné vektorov LO T': L — L (Stvorcovych matic).

Definicia. Nech (L, +, ) je linedrny priestor nad polom K. Nenulovy vektor x € L sa nazyva
vlastny vektor linedrneho operdtora T': L — L, ak I\ € K, pre ktoré Tx = Mx. Cislo \ sa
nazyva vlastné cislo operatora T

Podpriestor E) = ker(T'— ) = {x € L: Tx = MAx} sa nazyva vlastny podpriestor opratora
T prisluchajuci k vlastnému ¢islu .

Specialne, ak je operator dany §tvorcovou maticou A € K"*", tak sa nenulovy vektor
x € K™*1, pre ktory existuje A\ € K také, Ze Ax = Mx nazyva vlastny vektor matice A
patriaci k vlastnému ¢islu .

Cvicenie.
1. Rozhodnite, ¢i je vektor x vlastnym vektorom operatora

RN N (O

(§]

2. Najdite vsetky vlastné vektory a vlastné ¢isla matice A = € Z§X3

—_ =
e )

Riesenie. la. Ax = (_1 _(2)> (1) = (:1) = —1-x, t.j. x je vlastny vektor s vlastnym

Cislom A = —1.

1-3 1 -2 . . =2\ (A
1b. Ax = (_1 1> <1) = ( 0 > Ak by J\, pre ktoré Ax = Ax, t.j. ( 0 ) = <>\),

tak —2 = X\ a sticasne 0 = )\, teda x nie je vlastny vektor.
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2. Priestor Zg’ %1 je koneény, m4 presne 7 nenulovych prvkov. Sta& vypoéitat’ Ax pre
vSetkych 7 moznosti:

0 0 0 1 0 1 1 1
Alo)l=1o|, Aafl1]|=(1]|, alr)l=(1], 4alo|l=(0],
1 1 0 1 1 0 0 1
1 1 1 0 1 0
Alo]l =10}, Al1]=11], Al1]=1(1],
1 0 0 0 1 1

Teda jedinym vlastnym vektorom jee= (0 0 1 )T (s vlstnym ¢islom A = 1.
Rychlejsie rieSenie je zistovat, ¢i k ¢islam 0, 1 vieme najst vlastny vektor, t.j. ¢i mé ststava
Ax = 0 (pre A = 0) alebo Ax = x (pre A = 1) nenulové rieSenie (Ax = A\x < (A-A\)x =0):

1 10 1 10
A=0:10 1 0| ~py4r, [0 1 0| teda Ax =0 = x = 0 0 nie je vlastné ¢islo
1 11 0 0 1
0 1 0 0
A=1:A-T=A41=|10 0 0] tedax=| 0| jevlastny vektor pre A = 1.
1 10 1

Cvicenie. Urcte vsetky vlastné cisla A € Z3 a vlastné vektory

01 2
matice A= |1 1 2| ez
1 20
01 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2
Riesenie. A\=0,A—AX[=A=[|1 1 2 N(O 1 2 N(O 1 2 N(O 1 2
1 2 0 1 20 0 1 1 0 0 2
Stustava Ax = 0 mé len nulové riesenie, A = 0 nie je vlastné ¢islo
2 1 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2
A=1A-XN=A+2[=|1 21 2]~1011]~101 1] =
1 1 2 2 0 2 0 0 0 1
A =1 nie je vlastné cislo
1 1 2 1 1 2 1 1 2
A=2A-XN=A+1I=(1 2 2| ~|0 1 O0]~10 1 O0],aniA=2niejevlastné
1 2 1 01 2 0 0 2

¢islo.

Veta. Nech A € K™*" q I, je jednotkovd matica z K"*™. Cislo A € K je vlastnym é&islom
matice A vtedy a len vtedy, ked det(A — \I,,) = 0, t.j. ked je A koreriom charakteristického
polynomu matice A.

Dokaz. Staci si uvedomit’, ze
Ax = Ax <= (A= A)x = 0px1

a ze sistava linedrnych rovnic (A — A[,)x = 0,x1 mé nenulové rieSenie prave vtedy, ked je
matica (A — AI,,) singuldrna, t.j. jej determinant je nulovy.

Teraz budeme pracovat len s maticami s komplexnymi prvkami (niektoré tvrdenia ale platia
aj pre iné polia).
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Veta. Nech A € C™*™,

1. X € C je vlastné cislo matice A, vtedy a len vtedy, ked’ je koreriom jej charakteristického
polynomu.

2. X € C je vlastné ¢islo matice A, vtedy a len vtedy, ked je koreriom jej minimdineho
polyndému.

3. (Cayley-Hamiltonova veta) Ak p(\) je charakteristicky polynom matice A, tak p(A) = 0y xn-

4. Minimdlny polyném matice A € C™*™ je delitelom jej charakteristického polynému.

Dokaz. Tvrdenie 1 sme uz dokdzali. DokéZeme este tvrdenie 2.
Ak m(A) = (A= A)Pr(A=X2)k2 ... (A= \,,)* je kanonicky rozklad minimalneho polynému
matice A, tak

O = m(A) = (A= MM (A= AoD)*2 - (A = A I)

Pre kazdé i = 1,2,...,m je polyném f(A) = m(\)/(A — \;) mensieho stupna ako m(\), preto
B = f(A) # 0,,xn. Teda ak by bola matica (A — \;I) reguldrna, tak by

Onsn = (A= NI)B = (A= NI) " 0pun = B=0.

Matica B je ale nenulovd, preto neexistuje (4 — \;I)7!, teda \; je vlastné &slo matice A.
Ukéazali sme, ze kazdy koren minimélneho polynému je vlastné ¢islo matice A.

Naopak, ak by vlastné ¢islo p matice A nebolo korefiom minimélneho polynému m(\) matice
A, tak m(\) = (A — p)g(\) + 7, kde r = m(u) # 0. Potom by pre vlastny vektor a patriaci k
vlastnému ¢islu p platilo

m(A)b = [(A — puI)g(A) +rI]b = g(A)((A — pI)b +1b = rb # 0,11 .

To je v spore s tym, ze m(A) = 0y xp-

Poznamenajme este, ze z predchdadzajicej vety vyplyva, ze korene minimalneho polynému a
charakteristického polynému matice A su tie isté, v minimalnom polynéme mo6zu mat’ mensiu
nasobnost’.

Mnozina v8etkych vlastnych ¢isel matice A € C™*" sa nazyva spektrum matice A a oznacuje
sa 0(A). Presnejsie budeme pisat o(A) = {1, A2, ..., Ay}, kde kazdé ¢islo opakujem tolkokrat,
kolko je jeho nésobnost ako koreria charakteristického polynému matice A.

Sucet vlastnych vektorov matice A € C™*™, A\; + Ag + - - - + A, sa da urcit Tahko bez znalosti
jednotlivych vlastnych cisel.

Definicia. Nech A = (a;;) € C™*". stopou matice nazyvame sicet jeho prvkov na hlavnej
n

diagonale, t.j. trace(4) = > aj;.
i=1

Veta. Nech A € Cy,x,, mad vlastné ¢isla A1, Aa, ..., Ay (0(A) = {A1, Aa,..., A\n}), potom plati

trace A = zn:aiz‘ = zn:Az .
i=1 i=1

JORDANOV TVAR STVORCOVEJ MATICE

Definicia. Matice A, B € C™*"™ sa nazyvaju podobné, ak 3 reguldrna matica P, pre ktord
B =P lAP.
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1 —4—-4
Priklad. Dand je matica A = 8 —11 —8 |. Povazujme A za maticu linedrneho operétora
-8 8 5

T: C3? — C3 vzhladom na $tandardni bdazu €. Matica A ma vlastné ¢isla Ay = 1, Ay 3 =

—3. Pre tito maticu vieme najst’ bazu C3*! pozostavajicu z jej vlastnych vektorov: D =
{dy,ds,d3}, d; = (1,2,-2)" (Ad; = d;), d2 = (1,1,0)7, d3 = (1,0,1)" (Ady = —3da,
Ads = —3d3).

1 0 0
[Tdi]p = (0) , [Tdz]p = <—3> , [T'ds]p = ( 0 > alTlp = (
0 0 -3

1
0 (P*lzdl, P*deg, P*3:d3), teda P =

S O =
S W o
w o o

Zoberme P = (d1 dg d3) = 2
[I]pe, preto P~1 = [I]gp. A Tahko sa presvedéime, ze

[T)p = U]ep[T]e[l]lpe = P~HAP =

1-1-1 1-1-1 11 1 1 0 0
-2 3 2| AP = 6 -9 —6 21 0]=10-3 0
2-2-1 -6 6 3 -20 1 0 0-3

Teda matica operatora 1" vzhladom na bazu pozostavajicu z vlastnych cisel operatora 1" je
diagondlna. Pritom matica A je podobna tejto diagonélnej matici.

Veta. Matice A,B € C™*" st podobné prdave vtedy, ked si maticami toho istého operdtora
T:C™— C"™, t.j. ked existuji bazy B, D také, e A= [T|g, B =[T|p.

Ako urobit’ dokaz vidiet’ z predchadzajtceho prikladu: Ak st matice podobné A = PBP~!,
tak matica A je vzhladom na Standardni bazu maticou toho istého operatora ako matica B
vzhladom na béazu {P.1, Pio, ..., P, }. Naopak, ak A = [T|g, B = [T]p, tak pre P = [I|pp
plati A= P~'BP.

Vidiet, Ze na najdenie bazy, pri ktorej je matica daného operatora jednoduché je potrebné

poznat’ Struktiru jeho vlastnych vektorov. V predchadzajicom priklade sme nasli bazu po-
1

0
1 1
jedno vlastné c¢islo a k nemu prislusny vlastny podpriestor je len jednorozmerny.

zostavajucu z vlastnych vektorov. Pre maticu A = sa nam to nepodari. M4 len

Definicia. Matica A € C"*" sa nazyva diagonalizovatelnd, ak je podobna diagonélnej matici.
Zrejme plati nasledujice tvrdenie:

Veta. Matica A € C™*" je diagonalizovatelnd prdve vtedy, ked existuje bdza priestoru C™*1
pozostdvajuca z vlastniych vektorov matice A.

Vseobecne matica A € C™*"™ nemusi byt’ podobna diagonalnej matici. Teda vzdy sa nepo-
dari ndjst’ bazu zlozenu z vlastnych vektorov matice A. Pre kazdd maticu A € C™*" existuje
béaza zlozend zo zovseobecnenych vlastnych vektorov matice A:

Definicia. Nech A € C"*" )\ € o(A). Nenulovy vektor x € C™*! sa nazyva zovSeobecneny
vlastny vektor matice A, ak Ik € N, pre, ktoré (A — AI)*x = 0,,x1. Mnozina,

E={e,(A—Xe,...,(A—X)*"te}, pre ktort (A — A)*"te # 0,51, (A—X)*e = 0,1

sa nazyva retazec zovSeobecnenych vlastnych vektorov.
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Ak v predchadzajtcej definicii oznacime e = by, (A — Al)e = by, ... (A — A)*"le = by,
tak plati bg = (A — AI)by, bg = (A — Al)bg, ... by = (A — AI)bj_1, pritom posledny vektor
v retazci, by, je aj je vlastny vektor matice A. Teda retazec budeme hladat od konca.

Skor ako na prikladoch ukéZzeme postup hladania retazcov zovSeobecnenych vlastnych vek-
torov matice A uvedieme bez dékazu dve vety:

Veta. Pre kazdi maticu A € C™ ™ existuje bdza priestoru C™*! zloZend z retazcov zovseobec-
nenych vlastnych vektorov matice A.

Veta. Ak by,bs, ..., by si vlastné vektory operdtora (matice) patriace k navzdjom roznym
vlastnym cislam, tak tvoria linearne nezavislu mnoZinu.

Priklad. Néajdite bazu zlozent z retazcov zovSeobecnenych vlastnych vektorov matice

5 —7 4
A=|1 -3 —1 |, ak viete, ze 0(A) = (—2,—2,9)
6 —6 3

Riesenie. Najprv hladame vlastné vektory (teda posledna vektory v retazcoch), pre jednona-
sobné vl. ¢islo A3 = 9 potrebujeme najst len jeden vektor, ten bude vlastny a nidjdeme ho
rieSenim sustavy (A —9/)x = 0:

5—9 -7 4 -4 -7 4 -4 -7 4 0 —-11 O
1 -3-9 -1 = 1 =12 -1~ 1 -12 -1 |~10 =11 O
6 —6 3—-9 6 —6 —6 1 -1 -1 1 -1 -1

Dostavame bs = (1, 0, 1) T, ostatné vlastné vektory prislusné k A3 = 9 st nenulovym nasobkom
vektora bs.

Pre A = —2 najdeme bud dva linedrne nezavisle vlastné vektory alebo jeden retazec
zovseobecnenych vlastnych vektorov, najprv vlastné vektory:

7 -7 4 0 0 11 1
A—(=2I=[1-1-1]|~[1 =1 -1| = by=|1
6 —6 5 0 0 11 0

a by treba hladat ako zovSeobecneny vlastny vektor, t.j ako rieSenie stustavy (A +21)b; = ba:

T =7 4 |1 0 0 11 |—6 1 2
1 -1 -1 |1 |~(1 -1 —-1]1 — b; = 11 -3
6 -6 5 |0 0 0 11 |—6 —6

trojica (b1, ba, bs) nie je uréend jednoznacne,
N— N~~~

stustavy maji nekonecne vela rieSeni, hlfaddme vSak iba jedno rieSenie.

Priklad. Néajdite bazu zlozent z retazcov zovSeobecnenych vlastnych vektorov matice

02 1
A= 1 0-1 |, ak viete, ze 0(A) = (1,1,1)
-2 3 3

Riesenie. V tomto pripade bud najdeme jeden alebo dva linedrne nezavislé vlastné vektory a
teda jeden alebo dva retazce.

-1 2 1 -1 21 1
A— )\ = 1 -1 -1 ~ Ro+R; 0 10 = b3=10
-2 3 2 Rg—2R, 0-10 1
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a viac linedrne nezavislych vlastnych vektorov neexistuje, hladdme teda zovSeobecnené vlastné
vektory, bs je riesenie stustavy (A — )by = bg:

-1 2 11 -1 211 1
1 -1 -110 ~ Ro+R; 0 10 1 = by = 1
-2 3 211 Ry —2F, 0-101|-1 0

-1 2 11 -1 211 3
1 =1 =1 (1] ~Rysn, 0 102 — by = [ 2
-2 3 210 R3—2Ry 0-10|-2 0

TakZe sme nasli jeden refazec zovSeobecnenych vlastnych vektorov matice A a plati Ab; =
b1 + bg, Abg = b2 + b3, Abg = b3 ak zostavime maticu P: P*l = bl,P*Q = bg,P*g = b3,
tak plati

A=P P71 kde P =

O = =
[
_ o O
SN W

1
1
0

[ S

Definicia. Matica Jz(\) € C*** sa nazyva Jordanov blok s vlastnym éislom ), ak je mati-
cou linedrneho operatora (matice) A vzhladom na bazu, ktord je retazcom zovseobecnenych
vlastnych vektorov matice A:

B={bi,bs,....by}, (A= AD)by =by,(A— )by =bs,...(A - A)bi = Opxn .

Priklad. Ak k = 3, tak B = {by, by, b3}

(A= A)by = Ab; —Ab; = by, (A— A )by = Aby —Aby =bs, (A— Al)bs = Abs — Abs = Op,x1

e Ab; = Ab; + 1bs + Obsg, Abs = 0by + A\bs + bg Abs = 0b1 + 0bs + Abg
[Abilg = (X 1 0)' [Abslp = (0 A 1)' [Abslz = (0 0 A)'
A0 O
teda Js(A)=| 1 X 0
01 X

Definicia. Hovorime, ze matica J je v Jordanovom kanonickom tvare (JKT), ak je blokovo
diagonalna a jej diagondlne bloky su Jordanove, t.j.

Ty (A1) Okyscke -+ Okyxk,,
Okyxky  Jha(A2) ot Okyxk,,

A= : . . : = Ji, (M) ® Ty (A2) @ - - @ Tk, (M)
Ok, <k, Ok, xks -+ Jk,, (Am)

a diagondlne bloky patriace k tomu istému vlastnému ¢islu st na diagondle umiestnené za
sebou zostupne podla rozmeru, t.j.

p<1<yq

} = M =ANi=A, Ni=Aij1 = ki > ki
Ap = Aq
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Priklad. Prem =3, A\ = Ay =3, k1 = ko = 2, \3 = —1, k3 = 3 dostaneme maticu J € C"*7:
36,0 0 0 0 O
1 30 0 0 0 O
0036 0 0 O
J=10 011 3 0 0 O
0 00 OFT 0 U
0000 1-1 0
00000 1-1

Lahko sa teraz ukéZe, Ze minimalny polyném matice J (a kazdej matice podobnej matici
J)je my(\) = (A —3)%2(A + 1)® (nasobnost vlastného &sla v minimalnom polynéme sa rovné
rozmeru najvicsieho Jordanovho bloku prislusného k tomuto vlastnému ¢islu):

2

(J —31)* =

N eBeoNeoNell "
S OO OO OO
S OO OOO
S OO OO OO
O k= OO OO
ks O O O OO
O O O O O o
I
S OO OO OO
OO O OO OO
S OO OO OO
SO O OO OO
YOO OO OO

Podobne [J3(—1) — (=1)I]3> = 0 a potom (J — 31)?(J + I)3 = 0.
Ak ozna¢ime blokovo diagonalnu maticu J = J5(3) @ Jo(3) @ J3(—1), tak J* = [J2(3)]* @
[J2(3)]F @ [J3(—1)]¥, t.j. mocniny sa poéitaji ,,po blokoch”.



