Linearna algebra
doc. Michal Zajac

Kons3trukcia pola komplexnych é&isel a koneénych poli.

PopiSeme konstrukciu pola komplesxnych ¢isel analogickt konstrukcii poli Z,. Namiesto delitelnosti celych
éisel a zvyskov po deleni prvodislom p pouzijeme delitelnost polynémov a zvysky po deleni irteducibilnym
polynémom (f(z)|g(x) znamené: ,polyném f(z) je delitelom polynému g(z)”).

Ozna¢me P(R) mnozinu vsetkjch polynémov s redlnymi koeficientami. Polyném x2? + 1 je ireducibilny v
P(R). Analogicky ako v Z definujeme kongruenciu modulo x? + 1:

J(@) = g(x) (mod a® + 1) — (2® + D)|(g(x) — f(x)
£1(2) & fa(@) = g(x) (mod 2% +1) — £1(2) + fo(@) = g(x) (mod 2% +1)
f1(2) ® fo(@) = g(x) (mod 2% +1) — fi(@) - fole) = g(x) (mod 2 +1)

Pole komplexnych ¢isel modzeme teraz stotoznif s mnozinou tried rozkladu P(R) (mod 22 + 1), ktora
sa oznacuje obvykle symbolom P(R)/(z? 4+ 1) alebo ekvivalentne s mnozinou vsetkjch zvyskov po deleni
polynémom 22+1, t.j. s mnozinou P; (R) vietkych mnoho¢lenov stuptia najviac 1. Pritom s¢itanie a ndsobenie
sa pocita modulo 2 + 1. Komplexnou jednotkou je i = z.

Uloha. Overte, ze C = (P;(R),®,®) je pole.
Analogickou konstrukciou dostaneme aj koneéné polia
Priklad. Polyném f(z) = 2? + x + 1 je ireducibilny polyném nad Z,. Popiste pole P(Z;)/(z? + = + 1)

Prvky tohoto pola mézeme stotoznif so zvyskami po deleni polynémom f(z), t.j. s
Py(Zy) = {eo,e1,ea,e3}:  eo(x) =0, er(x) =1, ea(x) =2, es(x) =z +1

Pre toto pole napiste tabulku nésobenia a s¢itania.
Linearne priestory.

Definicia. Trojica (L, ®,®) sa nazyva linedrny (vektorovy) priestor nad polom (K, +,-), ak
L je neprizdna mnozina (vektorov) a @: L x L — L; ®: K x L — L st operéacie také, Ze plati:
preVz,y,z€ LapreVa,8 € K

(L1) 2@y =y P 2 (komutativny zdkon pre séitanie)

(L2) (x®y) Dz=12® (y® 2) (asociativny zakon pre s¢itanie)

(L3) 30 € L: © ¢ 0 = x (existuje neutralny prvok pre s¢itanie)

(L3) Vz € L Jy € L taky, ze c ®y =0 (3 y = —z opacny prvok k x)

(L5) a0 (zdy) =(a0z) & (a0y)

(L6) (a+B)oz=(a0z)d(BOY)

EL i (af)Oz=a6 (BOx)

L8) 1ox=x

Prikladmi linedrnych priestorov nad R su priestory funkcii f: A — R s obvyklymi operdciami s¢itania
funkcii a nasobenia funkcie redlnym ¢islom. Rovnako aj mnozina vSetkych funkciii f: A — K je linedrny
priestor nad polom K. Specidlne, ak A = {1,2,...,n}, tento priestor oznacujeme K" a je to linearny priestor
usporiadanych n-tic prvkov z pola K.

Uloha. Vypoéitajte (1,0,1,1) @ (1,1,0,1) v lineArnom priestore K*, kde
a K=R, b K=25 cK=2Z.

Definicia. Nech (L,+,-) je linedrny priestor nad polom K. Podmnozina M C L sa nazjva podpriestor
linedrneho priestoru (L, +,-), ak je (M, +, ) tiez linedrnym priestorom.

Veta. Podmnozina M C L je podpriestor linearneho priestoru (L,+,-) vtedy a len vtedy, ak
(1) z,yeM = z+yeM
(2) zeM,ae Kk = a-z€ M.

Priklady. Ukézte, ze

M = {(x1,22,23) € K®: 1 — x5 + 23 = 0} je podpriestor linedrneho priestoru K?3.

M ={(1,1,,2): z € Zo} = {(1,1,,0),(1,1,,1)} nie je podpriestor Z3.

M = {(0,z,y): z,y € Z>} je podpriestor Z3.

Priestor vSetkych polynémov nad R najviac tretieho stupiia je podpriestor LP vsetkych funkcii R — R.
Priestor vSetkych polynémov nad R tretieho stupna nie je podpriestor LP vSetkych funkcii R — R.
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Definicia. Nech (L,+,-) je LP nad polom K.

a. Ak x1,20,..., 2, € L; a1,09,...,a, € K, tak sa
r = a1x] + asry + -+ + apx, € L nazyva linedrna kombindcia vektorov xy,xo,...,x, s koeficientami
a1,02,...,0,.

b. Ak ) # M C L, tak sa mnozina vSetkych linedrnych kombinécii prvkov z mnoziny M nazyva linedrny
obal mnoziny M. Oznacujeme ho span M.
c. Konetna podmnozina vektorov {z1,xa,...,2,} C L sa nazyva linedrne nezdvisld, ak

a1x1 + oo+ -t apnr,=0 —= a1 =as=---=a, =0.

Mnozina M C L sa nazyva linedrne nezavisla, ak je kazda konefnd podmmnozina M; C M linearne
nezavisla. Mnozina M C L, ktora nie je linedrne nezavisla sa nazyva linearne zavisla.

d. B C L sa nazyva béaza linearneho priestoru L, ak
1) spanB =L, 2) B je linedrne nezavisla.

Lahko sa da ukéazat, ze plati:

Veta. PodmnoZina M C L je podpriestor linearneho priestoru (L,+,-) vtedy a len vtedy, ak JA C L také,
ze M = span A.

Priklad. Ukéazte, ze

1. VR3je & ={e; =(1,0,0),es = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} tzv. standardna baza.
2. V LP funkcii f: R — R je mnozina {sint, sin 2¢, sin 3¢, cos ¢} linedrne nezavisla.
3. {29 21, 22,...} je linedrne nezévisl4 mnozina.

3. {sin?t,cos?t,cos 2t} je linedrne zavisl4 mnozina.

Veta. Ak v linedrnom priestore existuje n-prokovd bdza, tak kaZdd (n + 1)-prvkovd mnoZina je linedrne
zdwvisld.

Désledok.

Ak v linedrnom priestore existuje jedna n-prvkova baza, tak kazdd jeho bdza je n-prvkovd mnoZina.

Definicia. Nech (L, +,-) je LP nad polom K. Ak existuje koneéna béza priestoru L, tak hovorime, ze L
je konec¢norozmerny priestor. Pocet prvkov bazy sa nazyva dimenzia linedrneho priestoru L a oznacuje sa
dim L.

Priklad. Uréte dim M pre podpriestor M = {(z1,22,23,74) € C*: 11 — 29 = 25 + 23 — 14 = 0}.

M je priestor rieseni homogénnej ststavy linearnych rovnic:

M={(b-a,b—a,a,b): a,b € C}={a(-1,-1,1,0) +b(1,1,0,1): a,b € C}=span{(—1,—1,1,0),(1,1,0,1)}
a(—-1,-1,1,0) + 6(1,1,0,1) = (b — a,b—a,a,b) = (0,0,0,0) = a=b=0

Teda B = {(-1,-1,1,0),(1,1,0,1)} je linedrne nezavisld mnozina a span B = M, t.j. je to baza priestoru
M. Pocet prvkov mnoziny B je 2, t.j. dim M = 2.

Veta. Nech B = {by,ba,...,b,} je usporiadand bdza linedrneho priestoru L nad polom K. Potom sa kaZdé
x € L dd jedingm spésobom vyjadrit ako linedrna kombindcia

x =x1by + by + - +2,b,, x1,20,...,2, €K

Dokaz. Ak by sa dalo x dvoma spdsobmi:
x =x1b1 +29bo + -+ xpby = x = y1b1 +yo2bo + -+ +y,by
tak by platilo
x—x = (z1b1+x2bo+- - -+x,by) = (y1b1+y2bo+- - - +ynby) = (x1—y1)b1+(22—y2)bo+- - -+ (2, —Yn)bp, =0

7Z linearnej nezavislosti B potom vyplyva:

(T1—y1)=(r2—y2) == (Tn—Yn) =0 = T1=Y1, T2 =Y2, - T = Yn -
Definicia. Nech B = {by,bs,...,b,} je usporiadand baza linedrneho priestoru L nad polom K a x € L.
Potom sa usporiadana n-tica [x]z = (1,22, ...,2,) € K™¥!, pre ktort plati x = z;b; +xobs+---+2,b,,

nazyva n-tica siradnic vektora x vyhladom na bazu B.
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Priklad. V R? je dand baza B = {by,bs,bs}; by = (1,1,0), by = (1,—1,1), b3 = (0,1,1) ax = (2,1, -1).
Vypoditajte [x]z.

Maéame teda ur¢it éisla x1, xo, 23 tak, aby x = x1by + x2bs + x3b3. PrepiSeme to na ststavu rovnic:

1 1 0 1+ 22 2
X1 1 —+ X9 -1 +I‘3 1 = Xr1 7I2+I3 = 1
0 1 1 To + I3 -1

Tuato ststavu riesime Gpravou jej rozsirenej matice na redukovand stupnioviti maticu pomocou ERO.

1 1 02 10 0]2 2
1 -1 1|1 |~-~f010]0 ]| =Ks=][o0
0 1 1]|-1 00 1|-1 -1

Stlpce matice ststavy tvoria prvky bazy B, rosirena je o stipec vektora x, ktorého stradnice poéitame. Po
tprave dostaneme jednotkovii maticu roz sireni1 o stipec stradnic [x]z.

Veta. Nech (L,+,-) je linedrny priestor nad polom K a B = {by,bs,...,b,} je jeho usporiadand bdza.
Zobrazenie ¢ L — K™ ' p(x) = [x|g md vlastnosti.

(1) x,yelL = [x+yls =[xz +[yls-

(2) xeLace K = [ox|g = a[x|s.

(B) Xp=lyls <= x=y.

Prvé dve vlastnosti vyjadruja, Ze ¢ je linedrne zobrazenie. Tretia hovori, Ze je to bijektivne zobrazenie.



