Linearna algebra
doc. Michal Zajac

1 PoLia Q, R, C, Z,

Definicia. Polom K nazyvame neprazdnu mnozinu, ktora obsahuje dva (osobitné) prvky 0,1 € K, ak su
na K definované operacie
+: K x K — K (s¢itanie),
- K x K — K (nésobenie),
pre ktoré plati: Va,b,c € K
K1 a+ b= b+ a (komutativnost s¢itania)
K2 (a+0b)+c= (a+b) + c (asociativnost séitania)
K3 a+ 0= a (0 je neutrélny prvok vzhladom na séitanie)
K4 Vae K3de K: a+b=0 (b = —a, opatny prvok vzhladom na séitanie)
K5 a-b=b-a (komutativnost nasobenia)
K6 (a-b)-c=a-(b-c) (asociativnost ndsobenia)
K7 a-(b+c¢)=a-b+ a-c (distributivnost)

K81-a=a
K9 Va#0IeK:a-b=1 (b= a"! je inverzny prvok k prvku a)
K10 0#£1

Lahko sa dé overit, Ze mnozina vSetkych racionalnych ¢isel @ aj ,mnozina vSetkych realnych ¢isel R tvori
spolu s obvyklym s¢itanim a nasobenim pole.

Uloha. Ukéite, ze polom K = {a+ bv/2: a,b € Q} (s obvyklymi +, -) je pole.

K je pole skonstruované tak, ze k polu @ pridame este &slo v/2 a vSetky vysledky nasobeni a séitani
racionalnych éisel a /2. Cislo v/2 je rieSenie rovnice 22 — 2 = 0. Inymi slovami rozsirime pole vsetkych
racionalnych ¢&isel na pole v ktorom mé polyném x? — 2 koreii.

2 VLASTNOSTI KOMPLEXNYCH CISEL

Zopakujeme stru¢ne vlastnosti komplexnych ¢isel. Mnozinu v8etkych redlnych ¢isel budem oznacovat R,
imagindrnu jednotku i (i je fieSenie rovnice #2 + 1 = 0, t.j. plati i2 = —1). Potom mnozinu vSetkych kom-
plexnych ¢isel skonstruujeme tak, ze k readlnym cislam priddme vSetky vysledky nasobeni a s¢itani realnych
Cisel a cisla 4:

C={z+iy: z,y € R}. x=Rez jereilna ay = Imz imagindrna cast ¢isla z = z + iy.

Aritmetické operédcie v C (Z = x — iy sa nazyva ¢islo komplexne zdruzené k z = = + iy):

scitanie: (X1 +iy1) + (w2 +iy2) = (x1 +22) +i(y1 + y2) ,

ndsobenie: (21 +iy1) (22 + iy2) = (x122 — Y1y2) + i(xT1Y2 + Y122)
. 141 1+ 1y x2 — % 172 + Y12 — T )
delenie: : .yl = .yl 2 .y2 = § y;m + 2 3 ;y2 , (w2 +iy2 #0)
Ty +iYy2 Tz F Y2 T2 — Y2 Ty + Y3 3t Y3
Pripomenme, ze komplexné ¢isla znazornujeme v Gaussovej rovine:
Im
Yy - z =z +iy = |z]e’®
(;> |z| = ,\/xz +y? sa na?yva absolitna hodnota/a orvi,en—
tovany uhol « sa nazyva argument komplexného ¢isla
o Re . . .. ,
z = x + iy (argument ¢éisla ¢ = 0 nie je definovany).
-y Z=gx—iy = |z|le”@ e’ = cosa + 1sino

Zakladné vlastnosti komplexnych ¢isel zhrnieme v nasledujicich tvrdeniach:
Moivreova veta:
Pre vietky 71,72 > 0, a1,az € R plati: 71 - 7pe'®2 = rirye’(®1722) (absolitne hodnoty sa nasobia;
argumenty séitaji).
vlastnosti absoliitnej hodnoty Pre Vz1, z5 € C plati:
(1) |#1 + 22| < |z1] + |22| (trojubolnikovd nerovnost),
(2) |z122] = |21 |22
vlastnosti komplexne zdruzenych éisel Pre Vz, z1, 29 € C plati:
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6) Rez=2(2+%),Imz=£(2—%) = £(z - 2)

Zopakujeme este, ako sa riesi binomickd rovnica: z" =c¢,n € N,ce C, ¢ #0:
Pravi stranu napiSeme v goniometrickom tvare ¢ = |c|e’® a pouzijeme Moivreovu vetu:

M= |c|ei°‘

2" =|cle

= Y GHEE) k=012, n—1

i(a+2km)

Ulohy.
1. Dokéazte vlaastnosti (1)—(6)
2. Rieste binomické rovnice:
(a) 24 =—4, (b) 26=-8, (c)z*=-2+2V3.
Korene vyjadrite v algebraickom aj goniometrickom tvare a znazornite.
3. dislo ¢ vyjadrite v algebraickom a v goniometrickom tvare

1 - 4~ 2007
(a) c = i*%+™ ke Z,m=0,1,2,3. (b)c=(1+l,) ,
— 1

PoLia Z,

Najprv pripomeniem (z predmetu Diskreetna matematika), Ze celé ¢isla maji nasledujicu vlastnost (de-
lenie so zvyskom):

Ak ne Z, me N, tak a € Z, r € {0,1,...,m — 1}, pre ktoré n = am + r. Teda celé ¢&isla sa daji
rozdelit na m podmnozin, podla toho aky je zvySok po deleni ¢islom m (zvyskové triedy).

Definicia. Hovorime, Ze ¢isla a,b € Z st kongruentné modulo m (a = b (mod m)), ak dostaneme po ich

deleni ¢islom m rovnaky zvysok, t.j

a=0b (modm), ak je m delitelom ¢isla a — b (oznacdenie: m|(a — b)) .

leohy.
1. Zistite, & plati 14 = 131 (mod 3)
2. Néjdite a € {0,1,2,3,4), pre ktoré 28 = a (mod 5)
3. Néjdite a € {0,1,2,3,4,5), pre ktoré 2a = 1 (mod 6).

Relacia k1 = ko (mod m) m4 nasledujtice vlastnosti:

1. reflexivnost: k = k (mod m), Vk € Z,
2. symetria: k1 = k2 (mod m) <= ke =k; (mod m)
") >, kl = kQ (mod m) o
3. tranzitivnost: ks = ky (mod m) = k1 = k3 (mod m),
4. Pre véetky kq, k2;£1,€2 IS4
klEkQ (HlOd m) — k1—|—l€2561 —|—€2 (mod m),
{1 = {5 (mod m) k1ko = €145 (mod m).
Tieto vlastnosti sa daja Tahko dokazaft, tu ukdZem len posledni:
k101 — kolo = k1l1 — koly + kol1 — kals
= (kl — kz)fl + kz(fl — fg)
k1l1 — kol k11 = kot d m).
k1 = ks (mod m) = mlkily 2ty = Kit1 2lz  (mod m)
él = 62 (mod m)
Tieto vlastnosti teraz pouzijeme na definovanie operacii séitania a nadsobenia v mn. Z,, = {0,1,2,...,n—1}:
Va,be Z,, a®b=c < ce€Z,Na+b=c (modn), a@b=d < deZ,Nab=d (mod n).

Uloha. Dokazte, ze pre kazdé n € N operacie @, ® spliiaji axiémy 1-8 z definicie pola.

Veta. Z, vtedy a len vtedy ked je n prvoéislo.



3. VLASTNOSTI POLYNOMOV S KOMPLEXNYMI KOEFICIENTAMI A S KOEFICIENTAMI V POLI Zp

V M1 sme polynémom nazyvali funkciu f: C — C tvaru f(z) = cp2z™ + cp_12" 1+ -+ + c12 + co,
kde cg,c1,...,Cn, ¢n # 0 st dané komplexné ¢isla (koeficienty polynému f). Potom sme (napr. na rozklad
raciondlnej funkcie na parcidlne zlomky) pouzivali fakt, Ze koeficienty s uréené jednoznac¢ne. To nie je pravda
pre polynémy s koeficientami v poliach Z,.

Priklad. Vztahy f(z) = 22 + 2 + 1 a g(z) = 2% + 2% + 1 uréuja ta istd funkciu h: Zo — Zo, t.j. h(0) =
f(0)=g(0) =1, h(1) = f(1) = g(1) =1

Takze definovat polyném nad polom K (t.j. s koeficientami z K) pomocou funkcie K — K nie je mozné.
Preto zavedieme polyném ako formalny vyraz

f@)=cot+cx+...cha™,co,c1,...,¢n €K,

pri¢om nasobenie, s¢itanie, od¢itanie aj delenie je definované formalne rovnako ako pre polynémy s komplex-
nymi koeficientami. Ak n # 0, tak hovorime, ze f mé stuper n Mnozinu vSetkych polynémov nad polom K,
budeme oznacovat P(K). (P(K);+,-) ma vSetky vlastnosti pola okrem K9 (existencia inverzného prvku),
pri¢om jednotkovy prvok je polyném e(x) = 1, nulovy prvok polyném, ktory mé vSetky koeficienty nulové.

Kazdy polyném z P(K) ur¢uje funkciu K — K (ale rozne polynémy moézu uréovat ti istt funkciu). Preto
budeme rovnako ako pre f € P(C) oznacovat f(k) hodnotu polynému f v bode k € K, koreri polynému je
k € K, pre ktoré f(k) = 0.

Pole komplexnych ¢isel je algebraicky uzavreté, t.j. plati v iom

Veta (Zakladna veta algebry). KaZdy polyndm s kompleznymi koeficientami stupria aspori 1 md koreri c € C.
Veta. Ak f(z) je polyndm nad C a je dané c € C, tak zvysok po deleni f(z) : (z—c) je ¢islo f(c); Specidlne,
ak ¢ je koren polyndmu f, tak sa dd delit f(z): (z — ¢) bezo zvysku.
Dékaz. Delenim dostaneme podiel g(z) a zvySok je polyném r(z), str <st(z — ¢) = 1. Teda r(z) = r je
konstanta a f(z) = (z —¢)(g(z) +r = f(c)=(c—c)g(c)+r=r.

Vypocet koeficientov polynému g (podielu) a hodnoty zvysku, t.j. f(c¢) sa d4 urobit pomocou Hornerovj
schémy.
Z predchédzajucej vety vyplyva pre polynémy nad C' (aj nad kazdym algebraicky uzavretym polom)

Kanonicky rozklad. Kazdy polyndém stupria n nad C sa dd napisat v tvare
Un2™ 4y 12" arz +ag = an(z — cl)kl(z - CQ)k2 oz = cm)km , kde ki + ko + ... kyp=n,

éisla c1, ¢, ..., cm st korene polyndmu f. Cislo k; je ndsobnost koreria c; (57 =1,2,...,m).

Definicia.
1. Nech K je pole am > 0 je celé ¢éislo. Prvok ¢ € K je koreii ndsobnosti m polynému f € P(K), ak existuje
polyném g € P(K), pre ktory
f(x) =g(x)(x—c)™, g(c) #0.

2. Polyném f € P(K) sa nazyva ireducibilng, ak sa nedd vyjadrit ako stéin f(z) = fi(z)f2(z) polynémov
stupna > 1.

f1 € P(K) je delitefom f € P(K) (oznacenie f1|f), ak existuje fo € P(K) také, ze f(x) = f1(z)f2(x).

4. Polyném g € P(K) je m-nasobny ireducibilny delitel polynému f € P(K), ak

w

g"|f, g je ireducibilny a g™ nie je delitelom polynému g .

Ulohy.
2.1a. Napiste zvysok po deleni (210 — 25 + 1) : (z +14)
2.1b. Napfiste rozklad nad C polynémov fi(z) = 26+1, fa(2) = 261, f3(2) = 22+ 2+1, fa(z) = 222+22+1.

Popiseme algoritmus na urcenie najvacésieho spoloéného delitela dvoch polynémov f1, fo (ged(f1, f2)). Je
zalozeny na nasledujicom jednoduchom tvrdent:
Ak f,g,p,r st polynémy a plati f(z) = g(z)p(z) + r(2), tak ged(f, g) = ged(g, 7). Stadi si uvedomit, ze

; } = [(2) = d(2)g1(2)p(2) + d(2)r1(2) = d(2)[91(2)p(2) + 11(2)],

teda kazdy spolo¢ny delitel d polynémov g, je delitelom vSetkych troch polynémov f,g,r. Podobne, ak d
je delitelom f aj g, tak je aj delitelom polynému r(z) = f(2) — g(2)p(2)-



Euklidov Algoritmus.
Vstupom je dvojica nekonstnatnych polynémov fi(z), f2(2); modzeme predpokladat, ze st f1 > st fo.
Delenim f1(z) : f2(2z) dostaneme podiel p(z) a zvysok f5(z)
f1(2) = p1(2) f2(2) + f3(2), st f3 < st fa. Ak f3(z) = 0, tak ged(f1, f2) = f2 a skonéime. V opa¢nom pripade
ged(f1, f2) = ged(f2, f3) a opakujeme to isté s novymi dvojicami polynémov [(fz, f3); (fs, fa); --- |
Pretoze st fi > st fo > st f3..., po k < n = st fy krokoch dostaneme nulovy polyném fi42 = 0, fr+1 # 0.
Posledny nenulovy zvysok je fr+1 = ged(f1, f2).
Nasledujtice tvrdenie sa d4 jednoducho dokdzat pomocou Euklidovho algoritmu. Vyuzijeme ho neskorsie
pri jednej zo zédkladnych tloh linedrnej algebry — konstrukcii Jordanovho tvaru matice.
Veta. Nech f(z),g(z) si polyndmy, potom ezistuji polyndmy a(z),b(z) také, Ze
ged(f,g) = a(2)f(z) + b(2)g(2).
Polia a vektorové (linearne) priestory.
Prikladom nekoneénych poli je pole vSetkych raciondlnych ¢isel @, redlnych ¢isel R, komplexnych ¢isel C.
Mnozinu Z,, = {0,1,...,n — 1} vSetkych zvy$kov po deleni prirodzeného ¢isla ¢islom n spolu s opraciami
©,0:a®b=c <= n|lc—(a+b)];a®b=c <= nlc— (a-b) splia vlastnosti 1-8 a 10. Ku kazdému
nenulovému prvku vSak nemusi existovat inverzny. Je zndme, Ze Z,, je pole prave vtedy, ked je n prvoéislo.
Pripomerime eSte oznacenie: Ak a,b st prirodzené ¢isla, ktoré po deleni ¢islom n davaju rovnaky zvySok
(teda nla —b), tak piSeme a = b mod n. Z,, mdzeme stotoznit s rozkladom mnoziny Z vSetkych celych é&isel
na zvyskové triedy:

O={n-k:keZ}, I]={n-k+1:kecZ}, ..., [n=1={n-k+(n-1):keZ}
n—1
Z = U[k], pri¢om zrejme a,b € [k] = a=b mod n
k=0

Tento rozklad sa oznacuje Z/(n). Podobné konstrukcia sa pouziva na rozsirovanie poli.

Definicia. Pole K sa nazyva algebraicky uzavreté ak mé kazdy polyném f € P(K) stupiia apon 1 koreni v
poli K.

Napriklad pole komplexnych ¢isel je algebraicky uzavreté rozsirenie pola realnych ¢isel: 2 + 1 je v poli
R ireducibilny (nemé koretl). Ozna¢ime P(R) mnozinu v8etkych polynémov s redlnymi koeficientami. Pole
komplexnych ¢isel mézeme potom stotoznit s mnozinou tried rozkladu P(R) podla ekvivalencie

f(z)=g(z) mod (2* +1) <= 2 + 1 je delitelom f(x) — g(x) t.j. C = P(R)/(z* +1)
22+1=0 mod (22 +1) = 2% = —1 mod (22 + 1). Ked ozna¢ime triedu [z] = i dostaneme [z]? = —1.
Komplexné ¢isla sa teda daji stotoznif s mnozinou zvyskov po deleni polynémov s redlnymi koeficientami
polynémom 2 + 1, teda s mnozinou P;(R) vietkych redlnych polynémov najviac prvého stupiia.
Priklad. Polyném f(z) = 2? + x + 1 je ireducibilny polyném nad Z,. Popiste pole P(Z3)/(z? + z + 1)
Prvky tohoto pola mozeme stotoznif so zvySkami po deleni polynémom f(z), t.j. s
Pi(Z3) = {eo,e1,ea,e3}:  eo(x) =0, e1(z) =1, ea(x) =z, es(z) =z +1
Pre toto pole napiSte tabulku nasobenia a s¢itania.

Viacnasobné ireducibilné delitele polynému.

Euklidov algoritmus sa d4 pouzif na zistenie, ¢i ma dany polyném nad polom K viac ako jednonésobny
ireducibilny delitel:

Najprv definujeme ,algebraicki’” derivaciu polynému:

(Cnz™ +cp12™ 4 ezt ) =nc, " 4 (n— ey 12"+ e
Lahko sa da ukazaf, Ze plati pre Vf,g € P(k), m e N

[f(@)g(@)] = f'(2)g(x) + f(@)g'(x), [f(@)™] =ml[f(2)]" " f ().

Veta. Polyndm f(x) md aspori dvojndsobny ireducibilng delitel vtedy a len vtedy, ak ged(f, f') je polyndm
stupna aspon jeden.
Dékaz. Predpokladajme, Ze g(x) je aspoinl dvojndsobny ireducibilny delitel polynému f, t.j. existuje polyném
h(z), pre ktory a f(z) = [g(z)]*h(z). Potom f'(z) = 2[g(x)lg'(z)h(x) + [9(x)]*h'(z) = g()[2¢'(2)h(z) +
g(x)h (x)], takze g| ged(f, f').

Ak g(x) je ireducibilny delitel polynému f, t.j. f = gh, tak f' = g’h + gh'. Ak je g aj delitelom f’, tak
gl(¢g'h). PretoZe g je ireducibilny a deli saéin g|(¢'h) vieme, Ze je bud delitefom polynému ¢’ alebo h. Prva
moznost nenastane, lebo stupeii ¢’ je mensi ako stupeti polynému g. Teda g|lh = ¢?|f.

Podobne sa d4 dokézat



Veta. Nech K je pole a k > 1 je prirodzené dislo. Polynom f(x) € P(K) je delitelny k-tou mocninou
ireducibilného polynomu g(x) vtedy a len vtedy ked g*~*|ged(f, f).

[’J'lohy.
2.1 Napiste kanonicky rozklad nad C polynému f(z) =
(@) 26 +1,(b) 25 =1, (c) 22+ 2+ 1, (d) 22 — 222 + 22— 1, (e) 2® + 84, (f) 2% — 8i
2.2 f1, fa € P(C). Napiste gcd(f1 (2), fg(z)) v tvare ay(2)f1) + a2(z) f2(2)
a néjdite (najmens{ spol. ndsobok) lem(f1(z), f2(z)) pre
(a) fi(z) =23 —224+2, folz) =24+ 23+ 22 — 1;
(b) fi(z) =22+ 23+ 22 =2, fa(z) = 23 + 222 + 32 + 2;
(€) filz) =22+ (1 —0)22 + (=2 —=20)22 + (2i — D)z +1i, fo(z) =23+ (2 —i)2% + (2 — 2i)z — 2i;
(d) filz) =22+ 22 +222+ 1, folz) =23 — 222 + 2 — 2.
2.4 Zistite, ¢i mé dany polyném f € P(C) koren ndsobnosti va¢sej ako 1.
(a) f(z) =423 —822 - 112 -3, (b) f(2)=2%—-222+32-3, c¢) f(z) =2*—2iz3 - 2iz — 1.
2.5 Pre kazdy polyndém z cvicenia 2.4 napiSte polyném, ktory ma tie isté korene, ale vietky si nasobnosti 1.
2.6 Dokazte tvrdenia o derivacii stictu a suéinu polynémov nad polom K:
[f (@) + g(z) = f'(x) + ¢'(@)], [f (@)g(2)] = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)
Pozor! Nemozete pouzit vety o limitach.
2.7. Zistite, ¢i sa v (kanonickom) rozklade polynému f(x) nad polom K nachddza aspoii druhd mocnica
ireducibilného polynému.
a) f(x)=a® +at+ 2>+ 22 +2+1, K = Zs,
b) fz)=aS+at +2>+22+2+1, K=2;, c) flz)=2>+a?+222+2, K = Zs.

Linearne priestory.

Definicia. Trojica (L, ®,®) sa nazyva linedrny (vektorovy) priestor nad polom (K, +,-), ak
L je neprazdna mnozina (vektorov) a @: L X L — L; ®: K x L — L s operécie také, ze plati:
preVz,y,z€ LapreVa,8 € K

(L1) 2 @y =y P« (komutativny zdkon pre s¢itanie)

) (z@y)®z=2® (yP 2) (asociativny zdkon pre séitanie)

) 30 € L: x 0 = z (existuje neutralny prvok pre scitanie)

) Ve e L Jy € L taky, ze x ®y =0 (I y = —x opaény prvok k x)

) a0 @@ay)=(ao0r)®(@oy)

) (a+B)oz=(a0r)d(BOY)

) (@B) 0z =a(B00)

Prikladmi linedrnych priestorov nad R su priestory funkcii f: A — R s obvyklymi operaciami séitania
funkcii a nésobenia funkcie redlnym ¢éislom. Rovnako aj mnozina vsetkych funkciii f: A — K je lione8rny
priestor nad polom K. Specidlne, ak A = {1,2,...,n}, tento priestor ozna¢ujeme K" a je to linerny priestor
n-tic prvkov z pola K.

Uloha. Vypoéitajte (1,0,1,1) @ (1,1,0,1) v lineArnom priestore K™, kde
a. K=R, b K=2,  cK=27Z.

Definicia. Nech (L,+,-) je linedrny priestor nad polom K. Podmnozina M C L sa nazyva podpriestor
linedrneho priestoru (L, +, -), ak je (M, +, ) tiez linedrnym priestorom.

Veta. PodmnoZina M C L je podpriestor linedrneho priestoru (L,+,-) vtedy a len vtedy, ak
(1) z,ye M = z+yeM
2)zeM,ac Kk = a-xz€ M.

Priklady. Ukézte, ze

1. M = {(x1,72,23) € K3: 1 — 13 + 23 = 0} je podpriestor linedrneho priestoru K?3.

2. M ={(1,1,,2): x € Zo} = {(1,1,,0),(1,1,,1)} nie je podpriestor Z3.

3. M ={(0,z,y): x,y € Z>} je podpriestor Z3.

4. Priestor vsetkych polynémov nad R najviac tretieho stupia je podpriestor LP vsetkych funkcii R — R.
5. Priestor vSetkych polynémov nad R tretieho stupiia nie je podpriestor LP vSetkych funkcii R — R.

Definicia. Nech (L, +,-) je LP nad polom K.

a. Ak x1,22,...,2, € L; a1, Q2,...,a, € K, tak sa
T = X1 + aaxy + -+ + anT, € L nazyva linedrna kombindcia vektorov x1,xs,...,x, s koeficientami
a1, 02,...,0n.

b. Ak ) # M C L, tak sa mnozina vSetkych linedrnych kombindcii prvkov z mnoziny M nazyva linedrny
obal mnoZiny M. Oznacujeme ho span M.
c. Koneéna podmnozina vektorov {z1,xa, ..., 2, } C L sa nazyva linedrne nezdvisld, ak

a1x1 + o+ -t apr, =0 —= a1 =ay=---=a, =0.



Mnozina M C L sa nazyva linedrne nezavisla, ak je kazda konecnd podmnozina M; C M linearne
nezévisld. Mnozina M C L, ktora nie je linedrne nezavisla sa nazyva linedrne zavisla.

d. B C L sa nazyva baza linedrneho priestoru L, ak
1) span B = L, 2) B je linearne nezavisla.

Lahko sa da ukézat, ze plati:

Veta. Podmnozina M C L je podpriestor linedrneho priestoru (L,+,-) vtedy a len vtedy, ak A C L také,
Ze M = span A.

Priklad. Ukazte, ze

1. VR3je &= {e; =(1,0,0),ex = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} tzv. standardnd baza.
2. V LP funkcii f: R — R je mnozina {sint,sin 2¢,sin 3t, cost} linedrne nezavisla.
3. {z% 2%, 22,...} je linedrne nezavisl4 mnozina.

3. {sin®t, cos?t,cos 2t} je linedrne zavisl4 mnozina.

Veta. Ak v linedrnom priestore existuje n-prvkovd bdza, tak kazda (n + 1)-prvkovd mnoZina je linedrne
zavisld.

Daosledok.

Ak v linedrnom priestore existuje jedna n-prvkovd baza, tak aj kaZdd jeho bdza je n-prvkovd mnoZina.

Definicia. Nech (L,+,-) je LP nad polom K. Ak existuje kone¢nd béza priestoru L, tak hovorime, ze L
je konec¢norozmerny priestor. Pocet prvkov bazy sa nazyva dimenzia linearneho priestoru L a oznacuje sa
dim L.

Priklad. Uréte dim M pre podpriestor M = {(x1, 22,23, 74) € C*: 21 — 29 = 29 + 13 — 14 = 0}.
M je priestor rieSeni homogénnej stistavy linedrnych rovnic, mézeme vyjadrit:
M={(b-a,b—a,a,b): a,be C}={a(-1,-1,1,0) + b(1,1,0,1): a,b € C}=span{(-1,-1,1,0),(1,1,0,1)}
a(-1,-1,1,0) +5(1,1,0,1) = (b — a,b — a,a,b) = (0,0,0,0) = a=b=0

Teda B = {(—1,-1,1,0),(1,1,0,1)} je linedrne nezavisld mnozina a span B = M, t.j. je to béza priestoru
M. Pocet prvkov mnoziny B je 2, t.j. dim M = 2.

Veta. Nech B = {by,bs,...,b,} je usporiadand bdza linedrneho priestoru L nad polom K. Potom sa kaZdé
x € L dd jedingm sposobom vyjadrit ako linedrna kombindcia

x:x1b1+x2b2—|—-~-—|—xnbn, T1,%2,...,Ln € K

Doékaz. Ak by sa dalo x dvoma sposobmi:
x =x1by + z2bs + - + z,b, =x =y1b1 +y2bos + - + y, by,
tak by platilo
x—x = (r1b1+x2bo+- - -+2,by) = (y1b1+y2bo+- - -+ynby) = (21 —y1)b1+(22—y2)bo+- - -+ (2, —Yn)bp, = 0

7 linearnej nezavislosti B potom vyplyva:

(T1—y)=(@2—y2) == (@n—yYn) =0 = T1=Y1, T2 =Y2, - T = Yn .
Definicia. Nech B = {b;,bs,...,b,} je usporiadand baza linedrneho priestoru L nad polom K a x € L.
Potom sa usporiadand n-tica [x]g = (z1, 22, ...,2,) " € K™ pre ktorti plati x = z1b; +2oba+---+2,b,,

nazyva n-tica siradnic vektora x vyhladom na bazu B.

Priklad. V R3 je dand baza B = {bl,bz,bg}; b1 = (]., 1,0), b2 = (1, —1, ].), b3 = (0, 1, ].) a X = (2, 1, —1)
Vypoditajte [x]5.

Mame teda uréit éisla x1, 9, x3 tak, aby x = x1by + z2bs + x3b3. PrepiSeme to na sistavu rovnic:

1 1 0 Ty + T2 2
x| 1) +a| -1 ]| +23| 1| =|21—22+23 | = 1
0 1 1 To + X3 -1

Tito ststavu rieSime tpravou jej rozsirenej matice na redukovani stupnovitih maticu pomocou ERO.

1 1 0]2 10 0]2 2
1 =1 1|1 |~~n|0 100 = [xlz=/[ 0
0 1 1|-1 00 1]-1 -1

Stlpce matice ststavy tvoria prvky bazy B, rosirena je o stipec vektora x, ktorého stradnice poéitame. Po
tiprave dostaneme jednotkovii maticu roz $irent o stipec stradnic [x]5.



Veta. Nech (L,+,-) je linedrny priestor nad polom K a B = {by,ba,... ,b,} je jeho usporiadand bdza.
Zobrazenie ¢ L — K™ p(x) = [x|g md viastnosti.

(1) x,ye L = [x+yls =[x +[yls.

(2) xeLae K = [ax|p = a[x]5.

@) Xls=[s <= x=y.

Prvé dve vlastnosti vyjadruju, ze ¢ je linedrne zobrazenie. Tretia hovori, Ze je to bijektivne zobrazenie.

LINEARNE OPERATORY

Definicia. Nech (L,+,-) a (M,®,®) su linedrne priestory nad polom K. Zobrazenie TL — M sa nazyva
linedrny operator (linedrna transformécia), ak pre Vx,y € L, Va € K plati

(LO1) T(x+y) = (Tx) ® (Ty),

(LO2) T(a-x) =a® (Tx).

Bijektivny linedrny operator sa nazyva izomorfizmus.

Priklady linearnych operatorov.

Tx = 0 (nulovy operator),

Tx = x (pre L = M identicky operator)

Ak B je usporiadané baza priestoru L, tak Tx = [x]5 je izomorfizmus L na K"*1.

T: R® — R% T(x1,72,73) = (1,72 + x3) je linearne

T(z1,2,23) = (22,0) nie je linearne, lebo nespliia LO1, napr. 7'2(1,0,0) = (4,0) # 27(1,0,0) = (2,0).

= W=

Veta. Ak T: L — M je linedrny operdtor, tak
1) TOL, =0y,
2) PreV x1,Xa2,...,Xp; 1,02,...,0, € K
T(a1x1 + aoXxa + -+ + anXxy) = a1Tx1 + aTx2 + @, Txy,.

(2) = Linedrny operator T: L — M je jednoznad¢ne uréeny svojimi hodnotami v prvkoch bazy priestoru
L. Ak dim L < 0o aj dim M < oo, tak to umozni reprezentovaf linedrny operator pomocou matice.

Definicia. Nech T: L — M je linedrny operédtor. Mnozina KerT = {x € L: Tx = 0p;} C L sa nazyva
jadro linedrneho operatora T
Obor hodnét linedrneho operatora sa ozna¢uje RanT = {Tx: x € L} C M.

Veta. NechT : L — M je linedrny operdtor. Potom plati:
a) KerT je podpriestor priestoru L.
Ran T je podpriestor priestoru M.
Ak B je bdza priestoru L, tak RanT = span{Tb: b € B}, preto dimRanT < dim L.
T je injektivny linedrny operdtor vtedy a len vtedy, ked Ker T = {0r}.
Ak dim L = dim M = n, tak T je injektivny vtedy a len vtedy ked je T surjektivny.
Ak dim L = n, tak dimKer T + dimRanT = n (,zdkladnd” veta linedrnej algebry)
Ak T je bijektivny linedrny operdtor, tak aj k nemu inverzné zobrazenie T~' je bijektivny linedrny
operdtor.
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Maticova reprezenticia linearneho operatora T: K™ — K".

Najskor zavedieme oznadenie: Ak A = (a;;)1<i<m € K™*™ je matica s m riadkami a n stlpcami a prvkami
1<5<n
a;; z pola K, tak
jej riadky budeme oznacovat A;., i = 1,2,...,m a stipce budeme oznadovat A.;, j = 1,2,...,n.

Definicia. Nech dim L = n, dim M = m, B = {by,bs,...,b,} je usporiadani baza linedrneho priestoru L
a D je usporiadand baza linedrneho priestoru M. Matica [T]gp = A € K™*" sa nazyva matica linedrneho
operatora T': L — M, ak A.; = [Thj]p.

Ak L = M a B je baza priestoru L, tak stru¢ne piSeme [T namiesto [T]zz.

Nésobenie matic a matca [T]zp st definované tak, aby platili nasledujice dve vety:

Veta. Nech B je usporiadand bdza linedrneho priestoru L a D je usporiadand bdza linedrneho priestoru M
aT: L — M je linedarny operdtor. Potom plati

[Tx]|p = [T|sp[x|8 VxeL.

Dokaz tejto (aj nasledujicej) vety tu vynechdm, ale odporac¢am ho urobit (priamym vypoctom) v pripade
dim L = 3, dim M = 2, teda B = {bl,bz,bg}, D = {dl,dz}.



Veta. Nech By, By, B3 st usporiadané bdzy linedrnych priestorov Ly, Lo a L3; Tv: Ly — Lo, To: Ly — L3
st linedrne operdtory a T>Ty znamend z nich zloZeny operator, ToTy: Ly — Ls. Potom plati

[T2T1]3133 = [T2]3233 [T1]31B2 )

t.7. ndasobenie matic zodpovedd skladaniu linedrnych operdatorov.

Priklad. Nech B = {bj,bs,b3}, D = {d;,d2,d3} st bazy linedrneho priestoru L, potom mé identicky
operator I: L — L, Ix = x matice:

Ak B a D st bazy konefnorozmerného linedrneho priestoru L, matica [I]gp sa nazyva matica prechodu od
bazy B k baze D. Suradnice [x|p vektora x vzhladom na bazu B sa nasobenim maticou [/]gp zmenia na
stradnice toho istého vektora vzhladom na bazu D. Ak D je standardné baza priestoru K<, tak stlpce
matice [I|gp s priamo vektory by, bs, ..., b,, ktoré tvoria bazu B.

Priklad. B = {by,bs,bs}, D = {d;,d>} Napiste maticu [T]gp, ak T: R® — R2?,

T(x1,x2,23) = (X2 + 23, T1 — T2 + 273)
b1=(1,0,—2), b2=(1,1,0), b3=(1,0,3), d1=(1,2), d2=(2,1).

Riesenie. Stlpce matice [T)gp st [Tbi]p, [Tba]p, [Tbs]p. Najprv teda vypocitame:
Thy = T(1,0,-2) = (=2, -3), Thy = T(1,1,0) = (1,0), Ths = T(1,0,3) = (3,7)
a hladame stradnice [Tby]p, [Tba]p, [Ths]p:

<12‘—213> (1 2‘-213) <1 2‘ -2 1 3>
211 -3 0 7)), o " \0 =31 2 1), N0 1] -1/3 2/3 -1/3), .

1 0| —4/3 —1/3 11/3 —4/3 -1/3 11/3
N(o 1‘—1?3 2/é —1//3>’ [T]BD:<—1§3 2/{3 —1//3)'



