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Teória

1. (a) Daná je funkcia f(z) = ln(iz+1). Urµcte jej de�niµcný obor a vypoµcí-
tajte f(

p
3). (2 body)

(b) Formulujte vetu o diferencovate
,
lnosti (derivácii) funkcie komplexnej

premennej v bode (Cauchyho-Riemannove rovnice). (3 body)

2. (a) De�nujte Taylorov rad funkcie komplexnej premennej. (2 body)

(b) Formulujte vetu o rozklade analytickej funkcie do Taylorovho radu.
(3 body)

3. (a) Charakterizujte typy izolovaných singulárnych bodov funkcie kom-
plexnej premennej. (3 body)

(b) Napí�te vetu o výpoµcte rezídua v póle m-tého rádu. (2 body)

4. (a) Napí�te vetu o analytickosti Laplaceovej transformácie. (3 body)

(b) Napí�te tvrdenie o L (eatf (t)) ; a 2 C pre Laplaceovu transformáciu.
(2 body)

Príklady

1. Vypoµcítajte analytickú funkciu f(z) = f(x+ iy) = u(x; y)+ iv(x; y) na C
ak je daná funkcia u (x; y) = ex (x cos y � y sin y) ; priµcom f (1) = e: (10
bodov)

2. (a) Vypoµcítajte
R
C
(x+y)
x2+y2 dx�

(x�y)
x2+y2 dy; kde C je µcas

,t kruµznice x2+y2 = a2

od bodu (0; a) po bod (a; 0) : (5 bodov)

(b) Rozloµzte funkciu f (z) = 1
z(1�z) do Laurentovho radu na medzikruµzí

P (0; 1;1) = fz 2 C : 1 < jzj <1g : (5 bodov)

3. Pouµzitím Cauchyho vety o rezíduách vypoµcítajteZ
C

�cos z
z3

+ z2e
z�1
z

�
dz;

kde C je kladne orientovaná kruµznica jzj = 1
2 : (10 bodov)
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4. Pouµzitím Laplaceovej transformácie rie�te zaµciatoµcnú úlohu

x00+x = f(t); x(0+) = 1; x0(0+) = 0 ak f(t) =
�
0 t =2 h0; 5i
2 t 2 h0; 5i : (10 bodov)
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Rie�enie skú�ky z M3op dµna 23.6.2009

Teória

1. (a) f(z) = ln(iz+1). D (f) : iz+1 = 0 =) z = i; D (f) = Cn fig 1 bod

f
�p
3
�
= ln(1 +

p
3i) = ln

��1 +p3i��+ i�3 = ln 2 + i�3 : 1 bod
(b) Funkcia f : A (� C) �! C; f (z) = u (x; y)+i v (x; y) ; (A je otvorená)

je diferencovate
,
lná v bode a = a 1 + ia 2 vtedy a len vtedy ak sú

funkcie u (x; y) a v (x; y) diferencovate
,
lné v bode a = (a 1; a 2) 1 bod

a platia podmienky : @u(a)
@x = @v(a)

@y ; @u(a)
@y = � @v(a)

@x ; 1 bod po-

tom f 0 (a) = @u(a)
@x + i @v(a)@x = @v(a)

@y � i @u(a)@y : 1 bod

2. (a) Nech funkcia komplexnej premennej f má v bode a 2 C derivácie
v�etkých rádov. Potom mocninový rad

f (a)+
f 0 (a)

1!
(z � a)+� � �+f

(n) (a)

n!
(z � a)n+� � � =

1X
n=0

f (n) (a)

n!
(z � a)n

nazývame Taylorovým radom funkcie f v bode a: 2 body

(b) Nech f je analytická funkcia v oblasti D: Nech a 2 D a K (a;R) �
D: 1 bod Potom existuje mocninový rad

P1
n=0 cn (z � a)

n taký,
µze f (z) =

P1
n=0 cn (z � a)

n
; pre kaµzdé z 2 K (a;R) ; 1 bod

priµcom cn =
1
2�i

R
C

f(�)

(��a)n+1 d�;kde C je jednoduchá, po µcastiach

hladká, uzavretá krivka, kladne orientovaná, ktorá leµzí v K (a; r) tak,
µze a 2 IntC: 1 bod

3. (a) Nech z = a 2 D je izolovaný singulárny bod funkcie f : D (� C) �!
C: Potom ak
a) existuje koneµcná limita limz�!a f (z) ; tento bod nazývame odstránite

,
lný

singulárny bod 1 bod

b) ak limz�!a f (z) = 1; potom bod z = a nazývame pól 1 bod
c) ak limz�!a f (z) neexistuje, bod z = a nazývame podstatne sin-
gulárny bod 1 bod

(b) Nech z = a je pól m-tého rádu funkcie f . 1 bod Potom res z=af (z) =
1

(m�1)! limz�!a
dm�1

dzm�1 [(z � a)m f (z)] : 1 bod

4. (a) Pre kaµzdý originál f (t) je zobrazenie F (p) =
R1
0
f (t) e�ptdt; v pol-

rovine Re p > �0; kde �0 je index rastu funkcie f (t) 1 bod ; analyt-
ickou funkciou 1 bod , priµcom F 0 (p) = �

R1
0
tf (t) e�ptdt; Re p >

�0 a limRe p�!1 F (p) = 0: 1 bod

(b) Nech f je originál s indexom rastu �0; a 2 C a L (f) = F: 0,5 bodu Potom
funkcia g : R �! C; g (t) = eatf (t)je originál s indexom rastu
�0 + Re a; 1 bod priµcom L [eatf (t)] = F (p � a); Re p > �0 +

Re a: 0,5 bodu
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Príklady

1. u (x; y) = ex (x cos y � y sin y) ;priµcom f (1) = e:
@u
@x =

@v
@y

@u
@y = �

@v
@x

1 bod ;
@u
@x = e

x (x cos y � y sin y + cos y)
@u
@y = e

x (�x sin y � sin y � y cos y) 2 body =)

ak je aspoµn jedna derivácia chybne vypoµcítaná,
,
dalej uµz body nepoµcítam.

=) @v
@y = e

x (x cos y � y sin y + cos y) =) v (x; y) =
R
ex (x cos y � y sin y + cos y) dy+

�(x) =)
=) v (x; y) = xex

R
cos ydy � ex

R
y sin ydy + ex

R
cos ydy +�(x)

=) v (x; y) = xex sin y � ex
�
�y cos y +

R
cos ydy

	
+ ex sin y +�(x)

=) v (x; y) = ex (x sin y + y cos y) + � (x) 3 body =)

=) @v
@x = e

x (x sin y + y cos y + sin y) + �0 (x) 1 bod =)
=) ex (�x sin y � sin y � y cos y) = �ex (x sin y + y cos y + sin y)��0 (x) =)
=) � (x) = C =) v (x; y) = ex (x sin y + y cos y) + C 1 bod =)
=) f (z) = f (x+ iy) = u (x; y) + iv (x; y) =

= ex (x cos y � y sin y) + i (ex (x sin y + y cos y) + C) 1 bod

f (1) = e =) f (1 + i0) = e (cos 0� 0 sin 0)+i (e (sin 0 + 0 cos 0) + C) =)
e = e+ iC =) C = 0 =)
=) f (x+ iy) = ex (x cos y � y sin y)+iex (x sin y + y cos y) = zez: 1 bod

2. (a) Vypoµcítajte
R
C
(x+y)
x2+y2 dx�

(x�y)
x2+y2 dy; kde C je µcas

,t kruµznice x2+y2 = a2

od bodu (0; a) po bod (a; 0) : (5 bodov)
Obrázok 1 bod

C� : c :


0; �2

�
�! R2 ; c (t) = (a cos t; a sin t) ; c0 (t) = (�a sin t; a cos t) : 1 bod

�
R
C�

(x+y)dx�(x�y)dy
x2+y2 = �

R �
2

0

�
a(cos t+sin t)

a2 cos2 t+a2 sin2 t
;� a(cos t�sin t)

a2 cos2 t+a2 sin2 t

�
(�a sin t; a cos t) dt 1 bod =

= �
R �

2

0

�
� cos t sin t� sin2 t� cos2 t+ sin t cos t

�
dt = �

R �
2

0

�
� sin2 t� cos2 t

�
dt =

=
R �

2

0
1dt = �

2 : 2 body

(b) f (z) = 1
z(1�z) do Laurentovho radu na medzikruµzí P (0; 1;1) =

fz 2 C : 1 < jzj <1g :
Obrázok. Oµcakávame: 1

z(1�z) =
P1

n=�1 cnz
n: 1 bod

1
z(1�z) =

1
z �

1
1�z = � 1

z2 �
1

1� 1
z

1 bod =

���� �� 1z �� < 11 < jzj

���� 1 bod =

1
z2

P1
n=0

�
1
z

�n
=
P1

n=0 z
�n�2 2 body

3.
R
C

�
cos z
z3 + z2 exp

�
z�1
z

��
dz; kde C : jzj = 1

2 ;�:
Obrázok 1 bod

I.S.B.: z = 0 2 IntC (pól 3. rádu) 1 bod , z = 0 2 IntC (p.s.b.). 1 bod
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R
C

�
cos z
z3 + z2 exp

�
z�1
z

��
dz = 2�i

�
resz=0

cos z
z3 + resz=0z

2 exp
�
z�1
z

�	
1 bod =

= 2�i
�
� 1
2 �

e
6

�
1 bod

resz=0
cos z
z3 = 1

(3�1)! limz!0
d2

dz2

�
z3 cos zz3

�
= 1

2 limz!0 (� cos z) = � 1
2
2 body

Oµcak.: z2e
z�1
z =

P1
n=�1 cnz

n

z2e
z�1
z = z2ee�

1
z = z2e

P1
n=0 (�1)

n z�n

n! =
P1

n=0 (�1)
n e
n!z

2�n =) c�1 =

(�1)3 e
3! = �

e
6
3 body

4. x00 + x = f(t); x(0+) = 1; x0(0+) = 0 ak f(t) =

�
0 t =2 h0; 5i
2 t 2 h0; 5i :

L [x (t)] = X (p) ; L [x00 (t)] = p2X ( p) � px (0+) � x0 (0+) = p2X (p) �
p; 1 bod

f (t) = 2 [� (t)��(t� 5)] ; 1 bod

L [f (t)] = 2
p�e

�5p 2
P ; 1 bod ; ak je chyba v tajto transformácii uµz

,
dal�ie

body nepoµcítam!�
p2 + 1

�
X (p)�p = 2

p�e
�5p 2

p =) X (p) = p
p2+1+

2
p(p2+1)�e

�5p 2
p(p2+1) ; 1 bod

2
p(p2+1) =

A
p +

Bp+C
p2+1 =) A

�
p2 + 1

�
+ p (Bp+ C) = 2

2
p(p2+1) =

2
p�2

p
p2+1 ; za kompletný rozklad na parciálne zlomky 3 body

X (p) = p
p2+1 +

2
p � 2

p
p2+1 � e

�5p
�
2
p � 2

p
p2+1

�
=

= 2
p �

p
p2+1 � e

�5p
�
2
p � 2

p
p2+1

�
1 bod =)

=) x (t) = � (t) (2� cos t)� � (t� 5) (2� 2 cos (t� 5)) : 2 body
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