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Tedéria

1. (a) Dan4 je funkcia f(z) = In(iz + 1). Urcte jej defini¢ny obor a vypoci-
tajte f(v/3). (2 body)
(b) Formulujte vetu o diferencovatelnosti (derivécii) funkcie komplexnej
premennej v bode (Cauchyho-Riemannove rovnice). (3 body)
2. (a) Definujte Taylorov rad funkcie komplexnej premennej. (2 body)
(b) Formulujte vetu o rozklade analytickej funkcie do Taylorovho radu.
(3 body)
3. (a) Charakterizujte typy izolovanych singuldrnych bodov funkcie kom-
plexnej premennej. (3 body)
(b) Napiste vetu o vypocte rezidua v péle m-tého radu. (2 body)

4. (a) Napiste vetu o analytickosti Laplaceovej transformécie. (3 body)

(b) Napiste tvrdenie o £ (e®* f (t)), a € C pre Laplaceovu transforméciu.
(2 body)

Priklady
1. Vypocitajte analytickd funkciu f(z) = f(z +dy) = u(x,y) + w(x,y) na C

ak je dand funkcia u (z,y) = €® (xcosy — ysiny), pricom f (1) = e. (10
bodov)

2. (a) Vypocitajte [, SIZ% dx— iﬁ;z% dy, kde C je ¢ast kruznice 22432 = a?

od bodu (0,a) po bod (a,0). (5 bodov)
(b) Rozlozte funkciu f (z) = 4171_2) do Laurentovho radu na medzikruzi
P(0,1,00) ={2€ C:1<|z| < c0}. (5 bodov)

3. Pouzitim Cauchyho vety o reziduach vypocitajte

cos z -1
/ ( 3 + 2% )dz,
C z

kde C je kladne orientovand kruznica |z| = £. (10 bodov)




4. Pouzitim Laplaceovej transformécie rieste zac¢iato¢nu ilohu

0 t¢(0,5)

2 te0,5) (10 bodov)

24z = f(t), x(0+) =1, 2'(0+) =0 ak f(t) = {



Riegenie skisky z M3op dina 23.6.2009
Teoria

L. (a) f(z) =In(iz+1). D(f) :iz+1=0= z =14, D(f) = C\{i}[ 1 bod |
f(V3) =In(1++v3i) =In |14 V3i| +i5 =In2+i%[ 1 bod |
(b) Funkcia f: A(C C) — C, f(2) = u(z,y)+iv(x,y), (A je otvorend)
je diferencovatelnd v bode a = a1 + iao vtedy a len vtedy ak su

funkcie u (z,y) a v (z,y) diferencovatelné vbodea = (a1,a2)

a platia podmienky : aqégca) = alé(ya), 3155;) = — ag(;), po-

tom f'(a) = 615(;) +1 agf‘) = 815}9(;) —1 ag(ya) '

2. (a) Nech funkcia komplexnej premennej f ma v bode a € C derivdcie
vietkych rddov. Potom mocninovy rad

a (z_a)+..._|_

(n) a o (n) a
fT!()(Z_a)”+...:ZfT!()(z—a)n

n=0

nazyvame Taylorovym radom funkcie f v bode a.| 2 body
(b) Nech f je analytickd funkcia v oblasti D. Nech a € D a K (a,R) C

D] 1 bod | Potom existuje mocninovy rad Y " ¢, (z —a)" taky,
ze f(z) =3 otn(z—a)", pre kazd¢ z € K (a,R),
pricom ¢, = ﬁ fc %d{,kde C je jednoduchd, po castiach
hladks, uzavreta krivka, kladne orientovand, ktord lezi v K (a,r) tak,
zea€l ntC.

3. (a) Nech z =a € D je izolovany singularny bod funkcie f : D (C C) —
C. Potom ak
a) existuje konecnd limita lim, ., f (z), tento bod nazyvame odstrénitelny
singuldrny bo
b) ak lim,_,, f () = oo, potom bod z = a nazyvame péd

¢) ak lim,__, f () neexistuje, bod z = a nazyvame podstatne sin-
guldrny bo
(b) Nech z = a je pél m-tého rédu funkcie f. Potom res ,—,f (2) =

b i 5 (2 — )" £ (2)] [Thod |

4. (a) Pre kazdy original f (t) je zobrazenie F (p) = [* f (t) e P'dt, v pol-
rovine Rep > ayg, kde g je index rastu funkcie f (¢)[ 1 bod |, analyt-
ickou funkciou] 1 bod |, pricom F ' (p) = — [ tf (t)e P'dt, Rep >
ap a limpep—oo F (p) = 0] 1 bod |

(b) Nech f je origindl s indexom rastu ag, a € Ca L (f) = F.| 0,5 bodu [Potom
funkcia g : R — C, g(t) = e f (t)je origindl s indexom rastu

o + Rea,| 1 bod | pricom L[e®f(t)] = F(p — a), Rep > ap +
Rea.) 0,5 bodu



Priklady

1. u(z,y) =€* (xrcosy — ysiny) ,pricom f (1) = e.
du __ Ov Ou

%x: —8% ’ a"L: ev ((—zxc (s)isnyy —ys?;nyyj yc(?;y;) =
ak je aspoini jedna derivicia chybne vypocitand, d'alej uz body nepocitam.

= g—z =e" (zcosy — ysiny + cosy) = v (z,y) = [ €* (zcosy — ysiny + cosy) dy+
D (2) =

— v (z,y) = ze” [cosydy — e* [ysinydy + e* [ cosydy + @ ()

= v(z,y) = ze"siny — e* {—ycosy + [cosydy} + e siny + ¢ (z)

— v (z,y) = €” (zsiny + ycosy) + ® (z)[ 3 body | =

= % = ¢* (zsiny + ycosy +siny) + ¢ (z)| 1 bod | =

= e” (—zsiny —siny — ycosy) = —e” (zsiny + ycosy + siny)—P’' (z) =

= ®(2) =C = v(z,y) =" (zsiny +ycosy) + C| 1 bod | =

= f(z) = f(z+iy) =u(z,y) +iv(zy) =

=e” (zcosy —ysiny) + i (e” (zsiny + y cosy) +C)

f(l)=e= f(14+1i0) =e(cos0—0sin0)+i(e(sin0+ 0cos0) + C) =

e=e+iC —=C=0—

= f(x+iy) = e” (zcosy — ysiny)+ie” (zsiny + ycosy) = zez.

2. (a) Vypocitajte [, peRm: ( g; dy, kde C je ¢ast’ kruznice 2% +y? = a
od bodu (0,a) po bod ( a, ) (5 bodov)

Obrazok

C~:¢:(0,3) — R?, c(t) = (acost,asint), ¢ (t) = (—asint,acost).
(z4y)de—(z—y)dy __ 5 a(cos t+sin t) a(cost—sint) . _

- f z2+y2 . - _f02 (a2 cos2 t+a2sin2t’ a2 cos? t+a? sin2t) (_aSIHt’a’COS t) dt -

= - f(f (—costsint —sin®t — cos?t + sint cost) dt = — fog (—sin®¢ — cos?t) dt =

= [F1dt = 2[ 2 body

(b) f(2) = ﬁ do Laurentovho radu na medzikruzi P (0,1,00) =
{zeC:1< |z < o0}.

Obrézok. Ocakdvame: ﬁ =3 c
g = ok = k(T - |f|<<|z|1 [zl
F 200 ()" =000 2" [ 2 body |
3. fo (%2 + 2%exp (51)) dz,kde C: 2] = L, @
Obrézok
LS.B.: 2 =0 € IntC (pdl 3. rédu) 1 bod |, z =0 € IntC (p.s.b.)] 1 bod |

2




Jo [225% + 2 exp (251)] d = 2 {res. 5% + res.—o2? exp (252) } [T hod ] =
—omi (-1~ §)

cosz __ 1 ) d? 3cosz] __ 17: _ 1
7"682202753 = W llng,() a2 [Z 273] =3 hng,() (_ COS Z) = -3 2 bOdy
-1
Ocak.: 2% = =50 cp2"
2,221 _ 2 1 _ 2 oo nzT" _ oo ne 2-n _
zle™m =zfee”: =z%) (1) A =3 0" (-1)" G = =

ca'+w=f(t), 2(0+) =1, 2'(0+) =0 ak f(t) { g tt¢e<?6,5g>

Llz(t)] = X (p), L[z"(t)] = p*X (p) — px (0+) — 2/ (0+) = p*X (p) —
[T bod
f(t)=2[0()—0(t—5)],[ 1bod |

Llf@)]= % —e %2 11 bod |, ak je chyba v tajto transformécii uz dalsie

body nepocitam!
2 _2__—5p2 _ p 2 —5p__ 2
(p + ]‘) X (p)_p = E_e pg = X (p) - p2]+1+p(p2+1) —€ pp(szrl)7
c
AT = A+ B = A(p+1) +p(Bp+C) =2
m = % —Qﬁ, za kompletny rozklad na parcidlne zlomky | 3 body
X(p)= gy + 22580 — e (g_zpz%l) -
_2 —5p (2
=3t = e (3 -2 ) [Thed] —
= x(t) =n(t)(2—cost) —n(t—5)(2—2cos(t —5)) ] 2 body |




