5. DVOJNY A TROJNY INTEGRAL

Nebudem tu definovat’ integrél spojitej funkcie f: G C R™ — R, len pripomeniem, ze
1. V pripade, ze f > 0 a G je obdlznik a < z < b, ¢ < y < d je integral objem kolmého telesa, ktorého
podstava je G a hornu stenu tvori graf funkcie f a integral sa pocita postupnym integrovanim:

//f@wﬁmdyszfﬂawdddx
G a ¢

Pritom poradie integrovania sa moze vymenit’.

Priklad. Vypocitajte [, f(z,y)dzdy, ak
L. G=(3,4)x(1,2) = {(m,y): 3<2<4, 1<y<2}, f(z,y) =22 +2y.

4 2 4 4
/(x +2y)dzdy //33 + 2y) dydx:/my—i—y :/($2+4—1)dx:
G 31 3 3
x> 4 333 46
T, =g -Fei=g
2
2. G je oblast’ ohrani¢end priamkami z = 2, y = = a hyperbolou y = % a f(z,y) = T
Y

V tomto pripade G nie je obdiinik, ale da sa popisat’ nerovnost’ami:
1<z <2, 1 <y<a (nakreslite)

2
— y=x 4 252 9
/ dxdy—// dydx:/TxJ :/(—x%—x?’)dx:{%—é]lzz,
y:f
1

x
1 1/z

Podobne sa poél'tajﬁ aj trojné integraly
3fm;x% Ydadydz, G = (1,3) x (0,2) x (2,5, f(z,y,2) = 222z

G: r<3,0<y<2,2<2<5H
FT 7 213 312 2182373 1 728
9 9 22 o[y x
dzdydz = — d de = — {—} da = 7[—} =2 [ —f} = —
///xyzzyx //xy ydzx 2/x 3033 5313, 819 3 3
10 2 10 1

4. G je oblast’ (ihlan) ohrani¢end rovinami z = 0, y = 0, 2z = 0, x +y+2—1 = 0, f(z,y,2) =
1
(x+y+2z+1)3
G popiseme nerovnostami: Ked y = z = 0, tak x je medzi z = 0 a x = 1; Ked si také = vybereme,
v rovine z = 0 je y medzi y = 0, y = 1 — &, napokon, ked je uz zvolené x aj y, tak z je medzi z = 0 a
z=1—1x—y, teda
G:0<z<1,0<y<1-—12,0<z<1-2z—y a integral sa pocita postupne:

1 1—xz l—z—y 1 1—x 1) 9 L
+y+z+ s=1-a—y
dz|d d - avlde =
/{/ / x+y+z+1) } yper= / / L:o y} o
0 0
s F1 1 1 qu=1 1] 1 1
1 1 — y=1-2 1 e
- “Ldydz = 7[7—7} dz = / = ——f}d -
//2 x+y+1) 4} yar /2 xryr1) 4%, T2 i et
0 0 0 0
1[ln2—§—|—}}:11r12—3.
2 478l 72 16

Dvojné a trojné integraly sa pocitaju pomocou substiticie najCastejSie, ak rieSime tlohu so stredovou
alebo osovou symetriou. Pripomeniem najprv substiticiu do ur¢itého integralu f b f(z)dz. Ak je interval
(a,b) obrazom intervalu («, 8) rasticou alebo klesajicou funkciou ¢: (o, 5) — {(a,b), tak

/f M—/f Mt (do = |o'(1)] ).
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V pripade n = 2 a n = 3 sa ,nekonecne maly” obsah daxdy (objem dzdydz) nahradzuje absolitnou
hodnotou determinantu, ktorého riadky su gradienty jednotlivych zloziek zobrazenia ®: M C R"™ — R"
(n = 2,3), ktorého obraz je oblast’ G (musi mat’ eSte dalsie vlastnosti). Nebudem vysvetlovat’ prislusnu
tedriu, len uvediem najcastejsie pouzivané substitucie.

Poldrne suradnice.

Bod [x,y] v rovine je uréeny vzdialenostou r = /22 + y? od pociatku a uhlom ¢ € (0, 27).

T =TCosp
y=rsing
dedy=rdrdeyp

V R? sa na osovo symetrické tilohy pouzivaji valcové stiradnice, stredovo symetrické sférické stradnice:

Valcové r € (0,00), p € (0,27), u € R Stérické p € (0,00), ¢ € (0,27), V€ (=%, F)
T =T7Ccosp x = pcosvcosp
y=rsing y = pcossinp
z=u z = psind
dzdydz=rdrdedu dzdydz= (p?cosd)dpdddy
Priklady:

L [y e~V dzdy, M = {(x,y): 22 + y? < 4. V sférickych stiradniciach M: 0 <r <2,0 < ¢ < 27.

2w

2
g2 g2 _ —r? _ _1 —7”22_ _i
//e;‘c ydmdy—//e Tdrdgp—Zﬂ[ ¢ }0—7'[‘(1 64).
M 00

2
—Y L2 2
.ffcilerQerdedy,G.x +y2<1,z>0,y>0.

/2 1 t=1+17r2 2
1—22—9? T (2 1 T
————dxdy = drdp=|dt=2rdr| == —dt=-(2In2-1).
//1+x2+y rev= //HQTMP 2 2/ p 4t =@zl
G = 1

3. [[o(1—22—3y)dady, G={(z,y) € R*: 2* +y* <1} [n]
4. ffsz\/xQ—Fdexdydz,G:0§x§2,0§y§\/2x—x2,0§z§2

y<V2r—a2 = y?<2x-2? = 22+y? <22 = (v—1)2+9?% < 1. Pouzijeme valcové stiradnice:
22 + 4% < 22 je vo valc. stir. r2 < 2rcosp = 0<r < 2cosy,

(—-12+y?<1 = —F<p<Z alenavySey>0 = 0<¢p
2 m/22cosp 2 w/2 2
/// zv/ 1?2 + 32 dmdydz—// / ur)rdrdedu = // ? dpdu=

2 /2

0
2 2
cosggodgoduzg/u/(l—sm ga)coscpd@du-%
0o 0

O\i o
OJ\OO

2
0/
5. [[[o(2* +y?)dedydz: G: 2 +y* + 2% < 4, z > 0 (pouzite sférické stiradnice). [L287]
6. [[fovVa?+y?+22dadydz, G:1<a?+y*+2><4,2>0. [Lon]



6. Krivkové a plosné integraly.

Krivku v rovine alebo priestore budeme chépat’ ako trajektoriu pohybu hmotného bodu. Krivka sa nazyva
jednoduchd, ak hmotny bod prechadza kazdym jej bodom okrem pociatoéného a koncového len raz. Ak sa
pociatoény bod rovna koncovému, hovorime, ze krivka je uzavreta.

Krivky uré¢ujeme parametricky:

v R?: K = {[z(t),y(t)]: t € (a,b)} — parametrizacia krivky K,

v R3: K = {[z(t),y(t),z(t)]: t € (a,b)}

Predpokladdme, ze krivka je hladka, t.j. [2/(t), v (¢)] # [0,0] ([z'(¢),y'(¢), 2/ ()] # [0,0,0]) pre Vt € (a,b),
¢o znamena, ze v kazdom bode okrem krajnych mé krivka dotyé¢nicu.

Vypocet dizky hladkej krivky K C R2:

Predpokladajme, ze K = [z(t), [y(t)], t € (a,b), je hladka krivka a oznacme I(t) dlzku oblika krivky K od
bodu [z(a), [y(a)] po bod [z(t), [y(t)]. Nech ty € (a,b) a t € (to,b). Ak t — o je dostatoéne malé, tak dizka
obliika krivky K od bodu [z(to), y(to)] po bod [z(t),y(t)] sa rovna dizke vektora [z(t), y(t)] — [z(to), y(to)]:

1)~ Ut0) = /O — 2@ + W0 —pw)P = D) falrtiy? it

Teda

W) TP+ TWE = i) = [ VEWET ) Par

U'(to) = tli_{glo —

Ked' dosadime za ty bod b dostaneme dizku celej krivky:
Ak [z(t),y(t)], t € (a,b) je jednoduchd hladks krivka, tak jej dlzka

b

) = [ VIO T P e

a

V R3:

b
am=/¢WWMM%WHMm%t

Definicia. Nech M C R?® a K C M je hladka krivka s parametrizdciou [x(t),y(t), 2(¢)], t € (a,b). Nech
f: M — R je spojita funkcia. Cislo

b
L/ﬂ%%@ds:/f@ﬁ%MﬂJGD%W@W+%NﬂP+W@Wdt
K a

sa nazyva krivkovy integrdl (prvého druhu) funkcie f pozdii krivky K.
Analogicky sa definuje aj krivkovy integral pozdlz rovinnej krivky

b

/f(l%y)ds:/f(x(t),y(t))\/lx’(t)IQﬂLIy’(t)lz’dt
K a

Priklad. Vypocitajte krivkové integraly
L. [ia*ds, kde K = {(z,In2): z € (1,2):

2 2 2
/xst:/xz 1+(%)2dx:/x2 wi‘;’ldx:/m\/:ﬁ—&—ldx:
1 1 1

K

2. [ xyds, K je cast elipsy % + % =1,2>0,y >0 (z(t) = 2cost, y(t) = 3sint, t € (0, F)). [38/5]

3. [ y*ds, K je oblik cykloidy [t —sint, 1 — cost], t € (0,2m). [256/15]
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Sk =5 R ds, K = [cost,sint,2t], t € (0,2m). [v/2(8/3)x3]

Plocha S v R? je mnozina S C R3, ktord sa da parametricky vyjadrit’ ako obor hodnét spojitej funkcie z
M C R? do R3. Tu sa budeme zaoberat’ len pripadom, ked’ mnozina M je stivisld, uzavretd a ohraniéens,
vietky tri zlozky funkcie r: M — R3 maji spojité parcidlne derivicie podla oboch premennych a r je
injektivna:

S:r=r(u,v) = (ri(u,v),r2(u,v),r3(u,v)), (u,v) € M, polohovy vektor bodu na S

Pripomenme si, ze plosny obsah rovnobeznika dvoch vektorov x,y je ||x X y|. Podobne ako vzorec pre dizku
krivky sa d4 odvodit’ vzorec na vypocet obsahu o(S) plochy S:

or
Xi

or 57"1 67”2 87’3 87"1 87‘2 (97'3
5 = [1]2 < 2 awav= [f (2,22, 25y (21 02 03y g g,
)//‘8u uv//H@u@uauxav ov’ Ov wew
M M
Priklad. Najdite povrch gule s polomerom p.
Pomocou sférickych siradnic mé gulovéd plocha parametrizaciu:
S:r(p,9) = (pcostcosyp, pcosIsing, psind), 0<p <27, fg <9< g
Takze povrch gule je
H d19d<p =
or /2
/ / [[(—pcosdsinp, pcostcosp,0) x (—psind cos p, —psindsin p, pcosd)||dddy =
0 —m/2
o2r /2 2r /2
| (p* cos? 6 cos @, p? cos? @sin p, p* cos ¥ sin D) || = / / pcosddde = dmp?.
0 —m/2 0 —7/2

Plocha mo6ze mat’ aj iné parametrizacie, plosny obsah je ale stédle to isté ¢islo. Pomocou parametrizicie
sme definovali krivkovy integral, da sa ukézat), ze od vyberu parametrizicie nezavisi. Teraz tak definujeme
plosny integral (prvého) druhu.

Definicia. Ak S je plocha uréend parametrizdciou r(u,v) = (z(u,v),y(u,v)z(u,v)), u,v € M,a f: S — R
je spojita funkcia, tak

/fzy, )d S = //f u,v), y(u,v)z(u, v) H

sa nazyva (plosny) integrél funkcie f cez plochu S.

dudv

Priklad. Vypocitajte [ f(x,y,2)d S, ak

Cflwyy,2) =2+ 2y 42, Sjecastroviny tx+ Lty+1iz2=1,2>09y>02>0. [4/61
3 2 3 1

. flx,y, 2 ) =22 +y?, S je gulovd plocha 2% + y? + 22 = 1. [&7]

. flx,y,2) = /4 — 22 —y2, S je plocha ur¢end rovnicou z = y/4 — 22 — y2. [ 7r3]

1

2

3

4. f(z,v, ) =1, S je cast paraboloidu z = 2 — (22 + %?) nad rovinou zy. |
5 (557

6

7

. f(x,y,2) = 22 + 42, S je plocha z prikladu 4. LS
. Vypoéitajte povrch éasti paraboloidu 22 + y? = 4z medzi rovinami z = 1 a z = 3. (274 — v2)]

. Skalarne a vektorové polia.
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Definition. Skaldrnym polom sa nazyva dvojica (Q,U), kde Q@ C R3? je stvisld mnozina a U je skaldrna
funkcia U: Q — R, ktord ma v §2 spojité parcidlne derivédcie podl’ vSetkych premennych.

Vektorovym polom sa nazyva dvojica (Q,F), Q C R3, kde je stivisla mnozina a F: Q — R3 je vektorovd
funkcia, ktorej zlozky majui v oblasti € spojité parcidlne derivacie podl’ vSetkych premennych.

Prdca v silovom poli. Nech je (Q,F(X)) silové pole a K C Q je reguldrna krivka s parametrizdciou
X () = (2(t),y(t),z(t), t € (a,)b. Krivka K je orientovand sihlasne s parametrizciou, t.j. pociatoény
bod krivky je X(a). Ozna¢me A(t) pracu, ktord vykond sila F pri pohybe po krivke K od bodu X (a)
po bod X (t). Podobne ako pri odvodzovani vzorca na vypocet diZky krivky sa da ukdzat, ze derivacia
A'(t) =F(X(t)) - X'(t) (skaldrny sicin vektora F(X(t) a smerového vektora dotyénice ku krivke K v bode
X(t)). Potom sa préca vektorového pola F pri pohybe po celej krivke K (od X(a) po X (b)) rovna

b
A= [ Fa).p(0). 20) - (/0,502 0) d.

To vysvetluje vyznam nasledujicej definicie.

Definicia. Nech (2, F) je vektorové pole, K C  je regularna krivka orientovand stihlasne s parametriziciou
X(t) = (), y(t), 2(t), t € (@), F(z,y,2) = (P(x,y,2), Qw,y,2), R(w,y,2)) = P(z,y,2)i + Q(w,y,2)j +
R(x,y, z)k. Potom

b

/F~dF:/P(w,y,z)dx+Q(m,y,z)dy+R(x,y,z)dz:/F(X(t)) < X'(t)dt

K K a

sa nazyva krivkovy integral (2. druhu) vektorovej funkcie F pozdiz krivky K.
Ak je K orientovand nesuhlasne s parametrizaciou, tak

b

/F~dF: —/F(X(t)) S X'(t)dt

K a

Priklad. Vypocitajte krivkové integrély (2. druhu)

1. [x[sinydz+ (z — cosy) dy], kde K je obvod trojuholnika tvoreného priamkami y = 37z, y =
oreintovany proti smeru hodinovych ruciciek (t.j. kladne). [imx+ 2 —1]

2. [il(zy? —y)daz+ (z+y*)dy], K je kladne orientovany obvod trojuholnika s vrcholmi (0,0), (2,0), (2,2).
[0]

3. fK[mydx +xdyl], K je krivka, ktord sa sklad4 z paraboly y = 22 od bodu (0,0) po bod (1,1) a y = /x
od (1,1) po (0,0). [}

4. [ (i — yj + ZE) d7, K je orientovand tdsecka so zaciatotnym bodom A = [1,1,1] a koncovym bodom
B =15,1,4]. [27)

5. [glrdz+ydy+ zdz], K je kruznica = 2cost, y = 2sint, z = 3, t € (0,27) orientovand sihlasne s
parametrizéciou. [0]

6. [ l(y—2)dz+ (z—2)dy+ (¢ —y)dz, K je oblik skrutkovnice x = cost, y = sint, z = t, t € (0,2m).
[47]

m,x=0

8. ,derivacie” vektorového pola — divergencia, rotacia.

Teraz nech (Q,F) je pole rychlosti pridenia castice kvapaliny v oblasti Q. Predpokladdme, ze pole je
staciondrne, t.j. nezavislé od ¢asu. Nech (z,y, z) je stred obdlznika S C € obsahu o(5), ktory je taky maly,
7e v nom moézeme F(x,y,z) = P(x,y, z);—&— Q(z,y, z)i—l— R(z,y, Z)E povazovat' za konStantny a nech 71 je
normalovy vektor obdiznika S, ||77} = 1. Potom za jednotku ¢asu cez S prejde (F(z,y, z) - it)o(S) kvapaliny.

Mnozstvo kvapaliny na jednotku objemu, ktord pretecie cez bod X = (z,y,z) € Q (kladné ak z neho
vytecie, zdporné ak vtecie) vypocitame tak, ze bod X umiestnime do stredu kvéadra so stenami rovnobeznymi
so suradnicovymi rovinami a hranami diiky 2Az, 2Ay, 2Az, také malé, ze na stenach kvadra je rychlost’ F
kon§tantna. Objem tohoto kvadra je 8Ax Ay Az. Takze tok na jednotku objemu cez tento kvader je

m{élAyAz [; F(x 4+ Az,y,2) — i F(x — Ax,y, z)] +
4AmAz[_f~ F(x,y+ Ay, z) —f~F(m,y— Ay,z)}—l— (*)

4A$Ay[E- F(z,y,24+A) —j-F(x,y,z — Az)]} .
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Tok cez bod X = (z,y,z) dostaneme ako limitu ked’ Az — 0, Ay — 0, Az — 0. Je to teda ,derivicia
podla objemu” toku vektorového pola. Ak oznac¢ime AV objem malého telesa obsahujiceho bod (x,y,z),
dostaneme limitnym prechodom ¢islo, ktoreé sa nazyva divergencia funkcie F v bode (z,y, 2):

tok smerom von z AV
divF = 1l )
wF(z,y,2) = lim AV
Vzorec na vypocet divF(z,y, z) dostaneme pocitanim limity z vyrazu (x):

{-_» F(z + Ax,y,z) — F(x — Az, y, 2
Z.

r—0 Ax
Ay—0
Az—0
=z F(I,y + Ay,Z) — F(Ivy - Ayvz
J- A
Y
LB F(x,y,z 4+ Az) —F(z,y,z — AZ}
Az
— lim Z F(x—i—Ax Y,z ) F(x7y,z)+F(ac,y7z) —F(LC—ALC,:Z/,Z)_’_
AL—>0 2Azx
- F A —F F —F - A
lim 7. (z,y +Ay,2) = F(z,y,2) + F(2,y,2) — F(z,y y7Z)Jr
Ay—0 2Ay
. 7 F(x,y,z—f—Az)—F(m,y,z)—l—F(m,y,z)—F(x,y,z—Az)
lim k-
Az—0 20z

Teraz si uvedomime, ze F(z,y, z) = P(z,y, 2)i + Q(z,y, 2)] + R(z,y, 2)k a dostaneme:
Z F(iC + A.’E,y, Z) — F($7y, Z) + F($7y7 Z) — F(iC — A.’E,y, Z) _

2Az
1[; F(x + Az,y,2) — F(x,y, 2) L7 F(zx — Ax,y,z) — F(x,y, 2) _
2 Az Az
1rP(x +Ax,y,2) — P(z,y, 2) n P(z,y,z) — P(x — Az, y, z)]
2 Ax Ax '

Podobny vyraz dostaneme aj v druhej a tretej zlozke a po prechode k limite dostaneme definiciu:

Definicia. Nech (,F), F = Pi+Qj + R];, je vektorové pole. Divergencia vektorového pola (Q,F) je
skaldrne pole (Q,divF), kde

OP(a.y.2) | 9Q(.y.2) | OR(.y.2)

divF(z,y,z) = p ay 92 =V -F(z,y,2).
Priklad.
1. Vypocitajte divF pre
a. F(x,y,2) = 322 yi + zj —|— $2k’ [6zy) b. F=Bx+y)i+ (2z+2)j+ (z—2y)k [4]
2. Ak F = (21’y2 + 22, 32222 — %23 y2? — xz?’), vypocitajte divF v bode (—1,2,3). [-61]

Pohyby sa daju rozlozit’ na priamociare a rotaéné. Rotdcia vektorového pola (2, F) v bode (z,y,z) € Q
vyjadruje ,mnozstvo” a smer rota¢nych pohybov v danom bode. Skor, nez napiSseme formélny vzorec, uréime
,mnozstvo” rotdcie v bode X = (x,y, 2) pola F = Pi+ Qf+ RQ okolo osi rovnobeznej s vektorom i (t.].
osou z). Bod X ,obkolesime” obdl#nikom kolmym na vektor i a pocitame tok po obvode tohoto obdlznika
proti smeru hodinovych ruciciek:

z+Az 1
-Qj 1AyA: 2AyQ(z,y", 2 — Az) + 2AzR(z,y + Ay, 2¥)
—RE RE
?/ —2AyQ(£B7 g7 z+ AZ) - 2AyR(l‘, Yy— Aya 2)] )
- ZAz vy ely— Ay, y+Ay), 252 € (z— Az, 2+ Az)
y—Ay Qjf  yt+Ay

Tento vyraz upravime apocitame limitu:
-1 . N 1 " -
—[Q(z, 9,2+ Az) — Q(z,y", 2 — Az)] + lim ——[R(z,y + Ay, 2z") — R(z,y — Ay, 2)]

Algilo 2Az Ay—0 2Ay
_ OR(z,y,z) 0Q(z,y,z)
T oy 0z
Poslednii rovnost’ dostaneme podobnym trikom ako pri odvodzovani vzorca pre divergenciu.
Podobne uréime aj zlozky rotacného pohybu okolo osi rovnobeznych s vektormi ; ak.
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Definicia. Nech (Q,F), F = Pi+Qj + Rk, je vektorové pole. Rotdcia vektorového pola (Q, F) je vektorové
pole (Q,rot F), kde

OR(z,y,2) 8@(36,1/,2))-,» (8P(x,y,z) B 8R(m,y,z)>3+ <8Q(x7y,z) B 8P(m,y,z)> -

rotF(z,y,2) = ( dy 0z o 0z oz Oz y b

Definicie gradientu skaldrneho pola U a divergencie a rotécie veltorového pola F sa stru¢ne piSu pomocou
operatora V:

gradU = VU,
divF =V -F = (9P(x,y,z) + 8Q(x,y,z) n aR(l',y,Z) 7
i j i
rotF =V x F = % a% 6%

P(z,y, 2) Q(m,'y,z) R(z,y

I3
~

Rotécia sa niekedy oznacuje aj curl F.

Priklad.
1. Pre f(x,y,2) = 22y?23 vypocitajte V2f (t.j. V- Vf). [20223 4+ 22223 4 622y22]
2. Pre skaldrne pole (Q,U(z,y, 2)) napiste vzorec na vypocet V2U (Laplaceov operator).
3. F(z,y,2) = 22yi + zy?2] — yz2k, vypotitajte
a. graddivF, [2y(1 4 2)i +2(z + 22z — 2)] + 2y(z — l)ﬂ
b. rotrotF, [2yzi+42(z — 2)] + 2yzl€]
4. Nech f mé v oblasti Q spojité vSetky parcidlne derivdcie druhého radu. Vypocitajte rot(grad f).

9. Plosny integral 2. druhu.

Teraz definujeme integrél vektorovej funkcie cez hladki orientovatelnii plochu, t.j. plochu, ktord mé dve
strany A, B (formdlne to nebudem definovat’, v konkrétnych pripadoch pléch, na ktorych budeme integrovat’
to bude zrejmé) teda o normalovom vektore ku tejto ploche vieme rozhodnut), ¢i smeruje zo A do B alebo
naopak.

Nech (,F = Pi+ Q;+ RE) je vektorové pole a S C € je plocha s parametrickymi rovnicami polohového
vektora bodu na ploche S: 7(u,v) = (z(u,v), y(u,v)z(u,v)), u,v € A C R?, Integrél (2. druhu) funkcie F
cez plochu S je

P Q R
//F(f')-dS:i// 9z %y 9z qydu.
oz Oy oz
S A v v v

Pricom + piSeme, ak je plocha orientovand stihlasne s parametrizaciou, t.j. rovnako ako vektor g—; X %. \%

pripade uzavretych ploch sa za kladni orientaciu povazuje orientdcia normélového vektora

zvnutra plochy von.

Teraz bez dokazu uvedieme vety, ktoré vyjadruju suvislost’ medzi integralom pozdlz uzavretej rovinnej
krivky a dvojnym integrdlom cez vnutro tej krivky, resp. medzi integrdlom cez uzavreti plochu a trojnym
integralom cez vnutro tej plochy.

Greenova veta. Nech K C ) je jednoduchd uzavretd po ¢astiach hladkd krivka orientovand proti smeru

-,

hodinovych ruciciek a (Q,F(z,y) = P(x,y)i + Q(x,y)]) je vektorové pole a nech A je vnitro krivky K.

Potom
/(P(fvvy)derQ(ﬂ:,y)dy) ://<(27§*aaf§)dxdy
A

K
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Gaussova veta. Nech S C Q je jednoduchd uzavretd po castiach hladkd kladne orientovand plocha a
(QF(x,y,2) = P(z,y,2)i + Q(x,y,2)j) + R(z,y, 2)k je vektorové pole a nech A je vnitro krivky K. Potom

://F-dS:///didexdydz.
s A

Priklad. Pomocou Greenovej (Gaussovej vety) vypocitajte krivkové (plosné integrély

1. fK [sinydz + (z — cosy) dyl, kde K je obvod trojuholnika tvoreného priamkami y = %mc, y= %w, =0
oreintovany proti smeru hodinovych ruciciek (t.j. kladne). [imx+ 2 —1]

2. fK[(xy2 —y)da+ (r+y?)dy], K je kladne orientovany obvod trojuholnika s vrcholmi (0,0), (2,0), (2,2).
[0]

3. [xlzyda +xzdyl, K je krivka, ktora sa skladd z paraboly y = 2 od bodu (0,0) po bod (1,1) a y = \/z
od (1,1) po (0,0). [%]

4. [[¢F-dS,F = (4;102760—;1/2,3/2),
S je povrch kocky ohranic¢enej rovinami x =0, 2 =1,y =0,y=1,2=0, z=1. []
5. [[glzzi +yzj + 22k]-d S, S je plocha 22 4+ 42 + 22 =4, 2 > 0. [167]
6. ffs(4xff 2027 + 22k) -d S, S povrch valca 22 4+ 42> =4, 0 < 2 < 3. [84x]
7. [[s((zy + )i+ IQyD -d S, S povrch telesa 22 + 42 =4,0<2<3,2>0,y >0. [8+3n]

Nasledujica veta je analégiou Greenovej vety pre priestorové uzavreté krivky.

Stokesova veta. Nech (2, F) je vektorové pole a nech uzavretd requldrna krivka K je okrajom reguldrnej
plochy S a pri pohybe po krivke K v smere jej orientdcie je plocha S nalavo od K. Potom

I[F-df’zé/(rotF)-dS.

Definicia. Nech (Q,F) je vektorové pole. Ak pre vsetky dvojice reguldrnych kriviek Ki, Ko C  so
spolotnymi pociatoénymi aj koncovymi bodmi plati

/Fdf’: /FdF,
K1 K2

tak hovorime, Ze integral [/’ i Fd7 v oblasti { nezévisi od integracnej cesty.

Veta. Ak |, x Fd7 v oblasti ) nezdvisi od integracénej cesty, tak pre kaZdi uzavretd po Castiach reguldrnu

krivku K plat?
/Fdf’: 0

K

Zo Stokesovej vety vyplyva nasledujica podmienka nezavislosti integralu od cesty:

Veta. Integrdl ffK Fd7 v oblasti Q nezdvisi od integracnej cesty, ak plati

rotF=0 < 3 f: Q— R také, 2e F =V f.

Vetu nebudeme dokazovat, poznamenajme len, ze rotgrad f = 0 sa d4 overit’ jednoduchym priamym
vypoctom.

Oznacenie. Ak integrél fK F - d7 nezavisi od cesty a K C {2 mé pociatotny bod a a koncovy bod b, tak

piseme
b
/F-dF:/F~dF.

K

Aj v rovinnej oblasti Q plati, ze krivkovy integral [, F(z,y)d nezavisi od integracnej cesty, ak F(z,y) =
grad f(z,y). Ukdzte, zZe je to dosledok Greenovej vety.



