FUNKCIONALNA ANALYZA 1

doc. Michal Zajac

1. Euklidovsky linearny priestor.

Definicia. Nech x = (z1,2,...,2,),y = (y1,Y2,--.,Yn) € C™. Potom sa
a) d(x,y) = v/|r1 — 12+ + |2n — yn|? nazyva euklidovskd metrika (vzdialenost’ vektorov x, y)

a) [|x]| =d(x,0) = /> r_; |zk|? nazyva euklidovskd norma vektora x.

Pozndmka. Pre n =1,2,3 je to obvykla vzdialenost’ dvoch bodov (dizka vektora).

Priklad. Vypocitajte ||z|], ||y|,d(x,y), ak
a) X = (1707 27 2)5y = (17 ]‘? 717]‘) E R4
b) x = (1 +14,—1,0,2),(2i,1,1+1,0) € C*

D4 sa ukézat), ze d(x,y) aj ||x|| ma obvyklé vlastnosti vzdialenosti dvoch bodov a dizky vektora:

d(x,y) =d(y,x) > 0 ]| >0
d(x,y)=0 < x=y Ix]|=0 < x=0
d(x,z) < d(x,y) +d(y,2) Ix+yll < |x|| + |lyll trojuholnikova nerovnost’
lax|| = |af||x]| V ¢&islo «

Pripomenime, ze v R™ a C™ st definované opericie s¢itania a nasobenia n-tiec ¢islom
(x1,22, .., T0)®Y1,Y2, - -, Yn) = (T1F+Y1, T24Y2, o, Tt Yn) ,  @O(T1,2,...,2,) = (@1, a2, ..., aTp)

avsak, ak v C™ a pre n > 2 ani v R" nemdme usporiadanie. R™, C™ s operdciami @, ® si a s normou |[|x||
su priklady linedrnych normovanych priestorov (viacej o nich bude v predmete FA2).

2. Limita a spojitost’ funkcii R" — R™ (C™ — C™).
Definicia. Nech a € R™, € > 0. Mnozina

a) Os(a) ={x € R": ||x — a|| < €} sa nazyva epsilonové okolie bodu a.
a) O2(a) ={x € R™: 0 < ||x — a|| < ¢} sa nazyva prstencové epsilonové okolie bodu a.

Priklad. Nakreslite v rovine okolie O3 (a) a O9(a) pre
2
a) a=(0,0) b)a = (1,-1) c)a=(2,0)
Pomocou pojmu okolie definujeme (podobne ako pre funkcie R — R:

Definicia. Nech M C R*,a€ R", f: M — R™.

a) Bod a je vnutorny bod mnoziny M, ak 3§ > 0, pre ktoré je Os(a) C M

b) a je hromadny bod mnoziny M, ak V6 > 0 plati Of(a) N M # 0.

c¢) Ak je a hromadny bod mnoziny M, tak b € R™ je limita funkcie f v bode a (b = ,lclg}i f(x)), ak
Ve > 03§ > 0 také, ze x € Of(a) "M = f(x) € Os(b).

d) Funkcia f je spojitd v bode a € M, ak
Y varepsilon > 0 36 > 0 také, ze € Og(a) "M = f(x) € Os(f(a)). V hromadnom bode je to
ekvivalentné s rovnostou ilLI; fx) = f(a).

Priklad. Urcte definiény obor D(f) funkcie f(x,y) = /9 — 22 — y?, nakreslite ho rozhodnite, ¢ je bod a
hromadny bod alebo vnitorny bod D(f), ak
a) a=(3,0) b) a=(0,0) c)a=(3,3)
d) N4jdite v R? bod, ktory je vnitorny ale nie je hromadny bod mnoziny D(f)
a) hrom. nie vnutony, b) aj hromadny aj vnitorny, c¢) ani hromadny ani vnitorny, d) taky neexistuje, kazdy vn. bod

je aj hromadny.

Veta. Nechae A C M C R™. Ak je funkcia f: M — R™ spojita v bode a, tak je aj jej ziZenie na mnozinu
A spojité v bode a.
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Ty

5 bre(z,y) #(0,0)
Priklad. Ukézte, ze funkcia f: R? — R, f(z,y) = { r? +y? " nie je spojitd v bode
0 pre (z,y) = (0,0)
(0,0)
navod: (0,0) je hromadny bod R2, ak by bola f spojitd v a, tak by 1 = f(0,0) = 0, to by muselo platit’ aj pore

im =f
(2,y)—(0,0)
2
zGzenie na priamku p: y = kx. Ale lim, .0 Izi% = H%
Na spojitost’ ale nestadi spojitost’ na vsetkych priamkach prechddzajicich danym bodom:

Funkcia f(z,y) = pre (z,y) # (0,0), £(0,0) = 0 nie je spojitd v bode (0,0), hoci jej zizenie na

4+ 2
ktortikolvek priamku preychzidzajﬁcu bodom (0,0) je spojité v bode (0,0) (lebo na celej parabole y = x2 je
fla,y)=3)
3. Parcialne derivacie a lokalne extrémy.

Funkcia f: A C R™ — R™ urcuje m funkcii f: R — R. PiSeme
flar, @, ... xn) = (fi(zr, @, ... x0), fo(x1, 22, ..y 20), -« oy fn (21,22, ..., 2y)). Pritom plati f je spojitd
v bode a € A vtedy a len vtedy, ak je kazd4 zlozka fr: A — R, k=1,2,...,m, spojitd v bode a. Pre m = 3

to vyplyva z nerovnosi:
|yk|§H(ﬁUhy27y3)H: \/ y%+y%+y§7 k:172a3

lyel < e pre Vb =1,2,3 = |yl = \/v? +v3 +y3 < V3e2 = V3.

Namiesto skumania vlastnosti funkcii f: A — R™ teda v mnohych pripadoch bude stacit’ skiimat’ funkcie
fr: A — R (zlozky funkcie f). Obmedzime sa teda na funkcie s hodnotami v R. O nich mé zmysel aj
otazka, v ktorom bode nadobidaju (lokélne) extrémy. Definicia lokdlneho maxima a minima je rovnaka ako
pre funkcie 1 premennej D(f) C R a vynechdme ju. Na zistovanie extrémov je ddlezity pojem:

a z implikacie

Definicia. Nech M C R", a = (aq,...,a,) je vaitorny bod mnoziny M. Nech i € {1,2,...,n}. Ak existuje
vlastné limita
lim flat, oy ai—1, @iy Gig1y - oy an) — flar, a2, .oy a4,y o0y Gp) _ af (x) (a)

Ti—a; Ty — a4 le

Potom sa toto ¢islo nazyva parcidlna derivacia funkcie f v bode a podla premennej x;.

Teda funkciu f zuzime na priamku prechddzajicu bodom a rovnobeznd s osou x; a derivaciu tohoto
zuzenia v bode a; nazveme parcidlna derivacia funkcie f v bode a. Je zrejmad, ze ak mé funkcia f v bode a
lokdlne maximum, tak ho tam mé& aj zizenie na kazdd priamku prechadzajicu cez bod a. Dostavame:

Veta (nutni podmienka lokdlneho extrému). Nechae€ M C R*, f: M — R, i € {1,...,n}. Ak md
funkcia f v bode a lokdlne maximum alebo minimum a 3 gi’:) (a), tak ag—g)(a) =0.

1

Definicia. Nech A € R", f: A — R ma na celej mnozine A spojité parcidlne derivacie podla kazdej
premennej. Potom sa vektorova funkcia

20 () O D) )

f:A—>R", f(xl,xg,...,zn):< i s T

nazyva gradient funkcie f a oznacuje grad f(x) alebo V f(x).
Bod a € M sa nazyva staciondrny bod funkcie f, ak V f(a) = (0,0,...,0)

Namiesto priamky rovnobeznej s niektorou stiradnicovou osou moézeme v predchédzajicich ivahdch pouzit’
hociktord priamku prech. bodom a (teda uré¢end bodom a a smerovym vektorom e.

Definicia. Nech M C R", a = (ay,...,a,) je vottorny bod mnoziny M a nech e = (e, e, ..., e,) je vektor
dlzky 1 (|le|| = 1). Ak existuje vlastnd limita

oo fatte) — f@) _of
t—0 t Oe

(a)

Potom sa toto ¢islo nazyva derivacia funkcie f v bode a podla smeru vektora e.
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Zrejme je, ze aj smerova derivacia v bode, v ktorom funkcia nadobida lokalny extrém musi byt nulova.
Teraz sa obmedzime na n = 2, ale lahko bude vidiet), ze podobne by sme dostali aj vieobecny pripad n € N.
Teda mame M C R2, a = (a1,a3), e = (e1,e2) je vektor dizky |le|| = 1. Ak mé funkcia v bode a lokélny
extrém, tak Vf(a) = 0 a funkcia ¢(t) = f(x + te) ma lokélny extrém v bode ¢ = 0. Ak ma tdto funkcia aj
druhu derivaciu, tak sa podla jej hodnoty v ¢ = 0 da rozhodnut’, & je to maximum alebo minimum.

Budeme potrebovat’ aj pojem parcidlnej derivacie druhého radu. Ak % existuje na celej mnozine M,
tak definuje funkciu (dvoch premennych), jej parcidne derivicie (ak existuji) sa nazyvaju parcidlne derivécie
funkcie f druhého radu. Budeme teraz predpokladat’, ze funkcia f ma na mnozine M spojité vSetky parcidlne
derivécie druhého radu. Potom plati:

o of 0 of . e
a—xla—m(xl, Xg) = O3 9 (z1,x32), teda mdzeme strucnejsie pisat’
PRI R T T TS I TON THN TN T
61‘1 (3'£E2 o (91’2 81‘1 o 656181‘2 ’ 81‘1 (9121 o 8;1:% ’ 6932 31172 a 3117% ’

Vrdtime sa teraz k vypoctu ¢”(0). Najprv pocitajme vSeobecnejsie derivécie zlozenej funkcie g(t) =
fu(t),v(t)) v bode ty € R, kde u, v st diferencovatelné funkcie (jednej premennej):
Ozna¢me u(t) = u,v(t) = v, (u(to),v(to)) = (uo,vo)

g (to) = tlg?o %ﬁ;to) _ tlg?o f(u(t)w(;)_) ;)f(uo,vo)

Citatel' zlomku vyjadrime ako stcet:

f(u(t),v(t)) = f(uo,v0) = [f(u(t),v(t)) = f(uo,v) + f(uo,v) = f(uo,vo)]

_ flu(t),v(t) = f(uo,v) (u— o) + f(uo,v) — f(uo, vo)
U — Ug UV —

(v — o)

a vratime sa k vypoctu ¢’ (to):

fu(t),v(t)) — fluo,v) u —ug n f(ug,v) — f(uo,v0) v — vo

t—to U — Ug t—to vV — Vo t—1o

Ak st funkcie u, v diferencovatelné, tak si aj spojité, teda lim;_;, u(t) = wg, lims_s, v(t) = vo. Z vety o
limite zlozZenej funkcie pre funkcie jednej premennej dostavame.

H(ty) = lim L00:00) = fluo,0) ) u—to o f(uov) = Fluo,vo) =0
u—ug U — Ug t—tg t — tO v—vg v — Vg 15ty t — tO
0 9,
851 (uo,vo)u’ (to) + a—i(uo,vo)v’(to).

V nasom pripade je u(t) = a1 + teq, v(t) = ag + tea, v/ (to) = e1, v'(to) = ez, teda

0 0
¢ (to) = ({T,i(uo,vo)el + afi(uo,vo)ew

Ak za tg dosadime ¢ty = 0 dostaneme % (a) = Vf(a)-e (skaldrny stcin). Ak dosadime lubovolné ¢ dostaneme
vyjadrenie funkcie ¢’ (t):

) = e, 21 af
o' (t) 76181’1 (a+te)+egax2 (a+te).

Zopakujeme ten isty trik pre tito funkciu a dostaneme:

2 2 2
©"(0) = e; (Vgi(a) . e) + ey (Vaaai(a) . e) = gé’(a)e? + 2%(3)6162 + gxg(a)ag )

To nés priviedlo k definicii druhého diferencidlu funkcie f v bode a (sformulujeme ho uz pre lubovolné n € N:
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Definicia. Nech a € M C R™ a nech mé funkcia f: M — R v nejakom okoli bodu a spojité vSetky parcidlne
dcerivacie druhého radu. Potom sa funkcia

n n 2
d? fa: R" — R", d2fa(61762,...,6n)222 o7 -(a)ee;
‘ J

nazyva druhy diferencidl funkcie f v bode a

Pre jednotkové vektory e je hodnota druhého diferencidlu druhou derivéciou funkcie ¢(t) v bode nula.
Preto, ak by existovali dva vektory e, f, pre ktoré

d fale) <0 < d® fu(f)

tak by funkcia f nadobidala v bode a maximum v smere vektora e ale minimum v smere vektora f, teda
v takom bode by lokdlny extrém nebol. Ak by sme pre vSetky smery e dostali kladnd (zédpornii) hodnotu
d? fa(e) > 0 (d® fa(e) < 0), tak by v bode a mala funkcia f ostré lokalne minimum (maximum).
Druhy difernecial v bode a je funkcia uréend maticou
o°f

8% f 8% f

6w12aa:1 (a) 81:128332 (a) te 8:r128xn <a)
o°f o°f o°f

A= Oxo0x1 (a Oxo0xTo (a) Ox20x, <a)
o/ o%f o%f

Swngxl (a) Ozngzg (a) e W@J;n(a)

Matica A = (ai;) je symetrickd, t.j. a;; = aj;, teda AT = A. V maticovom zépise sa druhy diferencial v
bode a da napisat’

aix a2 ... Qain €1
a21 a2 ... Q2n €2
2 T
d® fa(er,ea,...,en)=(e1 ex ... ep) . . . .| =e' Ae.
An1 an2 e Apn €n

Takéto funkcie sa nazyvaju kvadratické formy a existuje o nich ucelena teéria, ktoré sa povazuje za sucast’
linearnej algebry.

Definicia. Nech A € R™*"™ je symetrickd matica. Matica A sa nazyva kladne (zdporne) definitnd, ak pre
Veec R, e#0 plati
elde>0 (eTAe < O)
A je indefinitna ak Je, f € R™*! také, ze:
e' Ae < 0 < fTAf.
Sylvestrovo kritérium. Nech A = (a;;) € R™*" je symetrickd matica. Oznacme dj, = det(a;j)1<ij<k-
1) Ak dyp >0 preV k=1,2,...,n, tak je A kladne definitnd.

2) Ak (=1)*dy, >0 preV k=1,2,...,n, tak je A zdporne definitnd.
3) Ak di #0 preV k=1,2,...,n, ale neplati ani 1) ani 2), tak je matica A indefinitnd.

Pre n = 2 plati navyse:
4) Ak je dy < 0, tak je matica A indefinitnd (nemusi byt’ dy # 0).

Cvicenia. Uréte definiény obor a lokédlne extrémy funkcif

1. f(z,y) = 23 + 32y* — 152 — 12y,

2. f(x,y) = zyIn(a? + y?),

3. flz,y,2) =2+ +22 20 +y+ 2y — 2,

4. f(z,y) =223 — 2y® + b2 + 92,

5. fa,y) = e (x +y* + 2y),

6. flz,y) =2 +y* —ay—v—y+2,

T flz.y) =ay(2 -z —y),

8. flz,y) =e™* ¥ (2y° +2?),

9. flx,y,2) =22 +y* + 22 — 2y + 22 + =,

0. f(x,y,2) = 622 + 5y? + 14522 + 4oy — S8xz + 2yz + 1.



4. Viazané a globalne extrémy.
Definition. Podmnozina M C R" sa nazyva uzavretd, ak obsahuje vSetky svoje hromadné body.
Poznamenajme, ze M je uzavretd, ak vsetky body x ¢ M st vnutornymi bodmi mnoziny R™ \ M.

Veta. Nech M C R" je uzavretd mnoZina a f: M — R je spojitd funkcia. Potom f madobida na mnozine
M mazimum aj minimum, t.j. da,b € M také, Ze:

xeM = f(a) < f(x) < f(b) tj. min f(x)=f(a), maxf(x)=f(b).

xeM xeM

Priklad. Njjdite globalne extrémy funkcie f(x,y) = x4+ y na mnozine M = {(z,y) € R?: 22 +y? -1 < 0}.

Riesenie: Vieme, ze Ja € M, pre ktoré f(a) = mingeps f(Xx). Ak je a vnitorny bod mnoziny M, tak je
stacionarnym bodom. Zistime teda vSetky staciondrne body funkcie f a stacionarne body zuzenia funkcie f
na hranicu M, t.j. kruznicu 22 + y? = 1.

ﬁ =1= % — funkcia f nemd stac. body.
ox dy

Teda a musi byt bodom kruznice. Uréime, v ktorych bodoch na kruznici by mohla mat’ funkcia extrém.
a. Kruznicu 22 + 92 = 1 moézeme parametricky uréit’ rovnicou:

(2,y) = (cosp,sing), ¢ € (0,2m).
Potom sa funkcia f v bodoch kruznice da napisat’ ako funkcia jednej premennej
g(p) = f(cosp,sinp) =cosp+sing 0< @ <27,

g moze mat’ lokdlny extrém v staciondrnych bodoch (¢’(¢) = 0) alebo na hranici intervalu.

1 5
g (p) =—sing+cosp=0 = sinp=cosp = pE {EW’ZW}’

Na urc¢enie najvacsej a najmensej hodnoty staci vypocitat:

g(0) =1, g(r/4) = cos(r/4) + sin(r/4) = 2% — V2, g(5m/4) = —2% -2
1 1

):\/5, mA/iInf(x):f< ! 1)2—\/5‘

= H}\%Xf(x):f( —E7—E

V2 V2

b. Lokalne extrémy na hranici mozeme hladat’ ja metédou Lagrangeovych multiplikdtorov:

Vytvorime funkeciu L(z,y) = f(z,y) + M(z? + 3 — 1), ktor sa na hranici mnoziny M, t.j. na kruznici
22 +y% = 1, zhoduje s funkciou f Ndjdeme staciondrne body tejto funkcie (zdvisia od \) a také &islo
A, pre ktoré tie staciondrne body lezia na kruznici x*y? — 1 = 0. Hovorfme tomu, Ze nijdeme viazané
extrémy funkcie f s viizbou h(z,y) =22 +y?> —1=0

Metoda lagrangeovych multiplikdtorov ma nasledovné tuskalie:

Ak mé Lagrangeova funkcia L(z,y) lokdlny extrém, tak taky isty extrém m4d aj funkcia f, lebo je zizenim
funkcie L na na mnozinu K urcenej viazbou. Mdze sa ale stat’, ze funkcia f|K extrém m4, ale rozsirena funkcia
L nem4 v tomto bode extrém, pripadne ani staciondrny bod (derivacie funkcie L podla smerov ,,rovnobeznych
s mnozinou K st sice nulové, ale v ingch smeroch nie si nulové. Ukdzte si to na nasledujicom priklade:

Priklad. Metédou Lagrangeovych multiplikdtorov najdite Maxzy na priamke x +y =1

Tento priklad l'ahko vyriesime aj bez diferencidlneho poctu: f (%, %) = i a

Il

|
—~

8

I
| —=
~—
()

+
N

IN
e~ =

+1)+
4
4

N | =

f(x,y):xy:x(l—x):x—xzz—(x2—2~
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Ale pri rieseni pomocou Lagrangeovych multiplikdtorov zistime sice, ze (

1,1) je stacionarny bod funkcie
L(z,y) ale L v iom m4 sedlovy bod:

L(z,y)=zy+ ANz +y—1)

L
Oz
Jy

1
Tty-1=0= -A-A-1=0 = A=—_.

Teda a = (%, %) je staciondrny bod funkcie L(z,y) = zy — %(w +y — 1), jej druhy diferencidl v bode a je
dany maticou:

0 1 0 1 [ .
<1 0), ‘1 0'1:> v bode a ma L sedlovy bod.



