NORMALNE MATICE, DIAGONALIZOVATELNE MATICE A JORDANOV KANONICKY TVAR

V tejto ¢asti budeme sa zaoberat iba operdtormi z C™ do C™, Stotozitujeme ich z maticami typu n x n. Pritom,
ak nie je uvedend baza, vzhladom na ktort je matica skonstruovand, bude to matica operdtora T' vzhladom na
Standardnu bazu.

Pripomenme, ze Standardnou £ sa nazyva baza pozostavajuca s prvkov

e; = (1,0,0,...,0,0)
es = (0,1,0,...,0,0)

e, =(0,0,0,...,0,1)

Ak B = {by,bs,...b,} je bdza C™, tak kazdy prvok x € C" sa d4 jednoznacne napisat v tvare x = x1b; + z2by +
... Zyby,. n-ticu &isel (z1,zs,...,2,) potom nazyvame suradnice vektora x vzhladom na béazu B.

Pripomenme este, 7e maticou operdtora T: C" — C™ vzhladom k bdzam B = {by,bs,...b,} a D nazyvame
maticu Mg(T), ktorej j-ty stfpec tvoria stiradnice vektora b vzhladom na bazu D.

Ak oznacime stfpec stradnic vektora x vzhladom na bazu K (x), tak plati

(Tx)p = MB(T)(x)s.-

Ulohou, ktord sa nazyva spektralny rozklad operdtora T v O™ je najst bazu B pri ktorej je matica operatora T
najjednoduchsia. Ak v standardnej baze £ méa operdtor maticu A a v nejakej inej baze B maticu J, tak plati

A=PJP7', kde P=ME(I), (Ix=x).

Matice A a J sa potom nazyvaji podobné matice. V pripade, ze matica P~! = P*, (¢o je splnené, ak stfpce matice
P tvoria ortonormélnu bdzu C™) matice A a J sa nazyvaju unitdrne podobné. Tu A* znamena maticu s prvkami
bij = aji, ak A = (ai;).

Prvou vetou o kanonickom tvare matice je veta o unitdrnej podobnosti norméalnej matice, t.j. matice A, ktord
splita A*4 = AA*:

Veta. Kazdd normdlna matica A je unitdrne podobnd diagondlnej matici.

Dékaz. Najprv si pripomeiime, ze ak A je vlastné ¢islo normélneho operatora T, tak X je vlastné ¢islo operatora T
a navyse aj prislusné vlastné vektory sa rovnaju:

(T-M)x=0 < 0= (T - ADx,(T —A)x) = (T — A\)*(T — \I)x,x) =
(T = AX)(T = ANI)*x,x) = (T* = N)x, (T* = N)x) <= T*x = Ix.

Teda vlastné podpriestory operatora T su aj vlastnymi podpriestormi operatora T, §pecidlne su invariantné voci
T aj T*. Nech Ai, Ao, ..., A\ su vSetky vlastné ¢isla matice A. Potom Prislugné vlastné podpriestory si navzajom
ortogondlne redukujice podpriestory operatora T' ndsobenia maticou A. Ak by bol priestor L = {x € C": x L e pre
vietky vlastné vektory matice A} nenulovy, bol by invariantny voci T aj T* a zizenie operatora T na L by bol opit
normdlny operdtor na kone¢norozmernom priestore, musel by teda mat este nejaké vlastné vektory. Tie by viak boli
aj vlastné vektory operatora T' samotného, ¢o je spor.

Pre normélne operdtory su vlastné vektory prislugné réznym vlastnym éislam ortogondlne. Ak (Gramm-Schmid-
tovym procesom) najdeme ortonormdlne bazy vsetkych vlastnych podpriestorov operdtora T', ich zjednotenie bude
ortonormdlna biza C™.

Potom matica P, ktorej stfpce st stiradnice takto ziskanej ortonormalnej bazy v standardnej baze je potom unitarna
a A = PJP*, kde J je diagonalna matica, ktord na diagonéle obsahuje vlastné ¢isla matice A, kazdé tolkokrat, kolko
je dimenzia prislugného vlastného podpriestoru.
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Cviéenie. Nijdite operatorovii normu matice A a maticu P, pre ktori P~! = P* a pre ktord je matica P*AP
diagondlna, ak

4 2 2
1 V3 3 1
a.A:( ) b. A=[2 4 2 c.A:<>
V3 -1 2 2 4 b3
-2 0 -36 111
d'A:<3\5/§ 3:/5) e. A= 0 =3 0 fA=[1 11
-36 0 -23 11 1
6 0 0 4.4 0 0 2 3 0 F
A={0 3 3 hoa= |3 400 La=|7T T 0 3
g—033 “1lo0 00 0 ST 10 0 -2 0
0000 3 3 0 F

Riesenie. a. A* = A, teda matica A je samoadjungovand, preto je jej norma rovnd najvacsiemu vlastnému éislu.
Charakteristicky polyném matice A je (1—X)(—1—X) —3 = A\? —4, jeho korene st A1 » = £2. RieSenim stistav rovnic
(A=M)f =0a (A—X)f =0 dostavame f; = (v/3 1)7, f, = (=1 +/3)T. Lahko sa presvedcime, ze (f;,f;) = 0.
Preto tvoria vektory e; = Hf_lll\fl’ ey, = mﬁ ortonormalnu bazu C? Dostaneme teda:

v -} AR EA
=(7) =) =7 )G 5
2 2 2 2 2

Norma matice A4 je ||A|| = 2

b. V tomto pripade je charakteristicky polyném (A — 2)2(A — 8). Pre A\; = 2 sa dajui najst dva linedrne nez4vislé
vlastné vektory: f; = (=1,1,0)T, f5 = (=1,0,1)7 a pre X\s = 8 jeden (na oba predchadzajice kolmy) f5 = (1,1,1)T.
Na prvé dva pouzijeme ortonormalizaény proces a dostaneme ortonormélnu bizu C? pozostavajicu z vlastnych
vektorov matice A:

N N
w

T 2 T T

fo —Pefo=(-3 -3 1) e= g(—% -5 1) :(_\/Lg _% \/lg)
1 1 1 1\ T
==yt =% v %)

Stfpce matice P tvoria vektory e;, e, e3. Zvysné dva priklady sa riesia podobne.

V pripade, Ze matica A nie je normalna moze, ale nemusi byt podobna diagonédlnej matici. Uréite nie je unitdrne
podobni diagonalnej matici. Co znamend, ze baza vzhladom ku ktorej mé operator nasobenia maticou A diagonalnu
maticu nemusi existovat a ak existuje nie je ortonormalna. Pred tym ako budeme definovat Jordanov kanonicky tvar
matice pripomenieme, Ze vlastné vektory patriace k réznym vlastnym ¢islam tvoria linedrne nezavisli mnozinu (nie
vzdy ortogondlnu) pre kazdy linedrny operdtor.

Veta. Nech T je linedrny operdtor a nech f, f5, ..., i, si vlastné vektory operdtora T' patriace k navzdajom réznym
vlastngm cislam Ay, A2, ..., Ap. Potom je {f1,f5,... f;} linedrne nezdvisld mnoZina.
Dékaz. Predpokladajme, ze aifi + asfs + -+ + apfi, = 0. Mame ukdazat, ze potom je @) = as = --- = a3 = 0.

Tvrdenie plati ak & = 1, lebo vlastné vektory si nenulové. Predpokladajme, teda, ze plati pre nejaké prirodzené
¢islo k a ukdazme, zZe plati aj pre k + 1:

arfy +asfy + -+ apfy + app1frr1 = 0. Ak by a1y =0, tak by a1 f; +asfo +-- -+ apfy =0 a podia indukéného
predpokladu by bolo @y = as =-+- = ay =0. Ak ag41 #0, tak pre ; = —a;/ags1, i =1,2,...,k

fipi =616 + Bobo + -+ Bty = Ty = T + Tl + - -+ o Ty,
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Pretoze Tf; = \;f; dostaneme odtial:

Aig1 (Bifr + Bofy + -+ 4 Brfi) = Sidifi + Badofs + -+ - + B Aty

~ /
-~

fr1
o Bl(/\k+1 — /\1)f1 + 62(/\k+1 — /\Q)fg + -4 Bk(/\k+1 - /\k)fk =0.
Z predpokladu, ze vlastné ¢isla si navzdjom rozne a {fi,fs, ..., f;} je linedrne nezdvisld mnozina potom dostidvame
f1 =pP2 ="+ = pPr =0. Potom ale fr; = 0, ¢o nie je pravda, lebo f} je vlastny vektor. Takze ar41 = 0 a dékaz

vety je tym dokonceny.

Veta. Ak A je matica typu n x n, tak je podobnd diagondlnej matici vtedy a len vtedy, ked C"™ md bdzu pozostdvajicu
z vlastnych vektorov matice A. V takom pripade plati A = PJP~', kde stl}ace matice P st vlastné vektory £y, f5, ... £,
matice A, ktoré tvoria bdzu C™ a J je diagondlna matica, ktorej diagondlne proky si vlastné éisla patriace k vlastngm
vektorom £, £, ...£, (v tom istom poradi).

Poznamenajme tu len, 7e vlastné ¢isla na diagondle matice .J nemusia byt navzdjom rozne.

Diagondlna matica, ktord je unitdrne podobnd normélnej matici alebo podobnd matici, ku ktorej existuje baza
z vlastnych vektorov je §pecidlnym pripadom Jordanovho kanonického tvaru matice. Budeme sa teraz zaoberat
pripadom, ked existuje len jedno vlastné ¢islo A matice A typu n x n, ktorého vlastny podpriestor ma dimenziu
mensiu ako n.

Vseobecne pre akikolvek maticu A typu n x n nemusi baza pozostavajica z vlastnych vektorov existovat. Opit
nerobime rozdiely v ozna¢eni medzi maticou A a operdtorom nasobenia touto maticou. Pre A € o(A)

Oznacme di(\) = dimker(A — XI)*. Zrejme je postupnost dj()\) neklesajiica, 0 = dy < di, na druhej strane
dr(\) < n pre Yk. Preto musi byt postupnost d(\) od istého indexu konstantni. Navyse sa d4 lahko ukézat, ze je
to prvy index, pre ktory plati di,1()\) = di()). Prvky priestoru ker(A — AI)¥, pre k > 1 sa nazyvaji zovieobecnené
vlastné vektory matice A (ak k =1 vlastné vektory matice A).

Budeme sa teraz zaoberaf pripadom, ked existuje len jedno vlastné ¢islo A matice A typu n x n, ktorého vlastny
podpriestor ma dimenziu mensiu ako n. Ukazeme, ze existuje baza pozostavajica z vhodne usporiadanych vlastnych
a zovieobecnenych vlastnych vektorov matice A. Maticu operatora T'a (ndsobenia maticou A) pri tejto baze potom
nazyvame Jordanov tvar matice A.

1. Pripad jediného vlastného vektora..

Definicia. Nech k € N, A € C. Matica k x k:

A0 0 0
1 X ... 0 0
Jk()\): 0 0
0 0 ... 1 A

sa nazyva Jordanov blok rddu k patriaci k vlastnému ¢islu A.

Najprv skumajme vlastné ¢isla, vlastné vektory a zovseobecnené vlastné vektory matice J3(Ao). Jej charakteri-
sticky polyném je (Ag — A)?. Jedinym vlastnym ¢islom je teda Ag. Lahko sa tiez zisti, Ze vlastny podpriestor patriaci

0 0 1
k tomuto vlastnému ¢islu je jednorozmerny a vlastny vektor je fy = [ 0 |. Akfb = 1 |, f5 = 0 |, tak
1 0 0

(Js(00) = XoDfs =2, (Js(ho) = XD =f1, (J3(Xo) — AoD)f =0.

Naopak, ak A je matica typu 3 x 3 a A je jej jediné vlastné ¢islo, pre ktoré je vlastny podpriestor jednorozmerny,
tak existuji zovseobecnené vlastné vektory e, es, e, pre ktoré (A — Al)e; = es, (A — Al)ex =e3, (A — M )eg = 0.
Vektory e1, es, e3 tvoria bazu priestoru C® pri ktorej je maticou zobrazenia A matica:

A0 O
1 X0
0 1 A

Vseobecne kazda matica s jedinym vlastnym ¢islom je podobné blokovo diagonalnej matici:
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Veta. Nech A je matica n xn s jedingm vlastngm céislom X. Nech dimker(A —\I) = m. Potom je matica A podobnd
blokovo diagondlnej matici

J:Jkl(/\)@JkQ(/\)@"'@ka(/\), ki >ko > ->kpm, ki +ke+--+kn=n.

Tdto matica sa nazyjva Jordanova forma matice A.

Presni definiciu pojmu blokovo diagonédlna matica A neuvedieme. Je to matica, ktord méa nenulové prvky nanajvys
v istych podmaticiach, ktorych hlavnd diagondla je ¢astou diagondly matice A. Napriklad Jo(\) @ Jo(A) @ Ji () je
matica tvaru:

A0 00 O A0 0 0 0
1X00 0 L A 00 0
00 X0 0] = 0 0 A0 0
00 1 X0 0 0 1 A 0
00 00 A 00 00 [

Teraz nacrtneme dokaz predchidzajicej vety. Kedze A je jediné vlastné ¢islo matice A, existuje k1 € N, pre ktoré
ker(T — AI)*1 = O, ale ker(T — AI)¥1=1 £ C™. Vyberme lubovolny vektor f € C", pre ktory (T — A[)¥1"1f £ 0 a
oznacme:

e =f, eo=(T—ADf, ..., ex, = (T — M)eg, 1 = (T — M\)F'7'f,

Ak by aje; + ases + -+ ag,er, =0, tak 0 = (T — A)*' 7' (aye; + ases + -+ + ag, e, ) = arep, a preto ag = 0.
Potom 0 = (T — AI)¥172(azey + -+ + ay,er,) = azer,. Teda aj az = 0. Takto mozeme pokracovat a ukdzat, ze
vietky a; su nulové, t.j. vektory e, es,...ex, si linedrne nezavislé.

Ak ki = n, tak vektory ej, es,...e, tvoria bizu priestoru C™ a lahko sa ukdze, 7e matica A vzhladom na tito
bazu je Jordanov blok J, ().

Ak k; < n, tak ndjdeme najvacsie mozné cislo ko, pre ktoré existuje taky vektor f € C”, {eq,eo,..., e, ,f} je
linedrne nezavislda mnozina a (A — AI)k2~1f #£ 0, (A — AI)*2f = 0. Oznaéime potom

eri1 =F, exo = (A=ADF, ..., ep4h, = (A — X)k271F,

zrejme vektory ey, es, ..., e, +k, tvoria linedrne nezdvisld mnozinu. Ak ky+ky = n je to bdza C™, ak nie pokratujeme
rovnako az kym nedostaneme ky + ko + ... kyy =n, k1 > ks > -+ >k, > 1 a bazu

€1,...,€k; 1,€; ...€n_1,€p.
Pri¢om tato baza spliia vztahy

(T_Al)el =es, (T_ /\I)eQ =e€e3,... a(T_ /\I)ekl—l = €, , (T_ /\I)ekl =0
(T - )‘I)ek1+1 =€k 42,5 ,(T - )‘I)ek1+k2*1 = €ky+ky (T - /\I)ek1+kz =0

(T — X)ep—k,,+1 = €n—p 12, (T —A)ep_1 =e€n, (T —A)e, =0.

Pri tejto baze je ma operdtor A maticu Jg, (A) ® Ji, () € Ji,, (A).
V pripade viacerych vlastnych ¢isel sa dé predchadzajici postup zopakovat so vietkymi vlastnymi ¢islami a tym
sa dokaze veta:

Veta o Jordanovom tvare. KaZdd matica A typu n x n s komplexnymi prvkami je podobnd blokovo diagondlnej
matici J, ktorej diagondlne bloky si Jordanove bloky prislusné k vlastngm éislam matice A. Matica J je uréend
jednoznacne aZ na poradie blokov.

Pozndmka. 7 predchadzajiiceho dokazu vidief, ze Jordanov tvar matice ma tolko blokov, kolko sa da néjst linesrne

nezavislych vlastnych vektorov. Pri hladani Jordanovho tvaru:

1. N&jdeme vlastné ¢isla matice A. Ak vlastné ¢islo A je k-ndsobnym koreriom charakteristického polynému, det(A —
AI), tak bloky Jordanovho tvaru matice A s vlastnym ¢islom A tvoria maticu k X k a je ich tolko, kolko vieme

najst linedrne nezavislych vlastnych vektorov patriacich k vl. éislu A.
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2. Pre kazdé vlastné &islo zistime, kolko vieme néjst linedrne nezavislych vlastnych vektorov a kolko potrebujeme
zov§eobecnenych vlastnych vektorov.

2a. Ak je len jeden blok, mézeme zvolit vlastny vektor f konkrétne (bez parametrov) a k nemu poéitat zovseobecnené
vlastné vektory ako riesenia sustavy (A — AI)x =f.

2b. Ak sa d4 najst viacero linedrne nezavislych vlastnych vektorov, ale menej ako k, tak musime hladaf aj
zovieobecnené vlastné vektory, bazu vlastnych vektorov véak mézeme uréit az v priebehu poéitania zovéeobecnenychlj
vlastnych vektorov. Napr. Ak k& = 3, a existujui len dva linedrne nezavislé vliastné vektory f;, f;. Potom potrebny
zovseobecneny vlastny vektor hladdme riesenim sistavy (A — A)x = sf; + tfs, a parametre s, ¢ zvolime tak,
aby rieSenie existovalo (nemusi existovat pre vsetky hodnoty parametrov).

Definicia. Nech A je matica typu n x n potom mnohoclen my(z) sa nazyva minimalny polyném matice A, ak pren
plati m7(T) = 0 a sticasne mr je delitelom kazdého mnohoclena p, pre ktory p(T") = 0.

Veta. Nech A je matica typu n x n. Ak o(A) = {A1,Aa,..., Ay}, tak minimdiny polyndm matice A je
ma(z) = (z = M) (z = A)*2 . (2 = Ak

kde k1 (ka, ... kp) je rozmer najvicésieho Jordanovho bloku matice A prislichajiceho vlastnému éislu A (A2, ..., \p).
Minimdlny polyndm je vidy delitelom charakteristického polyndmu.

Postup hladania Jordanovho tvaru a minimalneho polynému matice A ukdzeme na prikladoch:

-2 0 1 O
p (i1 . ) . -1 1 -4
Priklad 1. N&jdite Jordanov tvar a minim. polyném matice 4 00 1 2
-3 0 1 1
Riesenie: Charakteristicky polyném matice A je
—2-A 0 1 0
3 -1-A 1 -4 | 2
4 0 1-1 9 =AMA+1)*(A=-1)
-3 0 1 1-A

Prislusné vlastné vektory su:

1) PreA; =0 e =(1 1 2 1),

2) Pre =1 e;=(1 -1 3 2)7,

3) Pre \s = -1 f=(r s r r) . Zovieobecnené vlastné vektory nemusime hladaf, lebo pre A; existuji dva
linedrne nezavislé vlastné vektory
es=(0 1 0 0)'. eq=(1 0 1 1)
Teda minimélny polyném matice A je (A(A —1)(A + 1) a Jordanov tvar:

00 0 o0 1 1 01
{0 1 0 O .. _ 1 {1 -1 1 0
J = 00 -1 0 pricom A= PJP pre P = 9 3 0 1
00 0 -1 1 2 01
Priklad 2. Pre maticu A najdite jej Jordanov tvar J, minimdlny polyném a maticu P, pre ktordi A = PJP !,
-4 1 -3 7
-5 2 -2 6
A= -7 1-29
-6 1 -39
—4 - 1 -3 7 —4 - 1 -3 7
-5 2-A -2 6 | | -5 2-X =2 6 |
-7 1 —2-A 9 | |=34+2X 0 1-A 2 |
—6 1 -3 9—- A 24+ A 0 0 2- )
3-A 1 -3 7 -A 1 -3 7
_ 1 2—-\ =2 6 -1 2-X =2 6 |
T =14+ 0 1-A 2 0 0 1-X 2 |

0 0 0 2-A 0 0 0 2-A
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Pre A; = 2 dostaneme vlastny vektor:

—6 1 =37 61 -3 7 31 01 2
-5 0 -2 6 3
~|-50-261|]~]-30 02 — e =
-4 -1 0 -1 2 -1 0 -1 2 4
-6 1 -3 7 3
Pre Ay = 1 dostaneme
-5 1-37 -5 1-3 7 1
-5 1-26 00 1-1 _gé_i’_z e |1
-7 1-39 -2 0 0 2 10 0 1 Tl
-6 1 -3 8 -1 0 0 1 1
Vlastny podpriestor je jednorozmerny, hladiame vlastné zovieobecnené vektory:
-5 1-3 7|1 -5 1-3 71 0
-5 1-2 6|1 00 1-1]0 —f = 1
-7 1-39]|1 20 0 2|0 >~ 1o
-6 1 -3 811 -10 0 110 0

a ete musime hiadaf jeden zovseobecneny vlastny vektor (vieme, Ze blok je trojrozmerny):

-5 1-371]0 -5 1-3 710 0
-5 1 -2 6 1] _ 00 1-1/1}) . |3
-71-39 0 -2 0 0 210 3701
-6 1 -3 810 -10 0 110 0

Ak v priestore C* pouzijeme bézu B = {e1,es,e3,e4}, kde e; = f3, e3 = f5, e4 = 1, tak operétor T, ktorého matica
pri §tandardnej béze je M&(T) = A m4 pri baze B maticu J = ME(T), ktora je Jordanovym tvarom matice A.

-10 0 1
10 1-2
-31-3 5
30 0-2
FUNKCIE MATIC

Pre funkciu f analyticki v istej oblasti sa d4 definovat hodnota funkcie f(A4) pre maticu A, ak f je analyticka na
spektre matice A (t.j. v kazdom jej vlastnom &isle). Definovat sa d4 pomerne jednoducho pomocou Taylorovho radu

[ee] o0
funkcie f, napriklad ak f je analytickd v nule a f(z) = Y. ¢,2", tak sa moze stat, ze pre maticu A rad Y ¢, A"

n=0 n=0
oo
konverguje (v priestore vietkych matic s niektorou normou). Potom kladieme f(4) = Y ¢, A". Tento rad vsak
n=0

priamo oby¢ajne nemozno vypoé¢itat. Preto sa na vypocet f(A) pouziva Jordanova kanonickd forma matice.
Najprv pocitajme mocniny Jordanovho bloku zoberme najprv J4(0)

J1(0) =

0000
0000
1000 |
0100

0000
- 0000
Ja(0)” = 0000
0000
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Vidime, zZe diagonala obsahujica jednotky sa pri umocniovani posiuva a Ji(0)" = 0 pre Vn > k. Ak f je analytickd v
bode A, dé sa v jeho okolf vyjadrit ako Taylorov rad, do ktorého sa d4 lahko dosadit matica Jj,(A\) = Jx(0) + AI:

k—

2 f£(n) X f£(n) (n)
1= NG = po) = S W ) = 5 LN g
n=0 ’

n! n! n
n=0 n=0

Napriklad pre £k =4

) 0 0 0
i) f 0 0
f(Is(N) = | 120 'Y FO 0 (1)

L5 L5 0y

3l 2l
To vedie k definicii f(A), pre funkciu analyticki v kazdom bode spektra matice A:
Definicia. Nech A je matica, ktorej Jordanov tvar je J = J(A1) & J(A2) & --- & J(Am), kde J(A) je Jordanov blok

patriaci k vlastnému ¢éislu A, f je funkcia analytickd v kazdom bode spektra matice A a P je reguldrna matica, pre
ktord A = PJP~!. Potom

F)=fT) @ f(T2)) & @ fF(J(Am)) a f(A)=PfI)P".

Poznamenajme, ze vlastné éisla \; v oznaceni operdtora .J nemusia byt navzdjom rozli¢né.
Cvicenie.
-4 1 4
1. Pre maticu A= | —6 2 5 | vypocitajte f(A) pre
-5 1 5
a) f(z) =28 +22+1, b) f(z)=2%.
2. Pre maticu A néjdite Jordanov tvar, minimdlny polyném a matice exp(A), g(A), kde exp(z) = e
322 +22 —z+1.

2 -1 2
ca-(27) () A( _3 )
0 1 —4 —4
—1 0
4 -5 2 —4 =2 4 2 0
d. A= 5 =7 3 e. A= -3 1 2 f. A= 0 2
6 -9 4 —10 —4 9 0 0

15 28 -7
g A= -6 —-11 3 h. A=

2 4 0

OO
— O
B
|
b =
O~ — w— o oW
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