TEORIA LINEARNYCH OPERATOROV

Pripomerime, 7e operdtor z linedrneho priestoru X do linedrneho priestoru Y nad tym istym polom
(R alebo C) sa nazyva linedrny, ak pre Vz,y € X aVskaldr a T'(z +y) =Tz + Ty, T(az) = aTz.

Definicia. Nech XY sud linedrne normované priestory. Operator 7: X — Y sa nazyva ohraniceny,
JK > 0 také, ze pre Ve € X ||[Tz|| < K -||z]|.

V konecnorozmernych linedrnych normovanych priestoroch sui vsetky linedrne operatory ohranicené. V
nekonec¢norozmernych priestoroch nie. Predtym, nez si to ukdzeme na prikladoch, definujme este normu
ohrani¢eného linedrneho operatora. Pretoze sa v dalsom budeme zaoberat len linedrnymi operatormi,
priestormi a podpriestormi budeme slovo linedrny vynechivat. TakZe operator znamena linedrny operator,
(pod)priestor linedrny (pod)priestor.

Definicia. Nech X, Y st normované priestory a T: X — Y je ohrani¢eny operétor. Cislo
|IT|| = inf{K > 0:Vz € X ||Tz|| < K - ||z||}

sa nazyva norma operatora 7'.

Veta. Ak X,Y si normované priestory a T: X — Y je ohraniceny operdtor, tak

IITﬂ?II

1T = sup. 1Tz|| = sup. 1Tz|| = sup. IITafII—SUD

Dokaz. Na dokaz tejto vety si vSimnime, ze ak z € X, z # 0 a ||z]| < 1, tak

xr xr xr
- () | =t | (i) | <[ ()] < o,
x z|| ||| 2l|=1

Odtial vidiet, ze vetky styri supréma vo vete maji tu isti hodnotu M ako aj to, ze ||T|| < M.
Na dokaz nerovnosti ||T']| > M si staéi uvedomit, ze pre V. My < M 3z: ||z|| = 1, pre ktoré ||Tz|| > My,
a teda ||T|| > M.

el = ‘

Priklady ohranic¢enych a neohraniéenych operatorov.
1) V priestore X = R™ s normou ||{z1,...zn}|| = max ;| je operator nasobenia Iubovolnou maticou
1<i<

A € M,,,, ohranicteny operator. Ulohu uréif jeho normu prenechavame citatelovi.
2) Operator z prikladu 1) je ohraniceny aj pri [ubovolnej norme na R™ a ohraniceny je aj analogicky
operator C" — O™, Ur¢it vsak prisluéni normu je podstatne tazsie.
3) Nech X = C,4 je priestor véetkych spojitych funkcii na intervale (a,b) s normou ||z||s =

rr}zng> |z(t)]. Ak K = K(t,7) je spojitd funkcia definovand na (a,b) x (a,b), tak operdtor T: X — X,
te(a,

(Tx)(t f K (t,7)z()dr je ohraniceny. Ulohu uréit jeho normu prenechévame opit citatelovi.

4) Nech teraz X = C (a,b) je priestor vsetkych funkcii s C, ), ktoré maji spojitd prvi derivdciu so
suprémovou normou. Potom operétor diferencovania (T'z)(t) = z'(t) nie je ohrani¢eny. Vidiet to z toho,
7e pre x, = sinnt je ||z,]| = 1, ale ||Tz,|| = n (lebo (Tz,)(t) = ncosnt).

5) Ak zmenime normu v priestore C<1a7b> na [|z|| = ||z|leo + [|2'||oc, tak operdtor diferencovania bude

ohraniceny operator z C<1a b) do Cq.p)
Vztah medzi ohraniéenostou a spojitostou operatora.

Veta. Nech X, Y su normované priestory a T: X — Y je linedrny operdtor. Potom si nasledujice
turdenia ekvivalentné:

(i) T je spoyity,

(ii) T je spojity v O,

(iii) T je ohraniceny,

(iv) Jadro operdtora T je uzavrety podpriestor X .
Dékaz. Ak by nebol operator T ohraniceny, tak 3 {z,}52; C X, pre ktoré ||z,]| = 1 a lim [|Tz,|| = oo
Potom pre y, = (1/|Tzy]||)zy je limy, = 0, ale imTy,, # 0, teda T nie je spojity v 0. To dokazuje
implikaciu (ii) = (iii). Dokaz ostatnych implikécii je jednoduchy (a prenechdme ho citatelovi).

Pozndmka. Operdtor X do R alebo C sa nazyva funkciondl. Linedrne aj nelinedrne funkciondly maju
vyznamnu tlohu napr. vo variatnom pocte, tedrii distribicii (zovseobecnenych funkcif) a v tedrii slabych
rieseni diferencidlnych rovnic.

17
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Priklad. Nech X je priestor vsetkych komplexnych (redlnych) postupnosti a
or: X = C (X = R) je evaluaény funkciondl: pre x = {x,}°2, ¢rz = zj.

@k je ohraniceny linedrny funkciondl na [°° aj I? pre vsetky p € (1,0c) a mé vo vetkych uvedenych
pripadoch normu 1.

Podobne na priestore C(, 3y je ohranicenym funkciondlom gz = 2()) pre kazdé A € (a,b) a mé normu

loall = 1.

Reprezentacia linearneho funkcionalu na Hilbertovom priestore.

Veta (Rieszova, o reprezentécii lin. funkcionalu). Nech H je komplexny Hilbertov priestor, p: H — C je

spojity linedrny funkciondl. Potom existuje prdve jeden prvok f € H taky, Ze p(g) = (g,f) preVg € H.
Na dokaz tejto vety treba niekolko délezitych pojmov a jednoduchych tvrdeni.

Veta o ortogondlnej projekcii. Nech H je Hilbertov priestor a ) # K C H je jeho uzavretd konvexznd

podmnozina (t.j. k, € K, limk, =k = k€ K a k), ko€ K = %(kl + ko) € K ). Potom pre kazdé

h € H existuje prdve jeden prvok hy € K, taky, Ze ||h — ho|| = inf{||h — k||: k € K}

Dékaz. Pre kazdé n existuje g, € K, pre ktoré inf{|h — k||: k € K} =6 < |h — g,|| < 6 + L. Teda

lim ||h — gn|| = 6. Postupnost (g,,) je potom cauchyovska: Podla rovnobeznikového pravidla plat{

gm = 9all* = 1(gm = h) + (h = ga)[I* = 2(llgm — 2> + I = gull* = (gm — 2) = (B = g2)|I”

1
= 2llgm — BII* + 2/Ih = gall* = 4l15(9m + gn) = AII* < 2llgm = BI* + 2][h = gal|* - 46* — 0

Preto 3 lim ¢, = ho. Tento prvok zrejme splna vzfah |[h — hol| = 0. Ak by existoval este jeden prvok

n—o0

ko, spliajici |[h — kol| = 0, tak by sme dostali podobne
1
o —koll* = I[(ho—h)+(h—ko)[I* = 2(||ho—Rl|* +[|h—kol|* = || ho+ ko —2h||* < 452—4||§(h0+ko)—h||2 <0

Teda h() = ko.

Prvok hg sa nazyva ortogondlna projekcia vektora h na mnozinu K, v Specidlnom pripade, ked K
je uzavrety linedrny podpriestor Hilbertovho priestoru H je zobrazenie, ktoré priradi vektoru h € H
jeho ortogondlnu projekciu na K linedrnym ohrani¢enym zobrazenim. Obvykle sa oznacuje Pk a nazyva
ortogondlny projektor na podpriestor K. Lahko sa ukaze, ze pre vietky h € H je prvok h — Pgh kolmy
na kazdy prvok z K, teda h = Pxh + (h — Pgh) urcuje jednoznacény rozklad prvku h na sucet prvku
Pxh € K a (h— Pgh) € K+ = {f € H: (f,k) = 0 pre Vk € K} Linedrny priestor K+ nazyvame
ortogonalny doplnok mnoziny K.

Doékaz Rieszovej vety. Jadro funkciondla ¢ oznacime K = {x € H: ¢(x) = 0. Pretoze je ¢ spojity
funkcional, K je uzavrety linedrny podpriestor H. Ak by K = H, tak ¢ = 0 a staéf zobrat f = 0.
Predpokladajme teda, 7e K # H, potom 3z; € K=, |[z1]| = 1. Pre vietky ¢ € H potom prvok

y = p(g)z1 — p(z1)g splna

) = p(e(g)zr — w(x1)9) = @(g)v(x1) — P(z1)p(g) =0 = y € K.
= 0= (y,71) = (p(g9)r1 — p(x1)g,21) = ¢(9) — p(21)(9,71) = ¢(9) = (9, p(z1)z1)

Staéi teda polozit f = p(x1)z1.
Na dokaz jednoznac¢nosti predpokladajme, ze 3f,h € H, pre ktoré p(z) = (z,f) = (z,h) a teda
(x,f —h) =0 pre kazdé x € H. Preto aj (f —h,f —h) =||f = hl|> =0, t.j. f=h.

Spektrum linearnych operatorov.

D4 sa ukdzat, ze R™ aj C™ je pri kazdej norme dplnym priestorom a vietky linedrne operdtory z R™
(C™) do R™ (C™) su spojité. Z linedrnej algebry vieme, 7e sa daji uré¢it pomocou matice, ktord zavisi
od baz v prislusny podpriestoroch.

Obmedzme sa teraz na pripad m = n a za obe bazy zoberieme Standardni bazu B = {e;,es,...,e,},
kde e; = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0), ..., e, = (0,0,...,1). Ak pouzijeme euklidovski normu a
skaldrny sticin, tato baza je ortonormalna a lahko uréfme maticu operdtora T7: C" — C™ ME(T) = (aij),
kde a;; = (Tej, e;), lebo siradnice vektora Te; pri standardnej bédze (j-ty stipec matice ME(T) uréuje
Fourierov rozvoj: Te; = Y i (Tej, e;)e;.
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Takto dostaneme linedrne zobrazenie, ktoré operatoru priraduje jednoznaéne maticu a navyse skladaniu
operdtorov zodpovedd ndsobenie matic. Operdtory v kone¢norozmernych priestoroch mézeme stotoznit
s ich maticami vzhladom na pevne zvolené bazy. Preto mnoho otdzok o koneénorozmernych operdtoroch
vieme zodpovedat pomocou ich matic.

Pripomefime ako sa hladaji vlastné ¢isla a vlastné vektory operatora C™ — C™. Identicky operator
aj jednotkovi maticu budeme oznacovat I.

Definicia. Vektor f € C"™ sa nazyva vlastnym vektorom matice A € M,, ,, patriacim k vlastnému ¢islu
A, ak £ #£ 0 a Af = A,

Analogicky sa definuje vlastné ¢islo a vlastny vektor pre operdtor T: X — X (aj na nekone¢norozmernom|j
priestore)

Definicia. Nech X je normovany priestor a T: X — X je linedrny operdtor. Vektor f € X sa nazyva
vlastnym vektorom operatora T' patriacim k vlastnému ¢islu A, ak f # 0 a Tf = Af.

A je vlastné ¢islo matice A prave vtedy, ked det(A — AI) = 0. To je ekvivalentné s podmienkou, ze
matica A — Al nie je regularna, t.j. neexistuje k nej inverznd matica. Zo zakladnej vety algebry vieme
tiez, 7e kazd4 matica (kazdy operdtor v kone¢norozmernom priestore) m4 vlastné ¢islo, méze vsak nemat
redlne vlastné ¢isla. V nekoneénorozmernom pripade nemusi mat linedrny ohrani¢eny operdtor Ziadne
vlastné ¢islo a teda ani vlastny vektor. Namiesto vlastnych ¢isel sa zavadza v§eobecnejsi pojem spektrum
operédtora. Budeme ho definovat len pre tiplne normované (Banachove) priestory.

Definicia. Nech X je komplexny Banachov priestor a Nech 7: X — X je ohranic¢eny operator. Potom
mnozinu
o(T) = {\ € C: neexistuje ohraniceny (T — A\I) '}

nazyvame spektrum operédtora T'.

Analogicky definujeme spektrum operatora v redlnom Banachovom priestore:
o(T) = {\ € R: neexistuje ohraniceny (T — A\I)~'}

V pripade operatora v konec¢norozmernom priestore splyva spektrum s mnozinou v8etkych vlastnych
¢isel a vieme, ze v redlnom priestore méze byt prazdnou mnozinou (najdite priklad). Pomocou tedrie
analytickych funkcif sa d4 ukézat, ze v Komplexnom Banachovom priestore je spektrum ohrani¢eného
operatora vzdy neprazdna uzavretd ohrani¢end mnozina.

Znéme je, 7e v konetnorozmernom pripade operdtor T mé diagondlnu maticu vzhladom na bézu
pozostavajicu s vlastnych vektorov matice A (nie pre vietky operatory takd baza existuje). Taka baza
sa d4 ndjst napr. pre vsetky redlne symetrické matice. Spektrdlna tedria sa zaoberd vztahom medzi
spektrom a geometrickou struktirou operatorov.

Skor, nez uvedieme priklady spektier niektorych operatorov, zavedieme pojem adjungovaného operatorall
a spektrum rozdelime na isté dolezité podmnoziny. Pre operdtor 7' bude N(7T') znamenat jeho jadro, t.j.
nulovi mnozinu: {x € X: Tx = 0}, R(T') bude znacit obor hodnot 7.

Veta. Nech T je ohraniéeny operdtor na komplexnom Banachovom priestore X . Ak oznacime

1) 0,(T) ={A € C: N(T — X\I) # {0}} (bodové spektrum),

2) 0.(T)={Ae€ C: N(T-XI) ={0}, R(T—X\I) # X, ale kazdy prvok z X je limitou postupnosti prvkov
z R(T — M)} (spojité spektrum,),

3) 0.(T) ={XA € C: N(T — X\I) = {0}, R(T — X\I) # X, a nie kazdy prvok z X je limitou postupnosti
prokov z R(T)} (rezidudlne spektrum),

4) p(T)={ e C: N(T — XI) ={0}, R(T — \I) = X} (rezolventnd mnoZina)
Potom su vsetky Styri mnoZiny navzdjom disjunkiné a
C=0,(T)Uo(T)Uo.(T)Up(T).
Ak X > ||T|, tak X € p(T) a p(T) je otvorend mnoZina.

Dékaz. To, ze uvedené mnoziny si disjunktné a plati C = 0,(T) U 0.(T) U 0,(T) U p(T), je priamym
dosledkom ich definicie. Ukazeme, ze || > ||T'|| = (T — AI) mé ohrani¢eny inverzny operator.

Ak oznacime pre operatory 77,75 je ich sucin TTy operdtor, ktory vznikne skladanim zobrazeni
(TyTox = Ty (Thx)), tak sa lahko ukéze, ze || Ty Ty || < ||T:||||T:|| a pre mocniny || 77| < ||T||*. Okrem toho
sa d4 lahko ukézat, ze priestor L(X) véetkych ohrani¢enych operdtorov na Banachovom priestore je pri
tejto norme sdm Banachovym priestorom. Predpokladajme, ze |A| > ||T'||. Potom rad

T
- 1.
b

oo

Zl Z ! je geometricky skvocientomZ
»\x) s Y N

n=0
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Pomocou tplnosti priestoru priestoru L(X) sa lahko ukdze, ze tento rad konverguje a jeho limita je
(M —-T)~1

Definicia. Nech T je ohraniceny operator na Banachovom priestore X a o(T') je jeho spektrum, potom
spektralny polomer operatora T je ¢islo

r(T) =sup{|A\: A e o(T)}.

Spektralny polomer operdtora sa d4 vypoéitat pomocou nasledujiceho vzorca:

Veta. Nech T je ohraniceny operdtor na Banachovom priestore X. Potom existuji lim,_, . [|T"]| l/n

infen 177" a plati
r(T) = inf ||Tn||(1/n) = lim HTnH(l/n) -
neN n—o0

Ak X je Hilbertov priestor, potom ku kazdému ohranicenému operatoru T' € L(X) existuje prave
jeden operdtor T* € L(X), pre ktory je (T'z,y) = (z,T*y) pre vSetky z,y € X. Tento operdtor sa nazyva
adjungovany k operatoru 7', alebo Hermitovsky zdruzeny k operatoru 7" a v istom zmysle hra dlohu prvku
L(X) “komplexne zdruzeného” k T.

Lahko sa ukdze, ze plat{ tvrdenie:

Veta. Ak T je ohraniceny operdtor na Hilbertovom priestore X. Ak T md inverzny operdtor U (TU =
UT =1I), potom aj T* je invertibilng a (T*)"1 = U*. B

Clislo X patri do spektra operdtora T vtedy a len vtedy, ked X patri do spektra operdtora T*.
Doékaz. Nech z € X. Potom (T*U*z,y) = (U*z,Ty) = (z,UTy) = (z,y) = (T*U*x —z,y) = 0 pre
Yy € X. Pre y = T*U*x — z dostaneme (T*U*z — z,T*U*x — z) = 0, teda z = T*U*z, podobne aj
UT*x =z, ¢ize T*U* =U*T* =1
Priklad. Nech operdtor T: 12 — [? postiva postupnost z 12 o jedno miesto vpravo, t.j.
T(xg,x1,22,%3...) = (0,20, 21,...). Urcte jeho normu, urcte T* a o,(T'), 0,(T*); o(T), o(T*).

Veta. Operdcia * v priestore ohranicenych operdtorov na Hilbertovom priestore X ma nasledujice vlast-
nosti (pre ¥V operdtory S,T,Va € C):

(1) I*:Iz 0*:07 (5) (T*)*:T’
(2) (S+T) =5"+1T", (6) |7l = |7
(3) (oT)" =aT™, (7) T*T = (T*T)*, ||T*T|| = || T|*.

(4) (ST)* =TS,
Dékaz. Veta je trividlnym dosledkom definicie. Trocha tazsie s len ddkazy poslednych dvoch tvrdeni.

Ukdzeme ||T*|| = ||T||: Pre kazdé z € X ||T*z|* = (T*z,T*z) = (TT*z,z) < ||[TT*z||||z| <
ITHNT*z||||lz]] = [IT*z| < |[T||||z|]. Teda T* je ohraniteny a jeho norma je ||T*|| < ||T||]. Opacni
nerovnost dostaneme z rovnosti (T*)* = T.

Teraz méme ||T*T|| < |T*|[IT]| = |IT|]* a sacasne ||Tz|* = (T*T=z,z) < |T*Tzl|||zl| < [|TT]l]|=],
odtial dostavame [|Tz|| < /||T*T||||lz|| = ||T||*> < ||T*T]||.
Priklad. V priestore C" s obvyklym skaldrnym sicinom je dany linedrny operator 7. Ak A je jeho
matica vzhladom na §tandardnu bazu, akd je matica operatora T7*?

Definicia. Nech X je Hilbertov priestor. Operdtor T' € L(X) sa nazyva normalny, ak T*T = TT™*.

Vieme u?, ze spektralny polomer operdtora s normou 1 moéze byt aj nula (napr. Volterrov integralny
operator, matica (? 8)) Pre normadlne operatory to nie je mozné, lebo pre ne norma a spektralny
polomer st tie isté ¢isla.

Veta. Ak T je normdlny operdtor na X, potom plati:
(1) Ve € X ||T*z|| = ||Tz||, $pecidine, Tz =0 < T*z =0.
@) |IT*T| = T?|| = |T|]”
(3) r(T) = [T

Dékaz. (1): ||T*x|* = (T*z, T*x) = (TT*z,x) = (T*Tx,z) = (Tz, Tx) = ||Tz||*
(2) vyplyva z (1): pre y = Tx dostaneme || T*Tz|| = ||[T*y|| = ||Ty| = || T>z]|.

(3): Z (2) vyplyva pre kazdé prirodzené éislo k || T2 = || T|*". Teda
r(T) = Tim [T/ = Jim [72) = lim |7 = |7

n—oo
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Predchadzajiica veta sa da pouzit na vypocet normy matice (vzhiadom na euklidovskd normu). Ak
povazujeme maticu A za maticu operdtora pri standardnej baze lahko vypocitame maticu A*A. T4 je
normdalna a preto je jej norma rovnd spektrdlnemu polomeru, v tomto pripade maximu vlastnych ¢isel
(vsetky su nezdporné). Pritom vieme, ze ||A|| = /||A*A||. V Nasledujicom priklade sa pouzije tdto veta
na vypocet normy aj v nekone¢norozmernom pripade.

Priklad. Urcte normu a spektrdlny polomer operdtora

T: L3, — L3, (T2)(t) = [y 2(r)dr

Vieme, ze formadlne ten isty operdtor na priestore spojitych funkcii so suprémovou normou mé normu 1
(dokaz je jednoduchym cvicenim). V priestore L? je ||T|| = 2/n. Ukazuje sa to pomocou vypoctu normy
T*T.

Ukdzme najprv, ze (T*y)( ft

(T, y) = /0 (T2) (g Bt = /0 /0 (r)dr gDyt

Pouzijeme integrovanie per partes pre u(t) = ftCE(T), v = y(t) aut) = z(t), vt) = —ftl y(r)dr
(uv(0) = wov(1) = 0):

(z,T*y) = (Tz,y) = /01 x(t) /tl y(r)dr = Ty = /tl y(r)dr.

A podobne per partes pocitame aj (T*T'z)(t):

(T*"Tz)( / / s)dsdr =

u(r)=1, u(r) =1, ’UT:/O z(s)ds, v():a:(T)‘

_ {T /Orx(s)ds}: —/tlm(f)df - /Olz(s)ds—t/otw(s)ds—/tlTw(T)dT.

A riesime pre A > 0 rovnicu T*Tz = Az, tak ,7e predchadzajici vztah dva razy zderivujeme:

(T*Tz)(t) = \z(t) = /01 x(s)ds —t/ota:(s)ds - /tl Tz (T)dr

= \z'(t) = —/0 z(r)dr — tz(t) + tx(t), =(1)=0
= M"'(t) = —z(t) 2'(0)=0

Odtial z(t) = aexp(it/v/\) + bexp(—it/v/A) a z podmienok z(1) = 2/(0) = 0 dostaneme, vlastné ¢isla
operatora T*T: A\, = (% +n) 2772, n=0,1,2.... D4 sa ukdzat, ze spektrum operdtora T*T obsahuje
okrem tychto vlastnych ¢isel iba ¢islo 0 (to, ze obsahuje 0 = lim A,, vyplyva z uzavretosti spektra). Preto
je normou tohoto operatora najvii¢sie z jeho vlastnych ¢isel, t.j. ||T*T|| = 4/7* a preto T = 2/7.

INVARIANTNE PODPRIESTORY

Cielom spektralnej analyzy operdtora T' € L(X) je najst uzavreté linedrne podpriestory L C X, také,
ze Vx € L Tz € L a pritom zizenie operdtora T na podpriestor L je ¢o najjednoduchsi operator.

Definicia. Nech X je Hilbertov priestor a nech T je ohranic¢eny operdtor na X. Uzavrety linedrny

podpriestor L sa nazyva

a) invariantny vo¢i T ak TL C L,

b) redukujiici pre T, ak TL C L aj TL*+ C L*, kde L+ = {z € X: (z,y) = 0 pre Vy € L} sa nazyva
ortogonalny doplnok priestoru L C X v priestore X.

c¢) hyperinvariantny pre T, ak je invariantny, pre kazdy operator A, pre ktory AT = T A.

Uzavreté podpriestory Hilbertovho priestoru sa daju stotoznit s operdtormi ortogonalnej projekcie na
podpriestor:
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Definicia. Nech X je Hilbertov priestor a nech L je jeho uzavrety podpriestor. Potom sa kazdy prvok
z € X d4 jednoznacéne napisat v tvare z; + x2, 21 € L, x5 € L, operdtor P, pre ktory je Pz = z; je
spojity linedrny operator a nazyva sa ortogondlny projektor na podpriestor L.

Fakt, ze podpriestor je invariantny vzhladom k operatoru T sa d4 vyjadrif pomocou projektora na
tento podpriestor:

Veta. Nech T je ohraniceny linedrny operdtor na Hilbertovom priestore X, nech L C X je uzavrety
linedrny podpriestor X a P ortogonalny projektor na L. Potom

(i) P = P* (P je samoadjungovany),

(ii) L je invariantny voéi T vtedy a len vtedy, ak PTP = TP,

(iii) L je redukugici pre T vtedy a len vtedy, ak PT = TP <= PT* =T*P.

(iv) L je redukujici pre T vtedy a len viedy, ak je invariantnyg voéi T aj voci T*.

Spektralny rozklad operdtora, znamend néjdenie dostatoéne velkého po¢tu invariantnych a najlepsie re-
dukujicich a hyperinvariantnych podpriestorov, na ktorych sa sprava dany operator, ¢o najjednoduchsie.
Najprv uvedieme vetu o spektralnom rozklade kompaktného normalneho operatora, ktord méa aplikacie
najmé pri riesen{ integralnych a diferencidlnych rovnic. Potom sa podrobnejsie budeme zaoberat spektralnymf
rozkladom v kone¢norozmernom pripade.

Definicia. Nech X je Hilbertov priestor. Operdtor T' € L(X) sa nazyva kompaktny, ak plati:
Pre kazdu ohranic¢ent postupnost {z,,} C X sa z postupnosti {Tz,} da vybrat konvergentnd podpos-
tupnost.

Ak X je vlastné ¢islo operdtora T' € L(X), tak podpriestor E(A) = {# € X: Tz = Az} sa nazyva
vlastny podpriestor patriaci k vlastnému ¢islu A.

Veta. Ak X\ # 0 je vlastné éislo kompaktného operdtora, tak
dim E(\) = dim{z € X: Tz = Az} < o0.

Veta. (Spektrdlna veta pre kompakinyg normdlny operdtor) Nech T € L(X) je kompakiny a normdlny
operdtor na Hilbertovom priestore X. Potom plati:
(i) Ak X # \; st vlastné cisla operdtora T, tak E(N;) L E(A;).
(ii) Ewistuje postupnostv(/\n)ﬁf:l, N € N alebo N = oo vlastnijch ¢isel operdtora T a postupnost vlastnych
vektorov ey, |len|| = 1, pre ktord plati

Ten = Mnen, M| =TI, PMos1] < |AnVn < N lim [An] =0 ak N = 0.

A kazdy vektor x € X sa dd jednoznacne napisaf v tvare

N
a::a:0+2(a:,en)en, 29 LEMAni1)Vn:0<n <N, Tzg=0.

n=1

(iii) o(T) ={An:n <N}, ak N < o0, o(T) = {\p: n < N}U{0}, ak N = 0.
(iv) Vsetky podpriestory E(\,) st redukujice a hyperinvariantné pre T

Poznamenajme, ze vacsina ortogondlnych systémov pouzivanych v aplikdcidch (goniometrické funkcie,j
ortogondlne polynémy, specidlne funkcie) je systém vlastnych vektorov niektorého kompaktného samoad-
jungovaného operatora.
Doékaz. (i): Pre kazdé X € 0,(T) je X € 0,(T*), lebo operdtor A\ — T je normdlny, t.j. ak (A\I —T)e = 0,
tak aj (Al —T*)e = 0 (ker N = ker N* pre kazdy normélny operator). Ak teraz A # u si vlastné ¢isla
normdalneho operatora T s vlastnymi vektormi e, f, tak

Ae,f) = (Te.f) = (e,T7f) = (e,uf) = ple,f) = (A—p)(e,f)=0,(e,f) =0.

Teda (i) plati pre kazdy normélny operator.
Dokaz tvrdenia (ii) je zaloZzeny na tom, ze kazdy normdlny operdtor T' ma spektralny polomer
r =r(T) = ||T]| a tu ho iba naznac¢ime.

IT|| = sup ||Tz|| = 3 postupnost (z,) C X: ||z,]| = 1, lim ||Tz,|| = ||T]| .

z||=1

Ak je operdtor navyse kompaktny, d4 sa postupnost (z,) vybrat tak, aby bola postupnost (Tz,) kon-
vergentnd. D4 sa potom ukdzaf, Ze limita tejto postupnosti je vlastny vektor operdtora T*T s vlastnym
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¢islom ||T||%. Vlastny podpriestor operatora T*T patriaci k vlastnému ¢islu ||T||? je koneénorozmerny a
redukujici pre T'. Preto v nom existuje vlastny vektor aj pre operdtor T'. Ak je to e, tak plati Te = \e pre
nejaké A € C. Mozeme predpokladat, ze |le|| = 1. Potom |A||? = (Te,Te) = (T*Te,e) = ||T|*(e,e) =
I7IP.

Teda existuje vlastné ¢islo operdtora T', ktorého absolitna hodnota je ||T'||, ozna¢me ho A;. Prislusny
vlastny podpriestor E()\) je aj vlastnym podpriestorom (pri vlastnom éisle \) operatora T*. Preto
je priestor X st¢tom dvoch podpriestorov redukujicich operdtor T: X = E()\) + E(A\)*. E()) je
koneénorozmerny. Dékaz tvrdenie (ii) sa dokonéi zopakovanim rovnakych argumentov pre operdtor T'
zizeny na E(\)*, ktory je tiez kompaktny normalny.

Tvrdenia (iii) a (iv) st lahkym désledkom toho, ze pre normalny operdtor Tz = Az => T*z = Az
a faktu, ze identicky operdtor ne nekone¢norozmernom priestore nie je kompaktny.



