
Hilbertove priestoryVe�lk�e mno�zstvo aplik�a
i�� maj�u line�arne normovan�e priestory, v ktor�y
h norma je odvoden�a od skal�arneho(vn�utorn�eho) s�u�
inu, podobne ako v be�znom trojrozmernom euklidovskom priestore. Budeme pou�z��va�tline�arny priestor, v ktorom skal�ary s�u komplexn�e �
��sla, v�a�
�sina de�n��
i�� v�sak plat�� aj pre re�alne line�arnepriestory.De�n��
ia. Ne
h H je komplexn�y line�arny priestor. Vn�utorn�ym s�u�
inom (skal�arnym s�u�
inom) naz�yvamezobrazenie, ktor�e ka�zdej dvoji
i vektorov f; g 2 H prirad�� skal�ar (f; g) tak, �ze pre �lubovo�ln�e vektoryf; g; h 2 H a pre �lubovo�ln�y skal�ar � plat��(IP1) (f + g; h) = (f; h) + (g; h) (adit��vnos�t),(IP2) (�f; g) = �(f; g) (homogenita),(IP3) (f; g) = (g; f) (symetria),(IP4) (f; f) > 0 pre f 6= 0 (kladn�a de�nitnos�t).Z podmienok (IP1){(IP4) sa �lahko dok�a�zu rovnosti:(IP5) (f; g + h) = (f; g) + (f; h),(IP6) (f; �g) = �(f; g)Cvi�
enie. Dok�a�zte (IP5) a (IP6) a rovnos�t 8h 2 H (0; h) = (h; 0) = (0; 0) = 0.Form�alne rovnako sa de�nuje aj vn�utorn�y s�u�
in v re�alnom line�arnom priestore (mô�zeme vyne
ha�t znakpre komplexne zdru�zen�e �
��slo v (IP3). Pr��kladom re�alneho skal�arneho s�u�
inu je obvykl�y skal�arny s�u�
in vR3: �(x1; x2; x3); (y1; y2; y3)� = x1y1 + x2y2 + x3y3 ;v C3 m�a pred
h�adzaj�u
i vn�utorn�y s�u�
in podobu�(x1; x2; x3); (y1; y2; y3)� = x1y1 + x2y2 + x3y3 :Uk�a�zeme teraz, �ze aj v R3 obvykl�a de�n��
ia normykfk =p(f; f)sa d�a zov�seobe
ni�t na �lubovo�ln�y priestor so skal�arnym s�u�
inom. Potrebujeme na to nasledovn�u ve�lmi�
asto pou�z��van�u nerovnos�t:Veta (S
hwarzova nerovnos�t). Ne
h (f; g) je vn�utorn�y s�u�
in na line�arnom priestore H. Potom pre8f; g 2 H j(f; g)j � kfk kgka rovnos�t j(f; g)j = kfk kgk plat�� pr�ave vtedy, ke�d s�u vektory f; g line�arne z�avisl�e.Dôkaz. Ak f = 0 alebo g = 0 tvrdenie je pravdiv�e, ak s�u oba nenulov�e, tak pre ka�zd�e �
��slo �0 � (f � �g; f � �g) = (f; f)� �(f; g)� �(g; f) + ��(g; g)Ke�d polo�z��me � = (f; g)=(g; g) dostaneme odtia�l0 � (f; f)� (g; f)(f; g)(g; g) � (f; g)(g; f)(g; g) + (g; f)(f; g)(g; g)2 (g; g) =) (g; f)(g; f)(g; g) � (f; f)=) j(f; g)j2 � (f; f)(g; g) =) j(f; g)j � kfk kgk; :Pritom rovnos�t 0 = (f ��g; f ��g) znamen�a f��g = 0, t.j. f; g s�u line�arne z�avisl�e. Ak naopak f = �g,tak j(f; g)j = j(�g; g)j = j�j(g; g) = �kgk kgk = kfk kgk :Teraz sa d�a �lahko uk�aza�t, �ze kfk je norma na H :Pod�la (IP4), ak f 6= 0, tak kfk > 0, ak f = 0, tak pod�la (IP2) (� = 2; f = g = 0) (0; 0) = (2 � 0; 0) =2 � (0; 0) a teda (0; 0) = 0. T�ym je dok�azan�a nez�apornos�t a kladn�a de�nitnos�t normy.Pod�la (IP2) a (IP6) 8� 2 C, 8f 2 Hk�fk2 = (�f; �f) = ��(f; f) = j�j2kfk2 ;�
o znamen�a, �ze norma je aj homog�enna.Na dôkaz trojuholn��kovej nerovnosti vezmime f; g 2 H a po�
��tajmekf + gk2 = (f + g; f + g) = (f; f) + (f; g) + (g; f) + (g; g) = (f; f) + 2Re(f; g) + (g; g)= j(f; f) + 2Re(f; g) + (g; g)j � (f; f) + 2j(f; g)j+ (g; g)a pod�la S
hwarzovej nerovnosti dostaneme odtia�lkf + gk2 � (kfk2 + 2kfk kgk+ kgk2) = (kfk+ kgk)2 =) kf + gk � kfk+ kgk :8



FA 9De�n��
ia. Priestor s vn�utorn�ym s�u�
inom, ktor�y je pri norme kfk =p(f; f) �upln�y normovan�y priestorsa naz�yva Hilbertov priestor.Pr��klady priestorov s vn�utorn�ym s�u�
inom.1. V Cn (aj v Rn) vyberme pevne n-ti
u kladn�y
h �
��sel v = (v1; v2; : : : ; vn). Potom pre e = (e1; e2; : : : ; en),f = (f1; f2; : : : ; fn) (e; f) = nXk=1 vkekfkje vn�utorn�y s�u�
in.2. V priestore l2 v�setk�y
h postupnost�� xn komplexn�y
h �
��sel, pre ktor�e je rad Pn jxnj2 konvergentn�y jevn�utorn�ym s�u�
inom (x; y) = 1Xn=0xnyn :Dok�a�zte, �ze pred
h�adzaj�u
i rad konverguje a �ze je n��m de�novan�y vn�utorn�y s�u�
in.l2 je Hilbertov priestor, niektor�� autori ho naz�yvaj�u klasi
k�y Hilbertov priestor. Neskôr uk�a�zeme, �zeka�zd�y Hilbertov priestor sa d�a v istom zmysle reprezentova�t pomo
ou l2.3. Ne
h I je interval L2(I) je priestor v�setk�y
h funk
i�� f : I ! C, pre ktor�e je funk
ia jf(t)j2 lebesgueovskyintegrovate�ln�a na I . Potom (f; g) = ZI f(t)g(t)dtje vn�utorn�y s�u�
in na L2(I). Aj tento priestor je �upln�y, teda Hilbertov. Netrivi�alny dôkaz �uplnostivyne
h�ame.4. Ne
h H20 je priestor v�setk�y
h komplexn�y
h funk
i�� spojit�y
h v kruhu fz 2 C : jzj � 1g a analyti
k�y
hv otvorenom kruhu fz 2 C : jzj < 1g. Potom(f; g) = 12�i Zjzj=1 f(z)g(z)z dzje skal�arny s�u�
in. Priestor H20 nie je v�sak �upln�y. Jeho z�uplnenie je priestor H2 (Hardyho) t�y
hfunk
i�� analyti
k�y
h v kruhu fz : jzj < 1g, pre ktor�e existuje pre takmer v�setky t 2 (0; 2�) f(eit) =limr!1� f(reit) a t�ato funk
ia patr�� do L2h0; 2�i. Pre aplik�a
ie je navy�se dôle�zit�e, �ze ak fn ! fv H20 (teda pod�la normy) tak postupnos�t fn konverguje k funk
ii f dokon
a rovnomerne na ka�zdomuzavretom kruhu fz : jzj � r < 1g (t.j. konverguje v ka�zdom bode tohoto kruhu a r�y
hlos�t konvergen
iepostupnosti fn(z0)! f(z0) nez�avis�� od bodu z0. Dôkaz tohoto faktu je jednodu
h�a aplik�a
ia Cau
hyhointegr�alneho vzor
a a S
hwarzovej nerovnosti:f(z0)� fn(z0) = 12�i Zjzj=1 f(z)� fn(z)z � z0 dz =) jf(z0)� fn(z0)j = 12� ������� Zjzj=1 f(z)� fn(z)z � z0 dz�������= 12� ����Z 2�0 �f(eit)� fn(eit)� eiteit � z0dt���� � kf � fnk2 � 1(1� r)2Ak je norma odvoden�a od skal�arneho s�u�
inu, tak pre �nu plat�� rovnobe�zn��kov�e pravidlo:kx+ yk2 + kx� yk2 = 2kxk2 + 2kyk2Cvi�
enie. Dok�a�zte rovnobe�zn��kov�e pravidlo a interpretujte ho v R2. Uk�a�zte, �ze supremova norma vpriestore Ch0; 1i nesp�l�na rovnobe�zn��kov�e pravidlo a teda ned�a sa odvodi�t zo �ziadneho skal�arneho s�u�
inu.N�avod. Dosa�dte do rovn. pravidla funk
ie x(t) = t2, y(t) = 1Poznamenajme, �ze rovnobe�zn��kove pravidlo v R2 je jednodu
h�ym dôsledkom kos��nusovej vety.Ortogon�alne syst�emyV priestoro
h so skal�arnym s�u�
inom mô�zeme de�nova�t aj uhol dvo
h vektorov a osobitne je dôle�zit�ede�nova�t pojem navz�ajom kolm�y
h vektorov. Kvôli zjednodu�seniu budeme pra
ova�t v �upln�y
h priestoro
h.
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ia. Ne
h H je Hilbertov priestor vektory f; g 2 H sa naz�yvaj�u ortogon�alne, ak (f; g) = 0.Ak H je re�alny Hilbertov priestor, tak uhlom vektorov f; g 2 H naz�yvame� = ar

os (f; g)kfk kgk :Poznamenajme, �ze zo S
hwarzovej nerovnosti plynie v re�alnom Hilbertovom priestore �1 � (f; g)kfk kgk � 1,tak�ze pred
h�adzaj�u
a de�n��
ia m�a zmysel. Plat�� tie�z anal�ogia Pytagorovej vety:Veta. Ak f; g 2 H s�u na seba kolm�e, takkf + gk2 = kfk2 + kgk2Dôkaz. kf + gk2 = (f + g; f + g) = (f; f) + (f; g) + (g; f) + (g; g) = kfk2 + 0 + 0 + kgk2.De�n��
ia. Kone�
n�u alebo nekone�
n�u postupnos�t feng vektorov Hilbertovho priestoru H naz�yvameortonorm�alny syst�em, ak plat�� (en; em) = Ænm = � 1 ak n = m;0 ak n 6= m:Ortonorm�alny syst�em sa naz�yva �upln�y, ak plat�� nasleduj�u
a implik�a
ia8n (f ; en) = 0 =) f = 0Ne
h je teraz fe1; e2; : : : eng je kone�
n�y ortonorm�alny syst�em v Hilbertovom priestore H . Ne
h f je�lubovo�ln�y prvok z H . Ktor�y prvok z line�arneho obalu vektorov fe1; e2; : : : eng je najbli�z�sie k f , presnej�siepre ktor�e skal�ary �1; �2; : : : ; �n je norma kf � nXk=1�kekkminim�alna? Rie�senie je analogi
k�e s �ulohou n�ajs�t v danej rovine bod, ktor�y je najbli�z�sie k dan�emu bodu,t.j. ortogon�alnu projek
iu bodu na rovinu. Uk�a�zeme, �ze minimum bude zaru�
en�e, ak8m (f � nXk=1�kek; em) = 0 :Ak plat�� pred
h�adzaj�u
a rovnos�t, tak z ortonorm�alnosti fekg dostaneme(f ; em)� nXk=1�k(ek; em) = (f ; em)� �m = 0 =) �m = (f ; em) (m = 1; 2; : : : ; n) :Ozna�
me f? = nXk=1(f ; ek)ek a f1 = nXk=1�kek pre �lubovo�ln�e skal�ary �k. Potom plat��(f � f?; f? � f1) = 0 =) kf � f1k2 = k(f � f?) + (f? � f1)k2 = kf � f?k2 + kf? � f1k2 � kf � f?k2 :Teda minimum sa dosiahne pre f1 = f?. Vektor f? sa naz�yva tie�z ortogon�alna projek
ia prvku f naline�arny obal prvkov fekgnk=1. f? nWk=1 ekf f � f?Pred
h�adzaj�u
e v�ypo�
ty s�u z�akladom met�ody najmen�s��
h �stvor
ov. Podobn�e geometri
k�e predstavyved�u aj ku zn�amemu Gram-S
hmidtovmu ortogonaliza�
n�emu pro
esu. Ozna�
me nWk=1 ek line�arny obalmno�ziny fe1; e2; : : : ; eng � H . Pripome�nme, �ze line�arny obal podmno�ziny A line�arneho priestoru jemno�zina v�setk�y
h line�arny
h kombin�a
i�� prvkov mno�ziny A.



FA 11Gram-S
hmidtov ortogonaliza�
n�y pro
es. Ne
h fak k = 1; 2; : : : g je line�arne nez�avisl�a podmno�zinaprvkov Hilbertovho priestoru H. Potom existuje ortonorm�alny syst�em fek : k = 1; 2; : : :g tak�y, �ze nWk=1 ek =nWk=1 ak pre 8n.Dôkaz. Ortonorm�alny syst�em fekg sa kon�struuje indukt��vne nasledovn�ym postupom:1. e1 = (1=ka1k)a12. Ak u�z m�ame skon�struovan�e prvky e1; e2; : : :en, tak vypo�
��tame najprv ortogon�alnu projek
iu (an+1)?prvku an+1 na nWk=1 ek = nWk=1 ak a polo�zmefn+1 = an+1 � (an+1)? = an+1 � nXk=1(an+1; ek)ek ; en+1 = 1kfn+1k fn+1 :fn+1 je nenulov�y vektor, lebo mno�zina fak k = 1; 2; : : :g je line�arne nez�avisl�a.Takto skon�struovan�y syst�em fekg sp�l�na v�setky po�zadovan�e podmienky.Pr��klady ortonorm�alny
h syst�emov.1. V priestore L2[�1; 1℄ ((f; g) = R 1�1 f(t)g(t)dt) aplikujme Gram-S
hmidtov pro
es na postupnos�t1; t; t2; : : :Tak z��skame postupnos�t �n � Ln(t), kde �n s�u vhodn�e kon�stanty, ktor�e zaru�
uj�u k�n � Ln(t)k = 1 a aLn(t) s�u Legendrove polyn�omy. Prv�e �
leny postupnosti Legendrov�y
h polyn�omov s�u1 ; t ; 12(3t2 � 1) ; 12(5t2 � 3t) ; : : :D�a sa uk�aza�t, �ze s�u dan�e vzor
omLn(t) = 12nn! dndtn (t2 � 1)n n = 0; 1; 2; : : :alebo rekurentne vzor
omL0(t) = 1 ; L1(t) = t ; (n+ 1)Ln+1(t) = (2n+ 1)tLn(t) � nLn�1(t) n = 1; 2; : : :Polyn�omy Ln(t) s�u rie�seniami Legendrovej diferen
i�alnej rovni
eddt�(1� t2)dudt �+ n(n+ 1)u = 0 ; t 2 h�1; 1i ; n � 0ktor�a sa vyskytuje v niektor�y
h sf�eri
ky symetri
k�y
h �uloh�a
h (napr. v kvantovej me
hanike).2. Ak sa Gram-S
hmidtov pro
es aplikuje v l2 na postupnos�t vektorovak = (�1; �2; : : : ; �k; 0; 0; : : : )kde �i, i = 1; 2; : : : ; k s�u �lubovo�ln�e nenulov�e �
��sla, dostaneme ,,�standardn�y" ortonorm�alny syst�em fengv l2: e1 = (1; 0; 0; : : : ); e2 = (0; 1; 0; : : : ); e3 = (0; 0; 1; 0; : : : ); e4 = (0; 0; 0; 1; 0 : : : ); : : :Uk�a�zte, �ze tento ortonorm�alny syst�em je �upln�y.3. Uk�a�zte, �ze na re�alnom priestore L2[0; 2�℄ tvoria pri vhodn�y
h kon�stant�a
h �n ortonorm�alny syst�emfunk
ie �0; �1 
os t; �1 sin t; �2 
os 2t; �2 sin 2t; : : : ; �n 
osnt; �n sinnt; : : :V komplexnom priestore L2[0; 2�℄ tvoria ortonorm�alny syst�em pre vhodn�e kon�stanty �n funk
ief�nentg1n=�1 :N�ajdite tieto kon�stanty.



12 FAVeta o Fourierov�y
h rado
h. Ne
h H je Hilbertov priestor a ne
h feng je ortonorm�alna postupnos�t.Potom s�u nasleduj�u
e tvrdenia ekvivalentn�e.a. feng je �upln�y ortonorm�alny syst�em.b. Pre �lubovo�ln�e f 2 H plat�� (rozvoj do Fourierovho radu)f =Xn (f ; en)en
. Pre �lubovo�ln�e e; f 2 H (e; f) =Xn (e; en)(f ; en)d. (Parsevalova rovnos�t) Pre ka�zd�e f 2 H plat��kfk2 =Xn j(f ; en)j2S�u�
et sa po�
��ta 
ez v�setky indexy ortonorm�alneho syst�emu (kone�
n�eho alebo nekone�
n�eho). Nekone�
n�yrad konverguje pod�la normy v priestore H.�Upln�y ortonorm�alny syst�em sa preto naz�yva ortonorm�alna b�aza Hilbertovho priestoru. Koe�
ienty(f ; en) sa naz�yvaj�u Fourierove koe�
ienty prvku f vzh�ladom k ortonorm�alnej b�aze feng.Skôr ne�z dok�a�zeme pred
h�adzaj�u
u vetu, potrebujeme dok�aza�t niektor�e pomo
n�e tvrdenia.Besselova nerovnos�t. Ne
h feng je ortonorm�alna postupnos�t prvkov Hilbertovho priestoru H. Potompre ka�zd�y prvok f 2 H plat�� Xn j(f ; en)j2 � kfk2Dôkaz. Uva�zujme najprv o kone�
nej podmno�zine fe1; e2; : : : ; eng potom plat��0 � 




f � nXi=1(f ; ei)ei




2 = 0�f � nXi=1(f ; ei)ei; f � nXj=1(f ; ej)ej1A == (f ; f)� nXj=1(f ; ei)(ei; f)� nXj=1 (f ; ej)(f ; ej) + nXi=1 nXj=1(f ; ei)(f ; ej)(ei; ej) == kfk2 � nXi=1 j(f ; ei)j2Dôkaz vety o Fourierov�y
h rado
h. Z Besselovej nerovnosti vypl�yva, �ze radXn (f ; en)enkonverguje (postupnos�t jeho �
iasto�
n�y
h s�u�
tov je 
au
hyovsk�a). Ozna�
me g jeho s�u�
et.(f � g; ei) =  f �Xn (f ; en)en; ei! = (f ; ei)� (f ; ei) = 0Z �uplnosti syst�emu feng vypl�yva teda tvrdenie b. b =) 
 je zrejm�ym dôsledkom S
hwarzovej nerovnosti.Tvrdenie d dostaneme z tvrdenia 
 ako �spe
i�alny pr��pad pre f = e. Ost�ava dok�aza�t d =) a. Ak bysyst�em en nebol �upln�y, existoval by v H prvok f 6= 0 tak�y, �ze (f ; en) = 0 pre 8n. Teda neplatila byrovnos�t kfk2 =Xn j(f ; en)j2 = 0 :Pozn�amka. 1) Pred
h�adzaj�u
a veta tvrd��, �ze Hilbertov priestor sa d�a stoto�zni�t s priestorom l2, presnej�siepopisuje vz�ajomne jednozna�
n�e priradenie H ! l2, ktor�e za
hov�ava algebrai
k�e oper�a
ie aj skal�arnys�u�
in. D�a sa uk�aza�t, �ze v�setky �upln�e ortonorm�alne syst�emy dan�eho Hilbertovho priestoru maj�u rov-nak�y po�
et prvkov. Toto �
��slo sa potom naz�yva (ortogon�alna) dimenzia Hilbertovho priestoru H a �upln�yortonorm�alny syst�em sa tie�z naz�yva ortonorm�alna b�aza. Pod�la pred
h�adzaj�u
ej vety teda v�setky Hilber-tove priestory rovnakej dimenzie s�u izomorfn�e.2) Tvrdenie, �ze rad 1Xn=1(f ; en)en je konvergentn�y (vzh�ladom na normu v H) vtedy a len vtedy, ke�dkonverguje �
��seln�y rad 1Xn=1 j(f ; en)j2 sa naz�yva Rieszova-Fis
herova veta.



FA 13Pr��klad. Ortogon�alne rozvoje sa pou�z��vaj�u na rie�senie ve�lmi rôznorod�y
h �uloh. Uk�a�zeme to na pr��kladerie�senia rovni
e kmitania struny (a je dan�a kon�stanta):a2 �2u(x; t)�x2 = �2u(x; t)�t2 x 2 h0; l) ; t 2 h0;1)u(x; 0) = f1(x) ; �u(x; 0)�t = f2(x) po�
iato�
n�e podmienkyu(0; t) = u(l; t) = 0 okrajov�e podmienkyRie�senie h�lad�ame najprv v tvare s�u�
inu funk
i�� z�avisia
i
h len od jednej premennej:u(x; t) = '(x) (t) ; s podmienkami '(0) = '(l) = 0 :O splnenie po�
iato�
n�y
h podmienok sa zatia�l nestar�ame. Po derivovan�� dostaneme dosaden��m do pôvodnejrovni
e a2'00(x) (t) = '(x) 0(t) =) '00(x)'(x) =  00(t)a2 (t) = ��V poslednej rovni
i �lav�a strana z�avis�� len od x prav�a len od t, preto je rovnos�t mo�zn�a len ak sa obe stranyrovnaj�u tej istej kon�stante, ozna�
ili sme ju ��. Teda m�a plati�t'00(x) + �'(x) = 0  00(t) + �a2 (t) = 0Najskôr h�lad�ame nenulov�e rie�senia prvej rovni
e, ktor�e sp�l�naj�u okrajov�e podmienky '(0) = '(l) = 0.Uk�a�ze sa, �ze existuj�u len pre niektor�e �
��sla � (naz�yvaj�u sa vlastn�e �
��sla a pr��slu�sn�e nenulov�e rie�seniavlastn�e funk
ie tejto rovni
e). Je to line�arna diferen
i�alna rovni
a s kon�stantn�ymi koe�
ientami, ktorej
harakteristi
k�a rovni
a je r2 + � = 0. Je zn�ame, �ze jej v�seobe
n�e rie�senie je� < 0 =) '(x) = 
1exp�� + 
2e�xp��� = 0 =) '(x) = 
1x+ 
2� > 0 =) '(x) = 
1 
os(xp�) + 
2 sin(xp�)Nenulov�e rie�senie sp�l�naj�u
e okrajov�e podmienky existuje len v pr��pade � > 0, a to pre �n = �2n2l2 funk
ie'n(x) = sin(n�l x) (n = 1; 2; : : : ). Jednodu
h�ymi v�ypo�
tami dostanemelZ0 'n(x)'m(x) = � 0 ; ak n 6= m,l2 ; ak n = m.D�a sa uk�aza�t, �ze funk
ie q 2l'n(x), n = 1; 2; : : : , tvoria �upln�y ortonorm�alny syst�em v Hilbertovompriestore, ktor�y vznikne z�uplnen��m priestoru v�setk�y
h funk
i�� g spojit�y
h na h0; li, sp�l�naj�u
i
h podmienkug(0) = g(l) = 0 so skal�arnym s�u�
inom (g; h) = R l0 g(x)h(x)dx.Rie�senie pôvodnej rovni
e sa preto h�lad�a v tvareu(x; t) = 1Xn=1'n(x) n(t) ;�
o je pre ka�zd�e pevn�e t Fourierov rad funk
ie u(x; t) vzh�ladom k ortogon�alnemu syst�emu 'n(x). Funk
ie n(t) sa h�ladaj�u tak, aby funk
ia u(x; t) sp�l�nala dan�u rovni
u a po�
iato�
n�u podmienku, t.j. aby platilo 00n(t) + �na2 (t) = 0 ;(�) u(x; 0) = 1Xn=1'n(x) n(0) = f1(x) ; �u(x; 0)�t = 1Xn=1'n(x) 0n(0) = f2(x) :Posledn�e dva nekone�
n�e rady s�u Fourierove rady funk
i�� f1, f2 vzh�ladom na ortogon�alny syst�em 'n(x) aur�
uj�u po�
iato�
n�e podmienky diferen
i�alnej rovni
e (�).



14 FACvi�
enia. 1. Rie�ste pred
h�adzaj�u
u rovni
u pre l = �, a = 1, f2(x) = 0,f1(x) = � x x 2 
0; �2 �� � x x 2 
�2 ; �� : �u(x; t) = 1Pk=0 4(�1)k(2k+1)2 sin(2k + 1)x 
os(2k + 1)t :�2. Uk�a�zte, �ze v Hilbertovom priestore8� : 0 � � � 1 k�x+ (1� �)yk = kxk =) x = yN�avod. Mô�zeme predpoklada�t, �ze kxk = 1. Pre z = �x+ (1� �)y vyu�zite, �ze1 = (z; z) = (z; �x+ (1� �)y) = �(z; x) + (1� �)(z; y) � �j(z; x)j+ (1� �)j(z; y)j3. N�ajdite prv�e tri funk
ie z ortonorm�alneho syst�emu, ktor�y vznikne Gram-S
hmidtov�ym pro
esom zfunk
i�� fn(t) = tn, n = 0; 1; : : : v priestore L2(I), kde I jea. I = h0; 1i b. I = h�1; 1i 
. I = h1; 2i4. Ne
h f1; f2; : : : fn s�u vektory z Hilbertovho priestoru. Uk�a�zte, �ze s�u line�arne nez�avisl�e vtedy a lenvtedy ke�d je nenulov�y determinantG(f1; f2; : : : fn) = �������� (f1; f1) (f1; f2) : : : (f1; fn)(f2; f1) (f2; f2) : : : (f2; fn)... ... : : : ...(fn; f1) (fn; f2) : : : (fn; fn) ��������5. Ne
h je v C3 skal�arny s�u�
in dan�y vz�tahom (e; f) = e1f1+2e2f2+3e3f3. N�ajdite ortonorm�alnu b�azu,ktor�a vznikne Gram-S
hmidtov�ym pro
esom z troji
e vektorovf1 = (0; i; i) f2 = (i; 0; i); f3 = (i; i; 0) :[V�ysledok: e1 = ( ip5 (0; 1; 1), e2 = i5q 511 (5;�3; 2), e3 = i33q 112 (10; 5;�4).℄6. Ne
h fe; fg je line�arne nez�avisl�a podmno�zina prvkov Hilbertovho priestoru H . De�nujme funk
iu' : C ! R, '(�) = ke� �fka. Nakreslite geometri
k�u interpret�a
iu funk
ie '(�)b. Pre ktor�e � nadob�uda funk
ia '(�) minimum?
. Ne
h e; f s�u prvky priestoru L2 h0;1), pre ktor�e e(t) = 1t , f(t) = 1t2 . Ur�
te v tomto pr��pade minimumfunk
ie '(�).Z�averom tejto �
asti e�ste uvedieme niektor�e z ortogon�alny
h syst�emov zn�amy
h z rôzny
h aplik�a
i��.Haarov syst�em.Na intervale h0; 1i de�nujeme najprv ortogon�alny syst�em funk
i��:h00(x) = 1 8xh01(x) = � 1 0 � x � 12�1 12 < x � 1h11(x) = 8><>: 1 0 � x � 14�1 14 < x � 120 pre ostatn�e x h12(x) = 8><>: 1 12 < x � 34�1 34 < x � 10 pre ostatn�e xhnj(x) = 8><>: 1 j�12n < x � 2j�12n+1�1 2j�12n+1 x � j2n0 pre ostatn�e x 2 (0; 1i hn1(0) = 1 ;hnj(0) = 0 pre j = 2; 3; : : :2nCvi�
enie. Na�
rtnite graf funk
i�� h11, h12, h21, h22, h23, h24.Funk
ie h00 a hnj , n = 0; 1; 2; : : : , j = 1; 2; : : : ; 2n s�u v priestore L2 h0; 1i navz�ajom ortogon�alne. Ak i
husporiadame v porad��h00; h01; h11; h12; h21; h22; h23; h24; h31; : : : a vydel��me normou dostaneme ortonorm�alny syst�em, ktor�y sanaz�yva Haarov syst�em. Jeho v�yhodou je, �ze rozvoj ka�zdej funk
ie f integrovate�lnej na h0; 1i pod�la Haarovhosyst�emu je konvergentn�y ku funk
ii f takmer v�sade. (Pre klasi
k�y Fourierov rad to nie je pravda).Z Haarovho syst�emu je odvoden�yWalshov ortonorm�alny syst�em, ktor�y sa �
asto pou�z��va v te�orii diskr�etny
hsign�alov.



FA 15Haarove funk
ie sa daj�u skon�struova�t aj induk
iou:1. Funk
ia h1(x) = 1 pre 8x 2 I = h0; 1i a D1 je delenie intervalu X pozost�avaj�u
e z jedin�eho intervalu(t.j. X). kh1k = R 10 jh1(x)j2dx = 1.2. Teraz rozdel��me interval X na dva rovnako dlh�e disjunktn�e intervaly P 0 = h0; 12 i, P 00 = ( 12 ; 1i (delia
ibod patr�� do �lav�eho intervalu). Funk
ia h2(x) = 1 pre x 2 P 0, h2(x) = �1 pre x 2 P 00, kh2k = 1.Vznikne nov�e delenie D2 intervalu X na dva intervaly P1; P2.3. Ak u�z sme skon�struovali funk
iu hn a delenie Dn intervalu X na intervaly P1; P2; : : : ; Pn, tak z t�y
hdelia
i
h intervalov, ktor�e maj�u najv�a�
�siu d�l�zku n�ajdeme delia
i interval Pk, ktor�y je najvia
 v�lavo. (kje najmen�sie �
��slo, pre ktor�e je d�l�zka intervalu Pk � ako d�l�zky v�setk�y
h ostatn�y
h delia
i
h intervalov).Interval Pk rozdel��me na dva rovnako dlh�e disjunktn�e intervaly P 0; P 00, pri�
om delia
i bod patr�� do�lav�ehointervalu a de�nujeme hn+1(x) = a pre x 2 P 0, hn+1(x) = �a pre x 2 P 00 a hn+1(x) = 0 pre ostatn�ex 2 X . �C��slo a > 0 zvol��me tak, aby bola norma khn+1k = 1. Vznikne tie�z nov�e delenie Dn+1 intervaluX na n+ 1 delia
i
h intervalov.Pre m < n sk�umajme s�u�
in funk
i�� hm(x) �hn(x). Ak Im = fx 2 X : hm(x) 6= 0g, In = fx 2 X : hn(x) 6=0g, tak plat�� bu�d Im \ In = ; alebo In � Im. V prvom pr��pade je hm � hn = 0, v druhom pr��padeje m�a funk
ia hm na intervale In kon�stantn�u hodnotu 
, teda hm � hn = 
 � hn. V obo
h pr��pado
h jeR 10 hm(x) � hn(x)dx = 0.Bez dôkazu teraz uvedieme z�akladn�e vlastnosti Haarovho syst�emu. Pre ka�zd�u funk
iu f 2 Lp = Lph0; 1i,1 � p � 1 sa d�a vypo�
��ta�t (f; hn) = R 10 f(x)hn(x)dx. K funk
ii f 2 Lp mô�zeme teda form�alne priradi�trozvoj pod�la Haarovho syst�emu: f � 1Xn=1(f; hn)hn :Pred
h�adzaj�u
i rozvoj mô�zeme pomo
ou funk
i�� hnj nap��sa�t akof(x) � (f; h00) + 1Xn=0 2nXj=1 1khnjk2 (f; hnj)hnj(x) = (f; h00) + 1Xn=0 2n 2nXj=1(f; hnj)hnj(x) :Veta. Rozvoj ka�zdej funk
ie f 2 Lp pod�la Haarovho syst�emu konverguje k funk
ii f takmer v�sade. Akp <1 konverguje tento rozvoj k funk
ii f aj v norme priestoru Lp.Walshov ortonorm�alny syst�em.�Dal�s��m ortonorm�alnym syst�emom po �
astia
h kon�stantn�y
h funk
i�� je Walshov syst�em. Oby�
ajne sade�nuje na intervale h0; 1i najprv Radema
herov syst�em:rn(0) = 1 ; rn(x) = � 1 pre (k � 1)=2n < x � k=2n ; k nep�arne�1 pre (k � 1)=2n < x � k=2n ; k p�arne ; k = 1; 2; : : : ; 2n ;n = 1; 2; : : : . Plat�� nasleduj�u
i vz�tah medzi Haarov�ym a Radema
herov�ym syst�emom:rn = 2(1�n)=2 (h2n�1+1 + h2n�1+2 + � � �+ h2n) :Odtia�l dost�avame pre m 6= n (rn; rm) = 0. Preto�ze je (rn(x))2 = 1 je zrejm�e, �ze krnk = 1. TedaRadema
herov syst�em je ortonorm�alny. Nie je v�sak �upln�y. Na to, aby bol �upln�y treba k nemu e�stenejak�e funk
ie prida�t. Jednou z mo�znost�� je prida�t funk
iu r0(x) = 1 a v�setky mo�zn�e kone�
n�e s�u�
inyRadema
herov�y
h funk
i�� tvaru rj1rj2 � � � rjn (j1 < j2 < � � � < jn, n = 1; 2; : : : ). Presnej�sie:De�n��
ia. Walshov syst�em fwng1n=1 tvoria funk
iew1(x) = 1 ; wn(x) = rk1+1rk2+1 � � � rkm+1 ; kde 0 � k1 < k2 < � � � < km ; n� 1 = 2k1 +2k2 + � � �+2km(n� 1 = 2k1 + 2k2 + � � �+ 2km je vyjadrenie �
��sla n� 1 v dvojkovej s�ustave).Rozvoj funk
ie pod�la Walshovho syst�emu s�uvis�� s rozvojom pod�la Haarovho syst�emu, konkr�etne 2m-t�y�
iasto�
n�y s�u�
et obo
h rozvojov sa zhoduje pre v�setky m = 0; 1; 2; : : : .



16 FAOrtogon�alne polyn�omy.Ak I � R je interval, tak funk
ie fn : I ! R, fn(x) = xn (n = 0; 1; 2; : : : ) s�u line�arne nez�avisl�e. Ak napriestore funk
i�� na I de�nujeme vhodne skal�arny s�u�
in, tak pomo
ou Gram-S
hmidtovho pro
esu z��skamez fn ortonorm�alnu postupnos�t gn a pomo
ou nej rôzne typy ortogon�alny
h polyn�omov.1. Legendrove polyn�omy Ln(x), ak I = h�1; 1i a (f; g) = R 1�1 f(x)g(x)dx. Pritomgn(x) =r2n+ 12 Ln(x) ; L0(x) = 1 ; Ln(x) = 12nn! dndxn (x2 � 1)n pre n > 0Uk�a�zeme, �ze polyn�omy Pn(x) = dndxn (x2 � 1)n tvoria ortogon�alny syst�em: Ne
h je n � m. Pre k =0; 1; : : : ; n� 1 je dkdxk (x2 � 1)n���x=�1 = 0. Integrovan��m per partes potom dostaneme1Z�1 Pm(x)Pn(x) = � 1Z�1 dm+1dxm+1 (x2 � 1)m dn�1dxn�1 (x2 � 1)ndx = � � � = (�1)n 1Z�1 dm+ndxm+n (x2 � 1)m(x2 � 1)ndx :Ak je m < n, tak je dm+ndxm+n (x2 � 1)m = 0, ak m = n, tak dm+ndxm+n = (2n)! aZ 1�1 P 2n(x)dx = (2n)! Z 1�1(x2 � 1)ndx = (n!)2 � 22n+12n+ 1 :Potom p2n+ 1n!2np2 Pn tvoria �upln�y ortonorm�alny syst�em.2. �Ceby�sevove polyn�omy Tn(x), ak I = h�1; 1i a (f; g) = R 1�1 f(x)g(x) 1p1�x2 dx.gn(x) =r 2�Tn(x) ; Tn(x) = 
os(n ar

osx) (n � 0)3. Hermitove polyn�omy Hn(x), ak I = (�1;1) a (f; g) = R1�1 f(x)g(x)e�x2dx.Hn(x) = (�1)nex2 �e�x2�(n) ; gn(x) =s 12nn!p�Hn(x) (n � 0)Prv�e Hermitove polyn�omy s�u H0(x) = 1, H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 � 2, H3(x) = 8x3 � 12x, : : : D�a sauk�aza�t, �ze Hk je rie�senie Hermitovej diferen
i�alnej rovni
ed2udx2 � 2xdudx + 2ku = 0 ; x 2 R ;ktor�a sa tie�z �
asto vyskytuje v aplik�a
i�a
h. 4. Laguerrove polyn�omy Ln(x) vznikn�u z postupnosti xnGram-S
hmidtov�ym pro
esom, ak I = h0;1) a (f; g) = R10 f(x)g(x)e�xdx.gn(x) = Ln(x) = 1n!ex �e�xxn�(n) ; (n � 0) :Laguerrove polyn�omy s�u rie�senia Laguerrovej diferen
i�alnej rovni
exd2udx2 + (1� x)dudx + ku = 0 ; x 2 (0;1) ;ktor�a sa tie�z �
asto vyskytuje v aplik�a
i�a
h.Fourierova transform�a
ia | Plan
herelova veta.Anal�ogia Parsevalovej vety (pre Fourierove rady) plat�� aj pre Fourierovu transform�a
iu. Pre komplexn�eFourierove rady v L2h��; �i Fourierove koe�
ienty funk
ie f s�u
n = 12� Z ��� f(x)e�inx dx (n = 0;�1;�2; : : :a Parsevalova rovnos�t m�a tvar 2� 1Xn=�1 j
nj2 = Z ��� jf(x)j2dx :Anal�ogiou Fourierovho radu (pre \nekone�
n�u" peri�odu) je Fourierova transform�a
ia, ktor�a sa de�nuje prefunk
ie z L1. Ak funk
ia patr�� do L2 nemus�� patri�t do L1, aj tak v�sak mo�zno de�nova�t Fourierovu trans-form�a
iu, av�sak nevlastn�y integr�al konverguje v norme priestoru L2 (nemus�� bodovo).



FA 17Plan
herelova veta. (1910) Pre ka�zd�u funk
iu f 2 L2(�1;1) plat�� pre ka�zd�e NgN(�) = Z N�N f(x)e�i�xdxdo L2(�1;1) a v norme priestoru L2 existuje limN!1 gN = g. Pre funk
iu g(�) plat��Z 1�1 jg(�)j2d� = 2� Z 1�1 jf(x)j2dx :Funk
ia g sa naz�yva Fourierova transform�a
ia funk
ie f . Ak funk
ia f 2 L1, tak sa g zhoduje s oby�
ajnouFourierovou transform�a
iou funk
ie f .


