HILBERTOVE PRIESTORY

Velké mnozstvo aplik4cii maji linedrne normované priestory, v ktorych norma je odvodend od skaldrneho
(vnitorného) sti¢inu, podobne ako v beznom trojrozmernom euklidovskom priestore. Budeme pouzivat
linearny priestor, v ktorom skalary su komplexné ¢isla, vacsina definicii vSak plati aj pre redlne linedrne
priestory.

Definicia. Nech H je komplexny linedrny priestor. Vnitornym sié¢inom (skaldrnym sticéinom) nazyvame
zobrazenie, ktoré kazdej dvojici vektorov f,g € H priradi skalar (f,g) tak, ze pre lubovolné vektory
f,9,h € H a pre lubovolny skalar « plati

(IP1) (f +g,h) = (f,h) + (g, h) (aditivnost),
(IP2) (af,g) = a(f,g) (homogenita),

(IP3) (f.9) = (g, f) (symetria), )
(IP4) (f,f) > 0 pre f # 0 (kladné definitnost).

7 podmienok (IP1)-(IP4) sa lahko dokazu rovnosti:

(IP5) (f,9+h) = (f.9) + (f.h),
(IP6) (f, ag) =a(f,9)

Cviéenie. Dokézte (IP5) a (IP6) a rovnost Vh € H (0,h) = (h,0) = (0,0) = 0.

Formalne rovnako sa definuje aj vnitorny sicin v redlnom linedrnom priestore (mozeme vynechat znak
pr3e komplexne zdruzené ¢éislo v (IP3). Prikladom redlneho skaldrneho sicinu je obvykly skaldrny sicin v
R°:

((z1,22,23), (y1,¥2,y3)) = T1y1 + T2y2 + T3Ys3 ,
v C® mé predchéadzajiici vatitorny sti¢in podobu
(w1, 22, 23), (1,92, ¥3)) = T1YT + 2272 + 2375 -

Ukézeme teraz, ze aj v R? obvykla definicia normy

If1l = V(£ f)

sa d4 zovieobecnit na lubovolny priestor so skaldrnym si¢inom. Potrebujeme na to nasledovni velmi
¢asto pouzivanu nerovnost:

Veta (Schwarzova nerovnost). Nech (f,g) je vnitorny sicin na linedrnom priestore H. Potom pre
Vf,ge H
I(£, )] < [ fI llgll

a rovnost |(f,9)] = |||l llgl| plati prdve vtedy, ked si vektory f,g linedrne zdvislé.

Dékaz. Ak f = 0 alebo g = 0 tvrdenie je pravdivé, ak su oba nenulové, tak pre kazdé cislo «
0 S (f_ang_ag) = (f,f) _a(fag) _a(gaf) +aa(g,g)

Ked polozime a = (f,9)/(g,g) dostaneme odtial

0<(f.f) - (g,é]).(gJ;,g) 3 (f,é).(j),f) N (g,(g.)g(]{;g) (0.9) —> (g,(J;)(gg),f) <(£.f)

= |(£.9)> < (£, Ng:9) = |(£:9)] <[l llall; -
Pritom rovnost 0 = (f — ag, f — ag) znamena f —ag = 0, t.j. f, g st linedrne z4vislé. Ak naopak f = ag,
tak

[(f,9)1 = l(eg, 9)| = |al(g,9) = allgll gl = [If1llg]l -

Teraz sa d4 lahko ukazaf, ze ||f|| je norma na H:

Podla (IP4), ak f # 0, tak ||f|| > 0, ak f = 0, tak podia (IP2) (a =2,f =g =0) (0,0) = (2-0,0) =
2.(0,0) a teda (0,0) = 0. Tym je dokdzana nezdpornost a kladnd definitnost normy.

Podla (IP2) a (IP6) Va € C,Vf € H

lafll?* = (af,af) = aa(f, f) = [al| fI?,
¢o znamend, 7e norma je aj homogénna.
Na dokaz trojuholnikovej nerovnosti vezmime f,g € H a pocitajme

If+9l?=(f+9.f+9) = (£, 1)+ (f.9) + (9. f) + (9.9) = (f, f) +2Re(f. 9) + (9.9)
=[(f,f) + 2Re(f,9) + (9,91 < (f, /) + 2I(f, 9)[ + (9, 9)
a podla Schwarzovej nerovnosti dostaneme odtial
1F+all> < (I + 20 £ gl + g l?) = (LA + gD == 11 +gll < I+ gl -
8
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Definicia. Priestor s vnutornym sic¢inom, ktory je pri norme ||f|| = /(f, f) uplny normovany priestor
sa nazyva Hilbertov priestor.

Priklady priestorov s vniitornym siti¢inom.
1. V.C" (aj v R™) vyberme pevne n-ticu kladnych éisel v = (vy,vs,...,v,). Potom pree = (e1,ea,...,€p),

£f=(fi,for s fn) n
(e.f) => wvierfs
k=1

je vnutorny suéin.
2. V priestore 12 vSetkych postupnosti x,, komplexnych ¢isel, pre ktoré je rad Yon |7, |2 konvergentny je
vnitornym suc¢inom

oo
n=0

Dokazte, ze predchadzajuci rad konverguje a ze je nim definovany vnutorny sucin.
12 je Hilbertov priestor, niektori autori ho nazyvaju klasicky Hilbertov priestor. Neskor ukazeme, Ze
kazdy Hilbertov priestor sa da v istom zmysle reprezentovat pomocou 2.
3. Nech I je interval L%(I) je priestor vSetkych funkcii f: I — C, pre ktoré je funkcia | f()|? lebesgueovsky
integrovatelna na I. Potom

(f.9) = / f(Hgyde

je vnitorny stéin na L2(I). Aj tento priestor je uplny, teda Hilbertov. Netrividlny dokaz tplnosti
vynechdame.

4. Nech HZ je priestor vietkych komplexnych funkcif spojitych v kruhu {z € C': |z| < 1} a analytickych
v otvorenom kruhu {z € C': |2| < 1}. Potom

(fo)= g [ T2
|z|=1

je skaldrny sicin. Priestor HJ nie je vak tplny. Jeho ziplnenie je priestor H? (Hardyho) tych
funkcii analytickych v kruhu {z: |z| < 1}, pre ktoré existuje pre takmer vsetky t € (0,27) f(ei) =
lim,_,- f(re') a tato funkcia patri do L%(0,27). Pre aplikédcie je navyse dolezité, ze ak f, — f
v H? (teda podla normy) tak postupnost f,, konverguje k funkcii f dokonca rovnomerne na kazdom
uzavretom kruhu {z: |z| <r < 1} (t.j. konverguje v kazdom bode tohoto kruhu a rychlost konvergencie
postupnosti f,(20) = f(20) nezavisi od bodu zg. Dokaz tohoto faktu je jednoducha aplikacia Cauchyho
integralneho vzorca a Schwarzovej nerovnosti:

zZ—Zp

f(20) = fa(z0) = QLM / %ﬁg('z)dz = |f(20) = fn(z0)| = % / f) = ful2)
|z]=1 2f=1

27
I = ] Tt < f = il

ett — zg

1

"o

v
T2

Ak je norma odvodend od skalarneho sticinu, tak pre nu plati rovnobeznikové pravidlo:
o+ yll* + llz — ylI> = 2ll«]I* + 2]lylI”

Cvicenie. Dokdzte rovnobeznikové pravidlo a interpretujte ho v R?. Uk4zte, ze supremova norma v
priestore C(0, 1) nespfﬁa rovnobeznikové pravidlo a teda ned4 sa odvodit zo ziadneho skaldrneho siéinu.
Névod. Dosadte do rovn. pravidla funkcie z(t) = t2, y(t) = 1
Poznamenajme, ze rovnobeznikove pravidlo v R? je jednoduchym désledkom kosinusovej vety.

ORTOGONALNE SYSTEMY

V priestoroch so skaldrnym sdéinom moézeme definovat aj uhol dvoch vektorov a osobitne je ddlezité
definovat pojem navzajom kolmych vektorov. Kvéli zjednoduseniu budeme pracovat v tiplnych priestoroch.
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Definicia. Nech H je Hilbertov priestor vektory f,g € H sa nazyvajui ortogonélne, ak (f,g) = 0.
Ak H je redlny Hilbertov priestor, tak uhlom vektorov f,g € H nazyvame

_ (f.9)
= arccos ———— .
1711 lgll
Poznamenajme, ze zo Schwarzovej nerovnosti plynie v redlnom Hilbertovom priestore —1 < H%’ ﬁ) i <1,
g

takze predchddzajica definicia méa zmysel. Plati tiez analégia Pytagorovej vety:

Veta. Ak f,g € H si na seba kolmé, tak

1f +gll* = LF1* + llgl?

Dokaz. ||[f+ 9l =(f+9,f+9) =)+ (f,9)+ (9, )+ (9.9 =" +0+0+ gl

Definicia. Koneénd alebo nekoneénd postupnost {e,} vektorov Hilbertovho priestoru H nazyvame
ortonormdlny systém, ak plati

1 akn=m,

(en;em) = 0nm :{
0 akn#m.

Ortonormaélny systém sa nazyva iplny, ak plati nasledujica implikacia

Vn (fe,) =0 = £=0

Nech je teraz {e;,es,...e,} je koneény ortonormélny systém v Hilbertovom priestore H. Nech f je
lubovolny prvok z H. Ktory prvok z linedrneho obalu vektorov {eq, es, ...e,} je najblizsie k f, presnejsie
pre ktoré skalary ai,as,...,a, je norma

n
If =" arexl
k=1

minim4lna? Riegenie je analogické s Glohou najst v danej rovine bod, ktory je najblizsie k danému bodu,
t.j. ortogonalnu projekciu bodu na rovinu. Ukdzeme, ze minimum bude zarucené, ak

n
VYm (f — Zakek,em) =0.
k=1
Ak plati predchadzajica rovnost, tak z ortonorméalnosti {e;} dostaneme

(f,em)—Zak(ek,em):(f,em)—am:0 = an, = (f,en) (M=1,2,...,n).
k=1

n n
Ozna¢me f, = Z(f, ey)ep af) = Z arer pre lubovolné skaldry ay. Potom plati
k=1 k=1

(F—f1,f1 —f) =0 = [If £ = [[(f — £1) + (FL = £)[* = [|f — £LI1* + IfL — £ [ > [If — £.]°.

Teda minimum sa dosiahne pre f; = f,. Vektor f; sa nazyva tiez ortogondlna projekcia prvku f na
linedrny obal prvkov {eg}}_;. ¢

f—f£,

n
V ek

fL k=1

Predchéadzajice vypocty si zdkladom metddy najmensich stvorcov. Podobné geometrické predstavy
n
vedd aj ku zndmemu Gram-Schmidtovmu ortogonaliza¢nému procesu. Ozna¢me \/ ej linedrny obal
k=1
mnoziny {ej,es,...,ep} C H. Pripomenme, 7e linedrny obal podmnoziny A linedrneho priestoru je
mnozina v8etkych linearnych kombinacii prvkov mnoziny A.
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Gram-Schmidtov ortogonalizaény proces. Nech {a; k=1,2,...} je linedrne nezdvisld podmnoZzina

n
prokov Hilbertovho priestoru H. Potom existuje ortonormdlny systém {ey: k =1,2,...} taky, zZe \/ e =
n k=1
\/ aj pre Vn.
k=1
Doékaz. Ortonormdlny systém {ej} sa konstruuje induktivne nasledovnym postupom:
L ep = (1/las())as

2. Ak uz méme skonstruované prvky e, es, ... e,, tak vypocitame najprv ortogonalnu projekciu (a,41) 1
n

n
prvku a,;q1 na \/ e = \/ a; a polozme
k=1 k=1

- 1

fn+1 =an41 — (an+1)J_ =an41 — Z(an+1,ek)ek ; €nt1 = mfn+l .
k=1 n+1

f,+1 je nenulovy vektor, lebo mnozina {aj k = 1,2,...} je linedrne nezdvisla.
Takto skonstruovany systém {ex} spliia vsetky pozadované podmienky.

Priklady ortonormaélnych systémov.
1. V priestore L*[—1,1] ((f,9) = fil f(t)g(t)dt) aplikujme Gram-Schmidtov proces na postupnost

1,t t2,...

Tak ziskame postupnost a,, - L, (t), kde a, si vhodné konstanty, ktoré zarucuju ||a, - Ln(t)|| =1 a a
L, (t) si Legendrove polynémy. Prvé ¢tleny postupnosti Legendrovych polynémov si

1 1
1,6, =(3t2—=1), =(5t2—31),...
,,2(3 ),2(5 3t),

D4 sa ukédzat, 7e si dané vzorcom

alebo rekurentne vzorcom
Lo(t) =1, Li(t) =t, (n+1)Lpy1(t) = 2n+ DtLy(t) —nln_1(t) n=1,2,...
Polynémy L, (t) st rieseniami Legendrovej diferencidlnej rovnice

d d
E((l—t2)d—1:)+n(n+1)u:0, te(-1,1), n>0

ktord sa vyskytuje v niektorych sféricky symetrickych tdlohdch (napr. v kvantovej mechanike).
2. Ak sa Gram-Schmidtov proces aplikuje v {? na postupnost vektorov

ay = (a1,09,...,a;,0,0,...)

kde e, i = 1,2, ..., k st lubovolné nenulové ¢isla, dostaneme ,,standardny” ortonormalny systém {en}
v i
e; =(1,0,0,...),ea = (0,1,0,...),e3 = (0,0,1,0,...),e4 = (0,0,0,1,0...),...
Ukazte, 7e tento ortonormdlny systém je uplny.
3. Uk4zte, 7e na redlnom priestore L2[0,27] tvoria pri vhodnych kongtantach a,, ortonormélny systém

funkcie
g, a1 cost, ag sint, ascos2t, assin2t, ..., «a,cosnt, a,sinnt, ...

V komplexnom priestore L?[0,27] tvoria ortonormdlny systém pre vhodné konstanty 3, funkcie

Wnent}?f’:_oo .

N3gjdite tieto konstanty.
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Veta o Fourierovych radoch. Nech H je Hilbertov priestor a nech {e,} je ortonormdlna postupnost.
Potom su nasledujice tvrdenia ekvivalentné.

a. {e,} je dplny ortonormdlny systém.

b. Pre lubovoiné £ € H plati (rozvoj do Fourierovho radu)

f= Z(f,en)en

c. Pre lubovoiné e,f € H

(e,f) =) (e,en)(f,en)

n

d. (Parsevalova rovnost) Pre kazdé f € H plat{
IE[1* = |(F. en)|”
n

Sticet sa pocita cez vietky indexy ortonormdlneho systému (konecného alebo nekonecného). Nekonecny
rad konverguje podla normy v priestore H.

Upln}'f ortonormdlny systém sa preto nazyva ortonormélna baza Hilbertovho priestoru. Koeficienty
(f,en) sa nazyvaju Fourierove koeficienty prvku f vzhladom k ortonormélnej baze {e,}.
Skor nez dokazeme predchadzajicu vetu, potrebujeme dokdzat niektoré pomocné tvrdenia.

Besselova nerovnost. Nech {e,} je ortonormdlna postupnost prvkov Hilbertovho priestoru H. Potom
pre kazdy prvok £ € H plati
> IE e < NIfI?

n

Doékaz. Uvazujme najprv o konecénej podmnozine {e;,es,...,e,} potom plati
n 2 n n
0< f—Z(f,ei)ei = f—Z(f,ei)ei,f—Z(f,ej)ej =
i=1 i=1 j=1
n n n n
— (6,6 - S (Fe)ent) = Y et e) + 3 D (e e (eney) =
j=1 j=1 i=1 j=1

= [|F]* =Y I(F, e
i=1

Dokaz vety o Fourierovijch radoch. Z Besselovej nerovnosti vyplyva, ze rad

> (f,en)en

n

konverguje (postupnost jeho ¢iastoénych sii¢tov je cauchyovskd). Oznaéme g jeho sticet.

(f—g,e) = (f - Z(f,en)en,eZ) = (f,e;) — (f,e;) =0
Z tplnosti systému {e, } vyplyva teda tvrdenie b. b => ¢ je zrejmym désledkom Schwarzovej nerovnosti.
Tvrdenie d dostaneme z tvrdenia c ako §pecidlny pripad pre f = e. Ost4va dokdzat d => a. Ak by
systém e, nebol uplny, existoval by v H prvok f # 0 taky, ze (f,e,) = 0 pre Vn. Teda neplatila by

rovnost
I£7 = I(f,en)” =0.
n

Pozndmka. 1) Predchddzajica veta tvrdi, ze Hilbertov priestor sa da stotoznif s priestorom [, presnejsie
popisuje vzdjomne jednozna¢né priradenie H — 12, ktoré zachovava algebraické operacie aj skaldrny
sti¢in. D& sa ukdzaf, ze vsetky tplné ortonormalne systémy daného Hilbertovho priestoru maji rov-
naky pocet prvkov. Toto ¢islo sa potom nazyva (ortogondlna) dimenzia Hilbertovho priestoru H a tUplny
ortonormélny systém sa tiez nazyva ortonormalna baza. Podla predchddzajicej vety teda vietky Hilber-
tove priestory rovnakej dimenzie su izomorfné.

oo

2) Tvrdenie, ze rad Z(f,en)en je konvergentny (vzhladom na normu v H) vtedy a len vtedy, ked

n=1

oo
konverguje ¢iselny rad E ((f,e,)|? sa nazyva Rieszova-Fischerova veta.

n=1
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Priklad. Ortogondlne rozvoje sa pouzivaji na riesenie velmi roznorodych tloh. Ukazeme to na priklade
rieSenia rovnice kmitania struny (a je dand kongtanta):

26 u\z, _6 u\<z,
a 5 = o z €(0,1), t €(0,00)

u(z,0) = fi(x), w = fo(x) pociatoéné podmienky

u(0,t) = u(l,t) =0 okrajové podmienky
Riesenie hladdme najprv v tvare sicinu funkeii zavisiacich len od jednej premennej:
u(z,t) = p(z)Y(t), s podmienkami ¢(0) = p(l) =0.

O splnenie pociato¢nych podmienok sa zatial nestardme. Po derivovani dostaneme dosadenim do pévodne;j

rovnice ") 50
2 n ' &z t
a*¢" (z)Y(t) = ()Y’ (t) = = =-A
() a®y(t)
V poslednej rovnici lava strana zavisi len od & pravd len od ¢, preto je rovnost mozn4 len ak sa obe strany
rovnaju tej istej kongtante, oznacili sme ju —\. Teda m4 platit

¢ (@) + Ap(x) =0 (1) + Aa(t) =0

Najskor hladdme nenulové riesenia prvej rovnice, ktoré spinaji okrajové podmienky ¢(0) = o(I) = 0.
Ukéaze sa, zZe existuju len pre niektoré ¢isla A (nazyvaju sa vlastné cisla a prislusné nenulové riesenia
vlastné funkcie tejto rovnice). Je to linedrna diferencidlna rovnica s konstantnymi koeficientami, ktorej
charakteristickd rovnica je > + X = 0. Je zndme, 7e jej vieobecné riesenie je

A <0 = @) = 1e™ 4 oge Y
A=0 = p(z) =c1z + ¢
A>0 = o) =c Cos(a:\/X) + ¢ sin(a:\/X)

2,2
, m™n
Nenulové riesenie spliajice okrajové podmienky existuje len v pripade A > 0, a to pre A, = E funkcie

on(z) =sin(nfz) (n=1,2,...). Jednoduchymi vypoctami dostaneme

1
0, akn#m,
en(@)om(r) =1 _
5, akmn=m.
0
D4 sa ukdzat, ze funkcie \/gcpn(a:), n = 1,2,..., tvoria tiplny ortonormdlny systém v Hilbertovom

priestore, ktory vznikne ziplnenim priestoru vsetkych funkcii g spojitych na (0, 1), spiﬁajﬁcich podmienku
9(0) = g(I) = 0 so skaldrnym sicinom (g, h) = fol g(z)h(z)dz.
Riegenie pdvodnej rovnice sa preto hlad4 v tvare

o0

u(z,t) = Z on(z)¥n(t),

n=1

¢o je pre kazdé pevné t Fourierov rad funkcie u(z,t) vzhladom k ortogonalnemu systému ¢, (). Funkcie
¥, (t) sa hladaju tak, aby funkcia u(z,¢) spliala danid rovnicu a pociatoéni podmienku, t.j. aby platilo

(%) Y (t) + Anap(t) =0,

u@.0) = Y gal@)in(® = fite), ZED 250 @) 0) = fola).

Posledné dva nekonecné rady si Fourierove rady funkcii fi, fo vzhladom na ortogondlny systém ¢, (z) a
urcuju pociatoéné podmienky diferencidlnej rovnice (k).



14 FA

Cvicenia. 1. Rieste predchadzajicu rovnicu pre l = m, a = 1, fo(z) = 0,

fi(z) = { i e s i 22’ %r>> <u(a¢,t) = kio é(kH))Z sin(2k + 1)z cos(2k + 1)t >
2 =

2. Ukéazte, ze v Hilbertovom priestore

VA 0<SAST Az + (1= Nyl =|z]] = ==y
Navod. Modzeme predpokladat, 7e ||z]| = 1. Pre z = Az + (1 — \)y vyuzite, ze

1=(z,2) = (2, Az + (1 = N)y) = Az, @) + (1 = N)(z,9) < Al(z,2)| + (1 = N)|(z,9)]

3. Néjdite prvé tri funkcie z ortonorméalneho systému, ktory vznikne Gram-Schmidtovym procesom z
funkcii f,(t) =t", n=0,1,... v priestore L2(I), kde I je

a. I =(0,1) b. I =(-1,1) c. I =(1,2)

4. Nech f;,f,,...f, su vektory z Hilbertovho priestoru. Ukéazte, ze si linedrne nezavislé vtedy a len
vtedy ked je nenulovy determinant

(flzfl) (flaf2) (fl,fn)
G(f,fs,...£,) = (fz’:fl) (f2’:f2) (f2’:f")
(£ F) (E0B) ... (£af)

5. Nech je v C? skaldrny stc¢in dany vztahom (e, f) = e; fi + 2es fo + 3es f3. Néjdite ortonormalnu bazu,
ktord vznikne Gram-Schmidtovym procesom z trojice vektorov

f; = (Oalal) £, = (’L.,O,’L.), f3 = (Z)Z;O)

[Vysledok: e = (J=(0,1,1), e = £1/77(5,-3.2), e3 = 551/ 5 (10,5, —4) ]

6. Nech {e,f} je linedrne nezdvisld podmnozina prvkov Hilbertovho priestoru H. Definujme funkciu
¢: C = R, p(a) = |le — of||

a. Nakreslite geometrickd interpretaciu funkcie p(«)

b. Pre ktoré a nadobida funkcia ¢(a) minimum?

c. Nech e, f st prvky priestoru L? (0, 00), pre ktoré e(t) =

%, f(t) = t% Urcte v tomto pripade minimum
funkcie p(a).

Zaverom tejto casti eSte uvedieme niektoré z ortogonalnych systémov zndmych z roznych aplikécii.
Haarov systém.

Na intervale (0, 1) definujeme najprv ortogondlny systém funkeif:

h(]() =1 Vzx
{ 1 0<z<4i
hoi(z) = 1
5 <z S 1
1 1 3
h11 %<$S% h12(.’13): -1 %<$§1
pre ostatné x 0 pre ostatné x
2j—1
2"“ hn1(0) =1
nl 3
hnj(z) = ¢ —1 giﬁx <s%

hn;(0) =0prej=2,3,...2"
0 pre ostatne z € (0,1)

Cvicenie. Nacrtnite graf funkcii hyy, hia, ha1, hoo, hag, hag.

Funkcie hgo & hynj, n=0,1,2,...,5=1,2,..

usporiadame v poradi

hOU: h/Ul) hll: h/127 h21: h227h23: h247h31: .

.,2" st v priestore L? (0, 1) navzajom ortogondlne. Ak ich

. a vydelime normou dostaneme ortonormélny systém, ktory sa

nazyva Haarov systém. Jeho vyhodou je, ze rozvoj kazdej funkcie f integrovatelnej na (0, 1) podla Haarovho
systému je konvergentny ku funkcii f takmer vsade. (Pre klasicky Fourierov rad to nie je pravda).
Z Haarovho systému je odvodeny Walshov ortonormalny systém, ktory sa ¢asto pouziva v tedrii diskrétnych

signalov.
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Haarove funkcie sa daji skonstruovat aj indukciou:
1. Funkcia hy(z) = 1 pre Vo € I = (0,1) a D; je delenie intervalu X pozostdvajice z jediného intervalu
(6. X). (Il = fy 1 (@) 2de = 1,

2. Teraz rozdelime interval X na dva rovnako dlhé disjunktné intervaly P’ = (0, 1), P” = (3,1) (deliaci
bod patri do lavého intervalu). Funkcia hy(z) = 1 pre € P, hy(x) = —1 pre € P", ||hy|| =
Vznikne nové delenie D, intervalu X na dva intervaly Py, Ps.

3. Ak uz sme skon$truovali funkciu h, a delenie D,, intervalu X na intervaly Py, P, ..., P,, tak z tych

deliacich intervalov, ktoré maju najvacsiu dizku najdeme deliaci interval Py, ktory je najviac viavo. (k
je najmensie ¢islo, pre ktoré je dizka intervalu P > ako dfiky vsetkych ostatnych deliacich intervalov).
Interval P, rozdelime na dva rovnako dlhé disjunktné intervaly P’, P", pricom deliaci bod patri do lavého
intervalu a definujeme hp11(z) = a pre x € P', hpp1(x) = —a pre x € P"” a hyy1(z) = 0 pre ostatné

z € X. Cislo a > 0 zvolime tak, aby bola norma ||hn41|| = 1. Vznikne tiez nové delenie D, intervalu

X na n + 1 deliacich intervalov.

Pre m < n skimajme sucin funkcii hy, (x) - hn(x). Ak L, = {z € X: hyy(z) #0}, I, = {z € X: hy(z) #
0}, tak platf bud I, N I, = @ alebo I, C I,,. V prvom pripade je hy,, - b, = 0, v druhom pripade
je mé funkcia h,, na intervale I,, konstantnui hodnotu ¢, teda h,, - h, = ¢ h,. V oboch pripadoch je
I3 hn () - by (z)da = 0.

Bez dokazu teraz uvedieme zdkladné vlastnosti Haarovho systému. Pre kazdud funkciu f € L? = L?(0, 1),
1 < p < oo sa dd vypocitat (f, h,) fo r)dz. K funkcii f € LP mozeme teda formalne priradif

rozvoj podla Haarovho systému:
f ) (f )y
n=1

Predchddzajici rozvoj mozeme pomocou funkcif h,,; napisat ako

oo 2" 2"
f( ) f hOO + ZZ ||h ||2 f, ng) ng( ) f h()(] + ZQ”Z f, th)th(a?)
n=0 j=1 n=0 j=1

Veta. Rozvoj kazdej funkcie f € LP podla Haarovho systému konverguje k funkcii f takmer vsade. Ak
p < o konverguje tento rozvoj k funkcii f aj v norme priestoru LP.

Walshov ortonormaélny systém.
Dalsim ortonormélnym systémom po ¢astiach kongtantnych funkcii je Walshov systém. Obycajne sa
definuje na intervale (0, 1) najprv Rademacherov systém:

=1 = sk e ET BT
n=1,2,.... Plati nasledujici vztah medzi Haarovym a Rademacherovym systémom:
o= 207/2 (hyn i) 4 hgno1yg + - 4 han)
Odtial dostavame pre m # n (rp,rm) = 0. Pretoze je (rn(z))? = 1 je zrejmé, ze ||r,|]| = 1. Teda

Rademacherov systém je ortonormdlny. Nie je v8ak uplny. Na to, aby bol dplny treba k nemu este
nejaké funkcie pridat. Jednou z moznosti je pridat funkciu 7o(z) = 1 a vSetky mozné konec¢né suciny
Rademacherovych funkeii tvaru rj,r;, ---7r;, (j1 <j2 <--- < jn, n=1,2,...). Presnejsie:

Definicia. Walshov systém {w, }32, tvoria funkcie
wi(2) =1, wp(T) = rhy41Thott*  Ths1, kde 0<ky <k < v <lkpy, n—1=2F 42k ... 4 ok

(n—1 =2k 42k 4 ... 4 92km jo yyjadrenie ¢isla n — 1 v dvojkovej stistave).

Rozvoj funkcie podla Walshovho systému sivisi s rozvojom podia Haarovho systému, konkrétne 2"t
¢iastocny sucet oboch rozvojov sa zhoduje pre vsetky m =0,1,2,....
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Ortogonalne polynémy.

Ak I C R je interval, tak funkcie f,: I — R, fpo(z) = 2" (n =0,1,2,...) st linedrne nezdvislé. Ak na
priestore funkcii na I definujeme vhodne skaldrny sucin, tak pomocou Gram-Schmidtovho procesu ziskame
z f, ortonormdlnu postupnost ¢, a pomocou nej rozne typy ortogonalnych polynémov.

1. Legendrove polynémy L, (z), ak I = (—1,1) f f(x)g(z)dz. Pritom
2n+1 1 d»
gn(z) = 5 Ly(z), Lo(z)=1, Ly(z) = an!w(aj2 —1)"pren >0

d’ﬂ
Ukazeme, 7ze polynémy P,(z) = d—(a:2 — 1)" tvoria ortogondlny systém: Nech je n > m. Pre k =

xn
0,1,...,n—1je Cﬂt—kk(ﬁ -n" = 0. Integrovanim per partes potom dostaneme

r==1
1 1
dm+1 9 dn—l 9 dm+n ) 9

-1 —1 -1

m+n

Ak je m < n, tak je dzm+n (22 —1)™ =0, ak m = n, tak L = (2n)! a

1 1 |)2 . 92n+1
P2(a)dz = (2n)! [ (a? = 1)nde = P2
[1 2 () dz = (2n) [1($ e =
V2n+1
nl2ny/2

Potom P, tvoria Uplny ortonormélny systém.

2. Cebysevove polynémy T, (z), ak I = (—1,1) f_ \/11_7da;.
2

gn(x) =1/ =Th(z), Tn(x)=cos(narccosz) (n>0)
m

3. Hermitove polynémy H,(z), ak I = (—oc,00) a (f,g) = ffooo f(w)g(z)e’szx.

Ho(2) = (1) " (e—wz)("), gn(x) = mHn(a:) (n > 0)

Prvé Hermitove polynémy si Ho(z) = 1, Hy(z) = 2z, Hy(x) = 42* — 2, H3(x) = 82 — 12z, ... Da sa
ukéazat, ze Hy, je riesenie Hermitovej diferencidlnej rovnice

d%u du
— 22— 4+ 2ku =
12 1z +2ku=0, z€R,

ktora sa tiez casto vyskytuje v aphkamach 4 Laguerrove polynomy L,(z) vzniknid z postupnosti z"
Gram-Schmidtovym procesom, ak I = (0, o0) fo e %dzx.

gn(@) = L) = mew (e—w)“’) . (n20).

Laguerrove polynémy st riesenia Laguerrovej diferencidlnej rovnice

du du
w@_p(]—a:)a—l-kU—O, a:E(0,00),

ktord sa tiez ¢asto vyskytuje v aplikaciach.
Fourierova transformacia — Plancherelova veta.

Analégia Parsevalovej vety (pre Fourierove rady) plati aj pre Fourierovu transforméaciu. Pre komplexné
Fourierove rady v L?(—m,7) Fourierove koeﬁcienty funkcie f su

1

2r J_

f( Ye M dr  (n=0,+1,42,...

Cn =

a Parsevalova rovnost ma tvar
T
2 2
27 3 el / () 2da
n=—oo
Analégiou Fourierovho radu (pre “nekoneéni” periddu) je Fourierova transformaécia, ktord sa definuje pre

funkcie z L'. Ak funkcia patri do L? nemusi patrit do L', aj tak vsak mozno definovat Fourierovu trans-
forméciu, aviak nevlastny integral konverguje v norme priestoru L? (nemusi bodovo).
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Plancherelova veta. (1910) Pre kazdi funkciu f € L*(—o0,00) plati pre kazdé N

N
an(\) = / T M

do L*(—00,00) a v norme priestoru L? existuje A}im gN = ¢g. Pre funkciu g(\) plati
—00
[ lapar=2x [ js@Pds.

Funkcia g sa nazjva Fourierova transformdcia funkcie f. Ak funkcia f € L', tak sa g zhoduje s obycajnou
Fourierovou transformdciou funkcie f.



