Skupina C — rieSenie.

1. Najdite Xo N X; pricom Xo = {x € Z; 2z} = {2k k € £}, X3 = {x € Z; 3z} = {3k; k € Z}.
XoNXz = {z € Z;6|x} = {6k; k € Z} (5 bodov).

2. Nech p;, ps st bindrne relicie na Z také, ze py = {(w,y) € Z%z —y = 5k,k € Z} a
po = {{z,1) € Z% =z —y = 5k*, k € E}. Zistite, ktord z tychto reldcii je ekvivalencia, a ak dno,
ndjdite jej zodpovedajici rozklad mnoziny Z na triedy ekvivalencie.

M je ekvivalencie, lebo je reflexivna, symetrickd a franzitivna.

Reflexivnost: (Vi € Z) (x,2) € py.

Plati, nalolko (Vo € Z) z — z = 0 = 5.0 {3 body).

Symetritnost: (Vo,y € Z) (z,y) € pr = (y,7) € p1.

Ak (z,y) € g, tak Ik € 7 také Ze x — y = 5k, potom y —x = 5(—k) a (y,x) € ps, lebo -k € Z (3
body).

Tranzitivoost: (Yo, y,z € Z) (z,9) €1 A (1, 2) € p1 = (3,2) € py.

Ak (z,y) € p1, {y,2) € p1, tak Ty, ko € B také 2e © —y = Sk, ¥y — 2z = Bho, a preto 2 — z =
(z—)+{y—z) =5k +ka) a (r,2) € p1, lebo k: + k2 € Z (3 body).

Oy = (ki 5 € Z), (U, = {5k + 11k € Z}, 2]y = {5k + 2k € 2}, Blo, = {5k + 3k € 2},
[],, = {5k +4;k € Z}, a preto hladany rozklad Z je {{5k;k € Z}, {6k +1;k € Z}, {bk+2;k € Z},
{5k + 3;k € Z}, {5k +4;k e Z}} (3 body).

pa nie je ekvivalencie, lebo nie je symetrickd a tranzitivna,

Symetritnost: napriklad (5,0) € pa, leho 5 — 0= 512 ale (0,5) ¢ p2 lebo 0—5 = —5 # 5k pre
kEeZ.

Tranzitivoost: napriklad (5,0),{0 —5) € ps, lebo 5 -0 =0— (-5} =512 ale (5, —5) ¢ p2 lebo
5—(=5)=10="5v2" ale vZ ¢ Z. (3 body).

3. Nech B = {1,2,4,6,12,24, 48, 72,144} a ”|” je bindrna relicia na mnoZine B talki, Ze a|b
znadl "a deli b” (inymi slovami, existuje x € Z také Ze b = a- z). Dokdite Ze (B,]) je poset a
nakreslite jeho diagram. Zistite &i je (B, |} zviz, a svoje tvrdenie odévodnite.

(B,]) je poset, lebo reldcia | je reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna.

Reflexfvnost: (v € B) z|z.

Plati, nakolko (Vz € B) z=1-z, a1 € Z (3 body).

Antisymetrignost: (Va,y € B) x|y A ylz = o w oy,

Ak z|y a yix, tak Ik, ko € Z také Ze y = kyx a = = kay, a preto y = kiksy a kyke = 1. Toto je
mozné (pre ki, ka € Z) iba ak k) = ko = 1 alebo k; = ky = —1. Druliy pripad véak pre z,y € B
nastal nemdze, a preto x =y (3 body).

Tranzitiv nost: (Vz,y,z € A} 2|y Ayl = x|z
Ak zly a ylz, tak Tk, ke € Z také 2e y = kyjz 8 2 = kay, & preto z = kakw, odtial =)z {3 body).

(B, ]} je zviz, pretoie vietky dvojice z B maji supremum, a infimum v B (3 body).

Diagram (B, [} (3 body):
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4. Nech @ je bindrna operacia na mnozine redlych ésiel R taks, ze o @ b = (e- b)/2. Zistite &
je (R*, ®) komutativna grupa, pricom R* = {z e R;2 > 0}.
& je bindrna opericia na R*, pretoze (Vo,y e R*) 2 0y = zy/2 € RT (4 body).
Asociativnost: (Vo, 1,z € RY) (z0p) Oz =20 (y o z).
Plati, nakolko (z ©y) 0z = (2y/2) ©z = (zy/2)2/2 = ayz/d = 2O (y2/2) =2 (y©=z) (4 body).
Neutrdlny prvok (Je € R*)(Vz e RY) cOe=emm = 2.
Nekolko z®e=e@ z = ze/2 = x dostaneme e = 2 {4 body).
Inverzny prvok (Vz e R*)(Jz~ e RM) zoa~t = e
Nakolko 2 ® 27! = z2=1/2 = ¢ = 2 dostaneme z-! = 4/z (4 body).
Komutativnost: (Vo,y e R*) 2 @y =y 0.
Plati, nakolko z © y = Y2 =yr/2=yox (4 body).
{(R*,®) je komutativna grupa.

5. Nech K, oznaéuje kompletn$ graf na » vrcholoch. Zistite, pre ktore kladné celé &sla n je
I(,, rovinny graf.

Grafy K, pre n > 5, obsahujy podgraf K, a preto podia Kuratowského vety nie sl rovinné.
K +1,..., Ky s roviné, lebo sa tak daji nakreslit (5 badov).
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6. Predpokladajme ze mame jednoduchy stvisly rovinny graf G ktory ma 20 vrcholov, pridom
vietky majii stupefi 3. Na kolko obladt] (stien) rozdeluje rovinna reprezentdcia tohto grafu rovinu?

Pre rovinnii reprezentdciu grafu G, nech v Je potet vrcholov, & je poéet hram, a o je podet
oblasti, Kedze vietky vrcholy majd stupesi 3, dostaneme se 2h = 3v a preto b = 3-20/2 = 30.
Eulerov vzorec (pre siivisle grafy, t.j. s jednym komponentom) je v +0 — h = 2, odkial dostane me
Ze 0 =30 — 20 4- 2 = 12 (10 bodov),



