Meno a priezvisko: krazok:
1. 2. 3. 4. 5. 6. by

(1) Teoria: Nech ~ je nejaka ekvivalencia na mnozine A. Ako je definovany
rozklad A/ ~7
Toto a nic iné: A/ ~= {[a]~ : a € A}. Hlavne nie definicia rozkladu, o
tom td otdzka zjavne nie je.
Zavedme novy jednoduchy pojem: hovorime, Ze ekvivalencia ~ na posete
(A, <) je konveznd, ak pre vSetky z,y,z € A plati, zeak x <y < zax~ z,
potom x ~ y aj y ~ z. Symbolicky:

(Vz,y,z € A)(x <y < zazdroven x ~ z) = (x ~ y a zarovei y ~ 2)

Uvazujme teraz poset (A, <), kde A = {1,2,3,4} a < je bezné usporiadanie
prirodzenych ¢isel.

(a) Dokazte, ze ak ~ je konvexna ekvivalencia na A, potom rozklad A/ ~
nemoze obsahovat mnozinu {1, 3} ako svoju triedu. Napiste nejaki int
neprazdnu podmnozinu mnoziny A, ktord nemdze obsahovat rozklad
podla konvexnej ekvivalencie ako svoju triedu.

Kedze {1,3} je jedna z tried ekvivalencie, vidime, Ze 1 ~ 3. Ale zdroven
vidime aj, Ze 1 o0 2 a aj 2 o 3 (jedno z toho ndm staci). Teda pre
x =1,y =2,z =3 je splnend lavd strana implikdcie definujicej konvez-
itu ale nie prava. Teda impikdcia nie je pravdivd a ~ nie je konvernd
ekvivalencia.

Dalsie ,zakdzané” triedy su napr. {1,4},{2,4},{1,3,4}.

(b) Napiste vSetky rozklady A podla konvexnych ekvivalencii.
Je ich osem.

o {{1}.{2}.{3}. {4}}:

o {{L2}, {3}, {4}}; {1}, 42,3}, {4); {1}, {2}, {3, 4}};
o {{L.2,3}, {4} {{1}.42.3.4}}; ({12}, {3,4}};

o {{1,2,3,4}}.

(2) Teoria: Definujte kongruenciu na zvéze.
Nech L je tento zviz:

Nech ©1, O,, O3 si ekvivalencie na L dané pomocou rozkladov takto:

L/@l = {{07 a, b> d}a {C7 6}7 {1}}
L/@Q = {{0}7 {CL, b7 C}a {da 6}7 {1}}
L/©; ={{0,a,b,d},{c,e,1}}
Pre kazdu z tychto ©; urobte toto:
e Ak ©; nie je kongruencia na L, dokizte ze ©; nie je konguencia.



e Ak O; je kongruencia na L, nakreslite diagram zvizu L/©;.
(a) ©4 nie je: okrem iného d©1b, e©;c, avsak nie je pravda Ze dV e =
1@] e=>bVc.
(b) ©9 nie je: okrem iného aO®ya, aOsb, avsak nie je pravda Ze aVa =
a®yd = a \V b.
(c) O3 je, faktorovy zviz je zrejmyij.
Niekto spopularizoval medzi pospolitim ludom nesprdvne turdenie, Ze ek-
vivalencia © na zvdize je kongruencia prave vtedy, ked triedy ekvivalencie
st podzvdzy. To nie je pravda (vid ©1). Je to nutnd podmienka, ale nie
postacujguca. Nejaky ten bod som za to ddaval, lepSie ako nic.
(3) Teoéria: Napiste Lagrangeovu vetu.
Uvazujme grupu kvaternionov Qs = {1,14, 7, k, —1, —i, —j, —k}, ktorej Cay-
leyho tabulka je

—1 vl g k| =1 —|—5|—k
—1 -1 k| —j| —t —k
—7 —k| -1 1| —j| k| 1] —i

(a) Najdite podgrupu grupy (s generovania mnozinou {—j} a nakreslite jej
Cayleyho tabulku.
{7t =A{1-1j,—j}

(b) Né&jdite dvojprvkovi podgrupu grupy Qs a nakreslite jej Cayleyho tabulku.
Najdite vSetky pravé kosety tejto podgrupy v grupe Q)s.
Jedind dvojprvkovd podgrupa Qs je H = {1,—1}. Napodiv zatial skoro
nikto nemal pravé kosety, bolo to Specidlne spravené tak, aby sa vdm to
robilo lahko: {{1,—1},{d,—i},{4,—j}, {k,—k}}.

(¢) Dokézte, ze Qs nemd trojprvkovi podgrupu.
Qs md 8 prvkov, 3 nedeli 8, zvysok je jasny z Lagrangeovej vety.
Dalo sa aj bez toho, ale bolo to tazZsie korekine dokdzal, mohli ste ist na
vec napr. takto:
Kazda trojprvkovd podgrupa H musi obsahovat aspon jeden z prvkov
{i,—i,j,—7,k,—k}. KaZdy z tgchto prvkov viak generuje Stvorprvkovi
podgrupu, ¢o je spor s predpokladom |H| = 3.

(4) Teoéria: Definujte permuticiu na mnozine.

Nech A je mnozina {1,2,3,4,5,6,7}. Uvazujme permutacie f,g mnoziny
A dané predpismi f(z) = 8 — z, g(z) = ((3z) mod 8), kde ,mod 8" znaci
zvySok po deleni 8.

(a) Zapiste f a g ako sucin cyklov.
(b) Uréte rad f v grupe Sy.
(c) Vypotitajte foga go f a vysledok zapiste ako stucin cyklov.



Toto ste zbabrali. Pritom to bolo jednoduché.
f=(17)(26)(35), g = (13)(26)(57), f md rdd 2, fog = go f = (15)(37).
Robili ste toto: zapisali ste si napr. [ ako (7654321) a potom ste s nim

nardbali ako s cyklom.
Este sa k tomuto prikladu vrdatim, mozno ho opravim znovu a menej

prisne.
(5) Teoria: Co je invariant? (V teorii grafov, samozrejme.)

Nech (G je takyto graf.

(a) Najdite 3 automorfizmy G; a zapiSte ich ako permutécie mnoziny vr-

cholov grafu G, t.j. ako sicin cyklov.
(b) Nakreslite nejaky suvisly jednoduchy bezsluckovy graf Gy, ktory ma rov-
nako vela vrcholov a hran ako (1, ale nie je izomorfny s G.
(c) Dokézte, ze vas graf G nie je izomorfny s grafom Gj.
Nebudem pisal riesenie. Niektori nevedia zapisat permutdciu. Vyskylo-
vali sa nesprdavne odpovede ako (abc)(def).
(6) Dijkstrovym algoritmom ur¢te najkratsie cesty z vrcholu a do vSetkych vr-

cholov.

Nemilosrdne som strhdval body tym, ktori ,predlZovali” cesty.



