
DISKRÉTNA MATEMATIKA A LOGIKA � PRÍKLADY

Znakom (∗) sú ozna£ené príklady, ktoré sa môºu javi´ ako �´aº²ie� tesne po
príslu²nej predná²ke. Mali by ste v²ak by´ schopní ich zvládnu´ s istým £asovým
odstupom, po diskusii s kolegami alebo s predná²ajúcim/cvi£iacim a podobne.

2. �iasto£ne usporiadané mnoºiny = posety

(1) Nech P je mnoºina {0, 1, 2, 3} × {0, 1, 2, 3}. Dokaºte alebo vyvrá´te, ºe
(P,≤i) je poset. Ak (P,≤i) je poset, nakreslite diagram posetu.
(a) (a1, a2) ≤1 (b1, b2) práve vtedy, ke¤ a1 + a2 ≤ b1 + b2.
(b) (a1, a2) ≤2 (b1, b2) práve vtedy, ke¤ a1 ≤ b1 a zárove¬ a2 ≤ b2.
(c) (a1, a2) ≤3 (b1, b2) prave vtedy, ke¤ a1+a2 ≤ b1+b2 a zárove¬ a1 ≤ b1.
(d) (a1, a2) ≤4 (b1, b2) práve vtedy, ke¤ a1 − a2 ≤ b1 − b2.
(e) (a1, a2) ≤5 (b1, b2) práve vtedy, ke¤ a1−a2 ≤ b1−b2 a zárove¬ a1 ≤ b1.

(2) Nech P je mnoºina {0, 1, 2, 3} × {0, 1, 2, 3}. Nech relácia ≤ na P je daná
predpisom (a1, a2) ≤ (b1, b2) práve vtedy, ke¤ a1 ≤ b1 a zárove¬ a2 ≤ b2.
(a) Nech

Pn = {(x1, x2) : x1 + x2 je nepárne}.
Dokaºte, ºe (Pn,≤) je poset a nakreslite jeho diagram. Ur£te aj mnoºi-
ny najvä£²ích, najmen²ích, maximálnych a minimálnych prvkov posetu
(Pn,≤).

(b) Nech

Pp = {(x1, x2) : x1 + x2 je párne}.
Dokaºte, ºe (Pp,≤) je poset a nakreslite jeho diagram. Ur£te aj mnoºi-
ny najvä£²ích, najmen²ích, maximálnych a minimálnych prvkov posetu
(Pp,≤).

(3) Nech (P,≤) je kone£ný poset. Dokáºte, ºe ak v (P,≤) je práve jeden ma-
ximálny prvok m, potom m je najvä£²í prvok.

(4) Nájdite (pod©a predo²lého cvi£enia nevyhnutne nekone£ný) poset, ktorý
má práve jeden maximálny prvok, ale nemá najvä£²í prvok.

(5) Dokáºte, ºe ak (P,≤) je poset, potom aj (P,≤−1), kde ≤−1 je daná pred-
pisom

x ≤−1 y :⇔ y ≤ x

je tieº poset. Ak P je kone£ná mnoºina, v akom vz´ahu sú diagramy posetov
(P,≤) a (P,≤−1)?

(6) (∗) Ak (P,≤1) a (P,≤2) sú posety, je aj (P,≤1 ∩ ≤2) poset? 1

(7) Nech (P1,≤1), (P2,≤2) sú posety. Dokáºte, ºe (P1 × P2,≤) je poset, ak ≤
je daná predpisom

(x1, x2) ≤ (y1, y2) :⇔ x1 ≤ y1 a zárove¬ x2 ≤ y2.

Nakreslite diagram (P1 × P2,≤), ak P1 je dvojprvkový re´azec a P2 je
trojprvkový re´azec. Táto kon²trukcia sa nazýva priamy sú£et posetov.

1Uvedomte si, ºe vzh©adom na de�níciu relácie je ≤1 ∩ ≤2 zmysluplný zápis.
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(8) Nech (P1,≤1), (P2,≤2) sú posety. Dokáºte, ºe (P1 × P2,≤) je poset, ak ≤
je daná predpisom

(x1, x2) ≤ (y1, y2) :⇔ x1 ≤ y1 alebo (x1 6≤ y1 a zárove¬ x2 ≤ y2)

Nakreslite diagram (P1×P2,≤), ak P1 je dvojprvkový re´azec a P2 je tento
poset:

Urobte to isté, ale s vymeneným P1 a P2. Táto kon²trukcia sa nazýva
lexikogra�cký sú£et posetov.

(9) Nech C je mnoºina v²etkých diferencovate©ných funkcií z R do R. Ukáºte
(C,≤) nie je poset, ak ≤ je daná predpisom

f ≤ g :⇔ (∀x ∈ R) : f ′(x) ≤ g′(x)

.
(10) (∗) Nech P je mnoºina, nech ρ je relácia na P , ktorá je re�exívna a tranzi-

tívna, av²ak nie nevyhnutne antisymetrická (tak ako v predo²lom príklade).
Dokáºte, ºe ∼⊆ P × P daná predpisom

a ∼ b :⇔ aρb a zárove¬ bρa

je relácia ekvivalencie. Uvaºujte teraz (P/ ∼,≤) (t.j. ≤ je relácia na
triedach ekvivalencie ∼), kde ≤ je dané predpisom A ≤ B :⇔ (∃x ∈ A, y ∈
B) : xρy. Dokáºte, ºe (P/ ∼,≤) je poset.


