DISKRETNA MATEMATIKA A LOGIKA — PRIKLADY

S IRT)

Znakom (*) st oznadené priklady, ktoré sa moézu javit ako ,fazSie” tesne po
prislugnej prednagke. Mali by ste v8ak byt schopni ich zvladnut s istym casovym
odstupom, po diskusii s kolegami alebo s prednagajicim/cviciacim a podobne.

(1) Vezmite si znovu papier s cvi¢eniami o posetoch. Zistujte, ¢i sa dané posety
zvazmi alebo nie.

(2) Toto je Cayleyho tabulka operacie A istého zvizu. Nakreslite jeho diagram
a potom Cayleyho tabulku V. !

Ala b ¢ d e f g
ala a d d d d a
bla b ¢c d ¢ f b
cld ¢ ¢ d ¢ ¢ c
dld d d d d d d
eld ¢ ¢ d e ¢ e
fld ¢ ¢ d ¢ f f
gla b ¢ d e f g
(3) Hovorime, Ze poset (S,<) je polozviz, ak pre kazdé dva prvky a,b € S

existuje inf{a, b} = a A b. N4jdite polozviz, ktory nie je zviz.

(4) Dokazte, ze kazdy konetny polozviz ma najmensi prvok.

(5) Najdite polozvéz, ktory neméa najmensi prvok.

(6) Dokazte, ze ak (S, <) je kone¢ny polozviz, ktory ma najvacsi prvok, potom
(S, <) je zviz.

(7) Najdite polozviz, ktory ma najvicsi prvok ale nie je to zvéz.

) Nech (P, <) je taky poset, ktory ma najvacsi prvok a pre kazdd mnozinu

A C P plati, 7e inf A existuje. Dokazte, 7e (P, <) je zviz.

(9) (%) Z predoslého cvicenia nie je moZné vynechat podmienku o existencii
najvicsieho prvku. Je ju v8ak mozné zoslabit. Doplitte xxxx v nasledujicej
vete tak aby platila a dokazte ju.

Veta 1. Nech (P, <) je taky poset, Ze platia tieto podmienky.

(a) Pre kazdi mnoZinu A C P plati, Ze inf A ezistuje.

(b) Pre kaZdi mnozinu A C P existuje prvok x € P taky, Ze xxxz.
Potom (P, <) je zviz.

(10) Skumajte opdf konedné zvizy z cvicenia 1) a zistujte, ¢i st distributivne,
modularne, alebo ni¢ z toho.
(11) Bez pouZitia vety o diamante a pentagone dokaZte, Ze kazdy refazec je
distributivny zvéz.
(12) Je podzviz distributivneho zviizu vzdy distributiviny?
13) Je podzviz modularneho zvizu vzdy modularny?
) Nech (L, <) je zviiz. Definujme teraz dualny poset (L, <*) takto:

a<*b:<=b<a.

LV tabulke som spravil jednu chybu. Opravte si ju sami.
1
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Dokazte:
(a) (L, <) je zvéz prave vtedy, ked (L, <*) je zviz.
(b) (L, <) je distributivny zviz prave vtedy, ked (L, <*) je distributivny
ZVaz.
(¢) (L, <) je modularny zviz prave vtedy, ked (L, <*) je modularny zviz.
Preco stadi dokazaf vzdy len jednu implikiciu? 2
(15) (*) Distributivny zakon méa tvar ,,(Va,b,c € L) nejaka rovnost”. Naproti
tomu modularny zakon mé tvar ,,(Va,b, ¢ € L) nejakd implikacia”. Je v8ak
mozné najst vyjadrenie aj modularneho zakona v tvare vSeobecne kvantifi-
kovanej rovnosti. Najdite tuto rovnost.
(16) Dokazte, 7e diamant ma prave 2 kongruencie.
(17) Najdite vSetky podzvizy pentagonu, ktoré obsahuju jeho najmensi a naj-
vacsi prvok. Nakreslite ich poset v usoriadani C. Je to zviz?
(18) Najdite 3 rozne kongruencie pentagonu a nakreslite diagramy k nim prisla-
chajucich faktorovych zvézov.
(19) Najdite v8etky kongruencie zvizu L:

2Vyuzite fakt, ze (<*)* =<.
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[Je ich 7]. Ozna¢me Con(L) mnozinu vietkych kongruencii tohto zvizu.

Nakreslite poset (Con(L),C). Presved¢te sa, Ze to je distributivny zviz.

(20) Ako vyzeraju kongruencie na kone¢nych retazcoch?

(21) Dokéazte, 7e ak © je kongruencia na zvize L, potom pre vSetky x1, 22 € L
také, ze x1Ox9 plati aj r10x1 V xa, £10x1 A x2.

(22) Pomocou predoslého cvicenia dokazte, Ze pre kazdy koneény zviz L a kon-
gruenciu © na L plati, %e pre vietky x € je [z]o kone¢ny interval, t.j. Ze
existuju a,b € L také, ze

[zle={y€e L:a<y<b}

(23) Pre poset (P, <), P = {{1},{1,2},{1,3},{1,4},{1,2,3}, najdite H(P) a
nakreslite diagram distributivneho zvizu (H(P),N,U).
(24) Ak Ly, Lo st zvéizy, potom Ly X Lo s usporiadanim

(x1,22) < (y1,Y2) = 1 < y1 a zéroven zo < Yo

je zvaz. Dokazte.

(25) Nech Cs je dvojprvkovy retazec a C3 je trojprvkovy retazec. Potom Co x C3
je distributivny zvéz (vid predoslé cvicenie). Najdite J(Co xC3) a nakreslite
diagram zvizu H(J(Cs x Cs)).

(26) (%) Ak Ly, Lo st distrubutivne zvézy, v akom vztahu st posety J(L1), J(L2)
a J(Ll X L2>?

(27) Dokazte, 7e ak L je distributivny zviz a © je kongruencia na L, potom L/©
je distributivny zvaz.

(28) Nakreslite zviz vSetkych podgrap grupy Ss v usporiadani C. Je distribu-
tivny? Je modularny?

(29) Nakreslite zviz vietkych podgrip grupy Zg v usporiadani C. Je distribu-
tivny? Je modularny?

(30) Ako vyzera zviz vietkych podgrip grupy Z, v usporiadani C? Hladajte
suvislosti s delitelnostou prirodzenych ¢isel!

(31) Dokazte, Ze ak a, b st kladné prirodzené ¢isla, potom nsn(a,b).nsd(a,b) =
a.b. Dokézte, ze (NT,|) je distributivny zviz PouZite vetu o diamante a
pentagone.



