
DISKRÉTNA MATEMATIKA A LOGIKA � PRÍKLADY

Znakom (∗) sú ozna£ené príklady, ktoré sa môºu javi´ ako �´aº²ie� tesne po
príslu²nej predná²ke. Mali by ste v²ak by´ schopní ich zvládnu´ s istým £asovým
odstupom, po diskusii s kolegami alebo s predná²ajúcim/cvi£iacim a podobne.

(1) Vezmite si znovu papier s cvi£eniami o posetoch. Zis´ujte, £i sú dané posety
zväzmi alebo nie.

(2) Toto je Cayleyho tabu©ka operácie ∧ istého zväzu. Nakreslite jeho diagram
a potom Cayleyho tabu©ku ∨. 1

∧ a b c d e f g
a a a d d d d a
b a b c d c f b
c d c c d c c c
d d d d d d d d
e d c c d e c e
f d c c d c f f
g a b c d e f g

(3) Hovoríme, ºe poset (S,≤) je polozväz, ak pre kaºdé dva prvky a, b ∈ S
existuje inf{a, b} = a ∧ b. Nájdite polozväz, ktorý nie je zväz.

(4) Dokáºte, ºe kaºdý kone£ný polozväz má najmen²í prvok.
(5) Nájdite polozväz, ktorý nemá najmen²í prvok.
(6) Dokáºte, ºe ak (S,≤) je kone£ný polozväz, ktorý má najvä£²í prvok, potom

(S,≤) je zväz.
(7) Nájdite polozväz, ktorý má najvä£²í prvok ale nie je to zväz.
(8) Nech (P,≤) je taký poset, ktorý má najvä£²í prvok a pre kaºdú mnoºinu

A ⊆ P platí, ºe inf A existuje. Dokáºte, ºe (P,≤) je zväz.
(9) (∗) Z predo²lého cvi£enia nie je moºné vynecha´ podmienku o existencii

najvä£²ieho prvku. Je ju v²ak moºné zoslabi´. Dopl¬te xxxx v nasledujúcej
vete tak aby platila a dokáºte ju.

Veta 1. Nech (P,≤) je taký poset, ºe platia tieto podmienky.

(a) Pre kaºdú mnoºinu A ⊆ P platí, ºe inf A existuje.

(b) Pre kaºdú mnoºinu A ⊆ P existuje prvok x ∈ P taký, ºe xxxx.

Potom (P,≤) je zväz.

(10) Skúmajte opä´ kone£né zväzy z cvi£enia 1) a zis´ujte, £i sú distributívne,
modulárne, alebo ni£ z toho.

(11) Bez pouºitia vety o diamante a pentagone dokáºte, ºe kaºdý re´azec je
distributívny zväz.

(12) Je podzväz distributívneho zväzu vºdy distributívny?
(13) Je podzväz modulárneho zväzu vºdy modulárny?
(14) Nech (L,≤) je zväz. De�nujme teraz duálny poset (L,≤∗) takto:

a ≤∗ b :⇐⇒ b ≤ a.

1V tabu©ke som spravil jednu chybu. Opravte si ju sami.
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Dokáºte:
(a) (L,≤) je zväz práve vtedy, ke¤ (L,≤∗) je zväz.
(b) (L,≤) je distributívny zväz práve vtedy, ke¤ (L,≤∗) je distributívny

zväz.
(c) (L,≤) je modulárny zväz práve vtedy, ke¤ (L,≤∗) je modulárny zväz.
Pre£o sta£í dokáza´ vºdy len jednu implikáciu? 2

(15) (∗) Distributívny zákon má tvar �(∀a, b, c ∈ L) nejaká rovnos´�. Naproti
tomu modulárny zákon má tvar �(∀a, b, c ∈ L) nejaká implikácia�. Je v²ak
moºné nájs´ vyjadrenie aj modulárneho zákona v tvare v²eobecne kvanti�-
kovanej rovnosti. Nájdite túto rovnos´.

(16) Dokáºte, ºe diamant má práve 2 kongruencie.
(17) Nájdite v²etky podzväzy pentagonu, ktoré obsahujú jeho najmen²í a naj-

vä£²í prvok. Nakreslite ich poset v usoriadaní ⊆. Je to zväz?
(18) Nájdite 3 rôzne kongruencie pentagonu a nakreslite diagramy k nim prislú-

chajúcich faktorových zväzov.
(19) Nájdite v²etky kongruencie zväzu L:

2Vyuºite fakt, ºe (≤∗)∗ =≤.
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[Je ich 7]. Ozna£me Con(L) mnoºinu v²etkých kongruencií tohto zväzu.
Nakreslite poset (Con(L),⊆). Presved£te sa, ºe to je distributívny zväz.

(20) Ako vyzerajú kongruencie na kone£ných re´azcoch?
(21) Dokáºte, ºe ak Θ je kongruencia na zväze L, potom pre v²etky x1, x2 ∈ L

také, ºe x1Θx2 platí aj x1Θx1 ∨ x2, x1Θx1 ∧ x2.
(22) Pomocou predo²lého cvi£enia dokáºte, ºe pre kaºdý kone£ný zväz L a kon-

gruenciu Θ na L platí, ºe pre v²etky x ∈ je [x]Θ kone£ný interval, t.j. ºe
existujú a, b ∈ L také, ºe

[x]Θ = {y ∈ L : a ≤ y ≤ b}
(23) Pre poset (P,≤), P = {{1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 2, 3}, nájdite H(P ) a

nakreslite diagram distributívneho zväzu (H(P ),∩,∪).
(24) Ak L1, L2 sú zväzy, potom L1 × L2 s usporiadaním

(x1, x2) ≤ (y1, y2) :=⇒ x1 ≤ y1 a zárove¬ x2 ≤ y2

je zväz. Dokáºte.
(25) Nech C2 je dvojprvkový re´azec a C3 je trojprvkový re´azec. Potom C2×C3

je distributívny zväz (vi¤ predo²lé cvi£enie). Nájdite J(C2×C3) a nakreslite
diagram zväzu H(J(C2 × C3)).

(26) (∗) Ak L1, L2 sú distrubutívne zväzy, v akom vz´ahu sú posety J(L1), J(L2)
a J(L1 × L2)?

(27) Dokáºte, ºe ak L je distributívny zväz a Θ je kongruencia na L, potom L/Θ
je distributívny zväz.

(28) Nakreslite zväz v²etkých podgrúp grupy S3 v usporiadaní ⊆. Je distribu-
tívny? Je modulárny?

(29) Nakreslite zväz v²etkých podgrúp grupy Z6 v usporiadaní ⊆. Je distribu-
tívny? Je modulárny?

(30) Ako vyzerá zväz v²etkých podgrúp grupy Zn v usporiadaní ⊆? H©adajte
súvislosti s delite©nos´ou prirodzených £ísel!

(31) Dokáºte, ºe ak a, b sú kladné prirodzené £ísla, potom nsn(a, b).nsd(a, b) =
a.b. Dokáºte, ºe (N+, |) je distributívny zväz Pouºite vetu o diamante a
pentagone.


