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Uvod

Text obsahuje tvod z teérie mnoZin, grafov, vyrokovej logiky a booleovskych funkcii.
Tomuto zodpoveda aj ¢lenenie textu na kapitoly. Obrazky a tabulky v texte sd ¢islované po
kapitolach. Najviac pozornosti sme venovali grafom a booleovskym funkcidm.

K tomu, aby Ccitatel zvladol cvicenia potrebuje poznat operacie s maticami, elementarne
funkcie, deriviciu a integral redlnej funkcie jednej premenne;.

Publikécia je urcend posluchdcom I. ro¢nika FEI STU v Bratislave, no mdze byt u¢ebnou
pomockou aj pre posluchdcov inych fakult.

Zaverom si dovolujeme podakovat nasim priatefom doc. RNDr. Ludovitovi Niepelovi,
CSc. a RNDr. Vladimirovi JaniSovi, CSc. za pozorné precitanie textu, cenné rady a pripo-
mienky, ktoré prispeli k zlepSeniu publikécie.
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Mnoziny

Vznik teérie mnoZin sivisi s menami B. Bolzano (1781-1848) a G. Cantor (1845-1918).
Cantor vytvoril tedriu, ktord je zdkladom sicasnej tedrie mnoZzin.

Cantor pouzival intuitivny pojem mnoZiny, ktord povazoval za ,,sthrn predmetov, veci,
dobre rozliSitelnych nasou myslou alebo intuiciou*. Nehovori ni¢ o spdsobe tvorenia mnoZin,
teda pripasta neobmedzend moznost tvorenia mnozin z [ubovolnych objektov. Toto viedlo k
niektorym tazkostiam - paradoxom v tedrii mnoZin. Uvedieme takyto paradox.

Podla Cantora mdzZeme vytvorit mnoZinu, ktorej prvkami st vSetky mnoziny. Ozna¢me ju
znakom M. PretoZe M je mnoZina, tak je aj prvkom mnoZiny vSetkych mnoZin, teda M € M.
Pre mnoZinu N vsetkych prirodzenych ¢isel zasa plati N € N. Rozdelme teda mnoZinu M
vSetkych mnoZin na mnoZiny U a V, priCom U je mnoZina tych prvkov X € M, pre ktoré plati
X ¢ X a Vje mnozina tych prvkov X € M, pre ktoré plati X € X. Platia tu tieto vztahy:

M=UUV,UNV=40

Mnoziny U, V st neprazdne, lebo M € Va N € U. Kazdd mnoZzina patri do U alebo do V. Kam
patri mnoZina U?

Ak U €V, tak podla definicie V je U e U. Ale, pretoze UN V=0 tak, ak U € V potom
U ¢ U. Mame spor U € U astcasne U ¢ U. Teda nie je mozné, aby U € V.

Ak U ¢ V, tak U € U a podla definicie U je U ¢ U. Opit mame spor.

Miéme teda mnoZinu U, ktord nie je prvkom M, €o je v rozpore s tym, Ze M je mnoZina
vSetkych mnoZin. M potom ale nem6Ze byt mnoZina.

RieSenim tejto situdcie boli pravidl4, kedy sihrn predmetov tvori mnozinu. Stihrn predme-
tov nazyvame trieda a tie triedy, z ktorych sa dajd vytvorif dalSie triedy, sa nazyvaji
mnoziny. Napriklad M je trieda, ktord nie je mnoZinou a na druhej strane vSetky prirodzené
¢isla tvoria mnoZinu (ozna¢me ju N), lebo N je prvkom P(N) mnoZiny vSetkych podmnoZin
mnoziny N. V axiomatickej tedrii mnoZzin sa z axiom da dokézat, Ze N je mnoZina.

Uvedme teraz oznacenia niektorych mnoZzin, ktoré budeme castejSie pouzivat.

N znamend mnoZzinu vSetkych prirodzenych cCisel, pricom aj nulu poc¢itame medzi
prirodzené Cisla.

N~ znamend mnoZinu vSetkych kladnych prirodzenych cisel,

V/ znamend mnoZinu vSetkych celych Cisel,

0 znamend mnoZinu vSetkych raciondlnych &isel,

o+ znamend mnoZzinu vSetkych kladnych raciondlnych cisel,

R znamend mnoZinu vSetkych redlnych cisel,
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R* znamend mnoZinu vSetkych kladnych redlnych ¢isel,
(a,b) znamena otvoreny interval a, b,
(a,b) znamen4 uzavrety interval a, b.

Mohutnost mnozin

Mohutnost mnoziny alebo kardindlne ¢islo mnoZiny je zovSeobecnenie pojmu pocet prv-
kov mnoZiny. Uvedieme najskor, kedy maji dve mnoZiny rovnaki mohutnost.

MnoZiny A, B majt rovnakii mohutnost, ak existuje bijekcia z jednej mnoZiny na
druhd. Zapisujeme to card A = card B.

Priklad.

a) Mnoziny N a N* maji rovnakd mohutnost, lebo zobrazenie f: N - N*, f(n)=n+1 je
bijekcia.

b) MnozZiny R a R* maji rovnaki mohutnost, lebo zobrazenie f: R* - R, f(x) =1Inx je
bijekcia.

¢) MnoZiny A= {0,1,2} a B={a,b,c} maju rovnakd mohutnost, lebo zobrazenie
fiA->B,f(0)=a, f(1)=0b, f(2) = c je bijekcia.

d) Intervaly (0, 1) a (o0, 0) maji rovnakd mohutnost, lebo zobrazenie
f:(0,1) » (—=0,0), f(x)=Inx je bijekcia.

e) Interval (1,00) a R* maji rovnakd mohutnost, lebo zobrazenie f:(1,)—> R",
f(x) =Inx je bijekcia. |

Nech n € N*. Hovorime, Ze mnoZina A ma n prvkov, ak existuje bijekcia mnoZiny
{1,2,...,n} na A. Prazdna mnoZina ma 0O prvkov.
MnozZina A sa nazyva konecnd, ked ma k prvkov, kde k je prirodzené ¢islo.

Priklad. MnoZina {a,b,c,d} ma 4 prvky, lebo priradenie 1 — a,2+— b3 ¢, 41> d, je
bijekcia.

MnoZina {a1,as,as,as,as} ma 5 prvkov, lebo zobrazenie n — a, je bijekcia. [

MnoZina, ktord nie je kone¢nd, sa nazyva nekonecénd.

Prikladom nekone¢nej mnoZiny je mnoZina vSetkych prirodzenych ¢isel. Toto tvrdenie
nebudeme dokazovat, zoberieme to ako znamy fakt. Ddkaz ndjde Citatel v kazdej knihe o
axiomatickej tedrii mnoZzin.

Nekone¢né mnoZiny dalej delime na spocitatelné a nespocitatelné.

MnozZina A sa nazyva spocitatelnd, ked ma rovnakd mohutnost ako mnoZina N.
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PodTla definicie to znamend, Ze musi existovat bijekcia z mnozZiny N na A. Ak f je takéto
bijekcia, tak vlastne prirodzenému ¢islu n priradi nejaky prvok a z mnoziny A, t.j. f(n)=a.
Z matematickej analyzy pozname aj skrateny zapis takéhoto priradenia, a to a,. To ale zna-
mend, Ze prvky mnoziny A sa daji zoradit do postupnosti. Dokdzali sme tak vetu:

Veta. MnoZina je spocitatelnd, ak sa jej prvky daji zoradit do nekonecnej postupnosti.

a8

Priklad.

1. MnoZina N je spocitatelnd, lebo jej prvky sa daju zoradit napriklad do tejto postupnosti:
0,1,2,3, ...

2. Mnozina N* je spocitatelnd, jej prvky sa dajui zoradit do postupnosti 1, 2, 3,4, ....

3. MnoZina Z vSetkych celych ¢isel je spocitatelnd, lebo jej prvky sa dajui zoradit do po-
stupnosti 0, 1, -1, 2,-2,3,-3, ... |

Veta. Ak dve mnoZiny A, B su spocitatelné, tak je spocitatelny aj ich kartezidnsky sicin
AXB.

Doékaz. Prvky mnoZiny A sa daju zoradit do postupnosti a1,a»,as,as, ..., prvky mnoZiny B
do postupnosti b1, b2, b3, ba, ... . NapiSeme si postupne prvky mnoZiny A X B, pri¢om vyuZije-
me zoradenie prvkov A aj B:

(ai,b1),(ai,b2),(ar,b3),(ar,bs), ...
(az, b1), (612, bz), (az,b3), (az, b4),
(as3,b1),(as, b2),(as,b3),(as,bs), ...
(614, b, ), (614, bz), (614, b3), (614, b4),

Zoradime prvky mnoZiny A X B do postupnosti tak, Ze sa budeme v predchddzajicej tabulke
pohybovat po uhloprieckach, pricom za¢neme dvojicou v lavom hornom rohu

(al,bl),(az,bl), (a1,b2),(a1,b3),(a2,b2), (03,191),(614,]91), (a3,b2),(a2,b3),

To ale znamend, Ze mnoZina A X B je spocitatelna. a

Veta. Ak mnoZiny A1, Az, As, ..., Ax, k€ N* sii spocitatelné, tak je spocitatelny aj kar-
tezidnsky sucin A1 XAy X ... X Ag.

Dokaz neuvedieme, robi sa indukciou vzhladom na &, priCom prechod od k ku k+ 1 je ana-
logicky ako v predchéddzajicej vete. a8

Veta. Nech A je spocitatelnd mnoZina. Potom mnoZina B je spocitatelnd prdve vtedy, ked
existuje bijekcia z A na B.

Dokaz. Ak A je spocitatelnd mnoZina, potom, podla definicie spocitatelnosti mnoZiny, exi-
stuje bijekcia f: A > N. Potom ale f~! : N - A je tieZ bijekcia.
Ak B je spocitatelnd mnoZina, tak existuje bijekcia g : N — B. Potom ale zloZend funkcia
fog:A— B jebijekcia.
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Z druhej strany, ak & : A - B je bijekcia, tak f~' o h: N > B je bijekcia a mnoZina B je, podla
definicie, spocitateln4. a

Priklad. Nech M je mnoZina vSetkych matic stupiia 2, tvaru [g ZJ, kde a,b e N.

MnoZina M je spocitatelnd, pretoZe existuje bijekcia

FINXN > M, f(n,m)=[g ZJ

a mnozina N X N je spocitatelna. [

Veta. KaZdd podmnoZina spocitatelnej mnoZiny je konecnd alebo spocitatelnd.

Dokaz. Nech A je spocitatelnd mnoZina a B jej podmnoZina. Prvky mnoZiny A sa daja zo-
radif do postupnosti a1, az,as, ... . Prvky mnoZiny B nech sa tam nachddzaji na miestach iy,
pricom pocet k tychto miest je kone¢ny alebo nekone¢ny. Prvky a;,, ktoré oznacime by = a;,,
v prvom pripade tvoria kone¢ni mnoZinu, v druhom pripade su zoradené do nekonec¢nej pos-

tupnosti by, b,, bs, ... . Teda B je kone¢nd alebo spocitatelna.
Poznamenajme, Ze postupnost bi, b2, bs, ... je vlastne vybrand postupnost z postupnosti
a,az,as,.... @

Veta. Ak mnoZiny A, B su spocitatelné, tak AUB je spocitatelnd mnoZina a ANB je
konecnd alebo spocitatelnd mnoZina.

Dokaz. Prvky mnoZiny A sa daju zoradif do postupnosti a1, az,as,... , prvky mnoZiny B
do postupnosti b1, bz, bs,... . Prvky mnoZiny AU B zoradime do nekonec¢nej postupnosti
ai,bi,as,by,as,bs,... vtedy, ked mnoZiny A, B su disjunktné. Postupnost je nekonecnd, lebo
mnoZina A je nekone¢nd. Ked mnoZiny A, B nie st disjunktné, tak AUB=AU(B-A) a
mnoZiny A, B — A st uZ disjunktné. CiZe mnoZina A U B je spo&itatelna.

PretoZe mnoZina AN B je podmnoZinou spocitatelnej mnoZiny A, tak je konecnd alebo
spocitatelna. a

Veta. Ak mnoZina A je konecnd a mnoZina B je spocitatelnd, tak mnoZina AUB je
spocitatelnd a mnoZina A N B je konecnd.

Dokaz. Prvky mnoZiny A nech su ai,a»,as,...,a,, prvky mnoziny B sd zoradené do po-
stupnosti by, bo, b3, ... . VSetky prvky mnoZiny B st prvkami mnoZiny A U B, teda A U B je ne-
konecna. Jej prvky zoradime do postupnosti

al’az’ "‘5an’b1’b25 b3’ ey

ked mnoZiny A a B si disjunktné. Ak nie sd, tak AUB =AU (B—A), prifom mnoZiny A,
B — A st uz disjunktné. a

Priklad. Nech mnoZina A ={-1,1,2,...,10}, mnoZina B=N mnoZine v8etkych priro-
dzenych ¢isel a mnoZina D je mnoZina vSetkych parnych prirodzenych cisel. Potom
ANB={1,2,..,10} je kone¢nd mnoZina a DN B = D je nekone¢nd mnoZina. |
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Veta. Mnozina Q vsetkych kladnych raciondlnych Cisel je spocitatelnd.

Doékaz. Prvky mnoziny QO majua tvar B, kde p, g su nesudeliteIné prirodzené ¢isla. Zobra-
zenie f: Q" > N*xN*, kde f (%) = (p, q), je injektivne zobrazenie. MnoZina N* X N* je spo-
Citatelnd a jej podmnoZina f(Q7) je kone¢nd alebo spocitatelnd a vzhladom na to, Ze f je
bijekcia O na f(Q7), tak @* m4 rovnakd mohutnost ako f(Q"). PretoZze Q*obsahuje ne-
kone¢nd mnoZinu N*, tak Q*je spocitatelna. a8

Priklad. MnozZina Q vSetkych raciondlnych ¢isel je spocitatelna.

RieSenie. Zobrazenie f: Q" - 07, kde f (%) = —% je bijekcia z mnoZiny kladnych racio-
nalnych ¢isel O na mnoZinu vsetkych zdpornych raciondlnych ¢&isel O, teda QO je spo-
¢itatelnd mnoZina. Potom aj mnoZina Q* U Q™ je spocitatelnd a pridanim kone¢nej mnoZiny
{0} vznikne spocitatelnd mnoZina vietkych raciondlnych ¢&isel @ = {0} UQ U Q™. |

Mohutnostou mnoZiny A nazyvame symbol, priradeny vSetkym mnoZindm s rov-
nakou mohutnostou ako mnoZina A.

PretoZe pri kone¢nych mnoZinach existuje bijekcia iba medzi mnoZinami s rovnakym poc-
tom prvkov, tak sa pocCet prvkov pouZiva na oznaCenie mohutnosti kone¢nej mnoziny. Teda
n-prvkovd mnoZina ma mohutnost 7.

Pri nekone¢nych mnozinich vznikd otdzka, ¢i vSetky maju rovnakd mohutnost ako mno-
Zina N, t.j. ¢i vSetky mnoZiny su spocitatelné. Da sa dokézat, Ze napriklad otvoreny interval
(0,1) nie je spocitatelnd mnoZina, Ze jeho prvky sa nedaji zoradit do postupnosti. Preto
vSetky nekone¢né mnoZiny nemaji rovnaki mohutnost. Symbol, priradeny vSetkym mnoZi-
ndm s rovnhakou mohutnostou ako N je N (¢itaj alef nula).

Ktoré mnoZiny maji rovnaki mohutnost ako interval (0, 1)?

Priklad. Kazdy interval (a,b), kde a, b st redlne ¢isla ma rovnakd mohutnost ako inter-
val (0, 1). Funkcia f: (0,1) - (a,b), f(x) = a+x(b—a), je bijekcia. |

Priklad. Interval (0, 1) ma rovnakd mohutnost ako interval (—oo,0). Hladana bijekcia je
logaritmické funkcia na (0, 1).

Oznatme R~ = (—=0,0), R* =(0,), R = (-0, ). Funkcia f(x) =—x je bijekcia R~ na R™.
Logaritmicka funkcia In je bijekcia R* na R.
Mnoziny (0,1), R~, R*, R maju teda rovnakd mohutnost. [

Mohutnost mnoZiny R vSetkych redlnych ¢isel oznacujeme ¢ a nazyvame
mohutnostou kontinua.

CvicCenia

1. Dokdzte, 7e vietky intervaly (a, ), kde a je redlne &islo, maji rovnakd mohutnost.
2. Akud mohutnost md mnoZzina vSetkych kladnych racionédlnych ¢isel? Zdovodnite.
3. Dokézte, Ze mnozina {x;x=5k+ 1,k € N} je spo&itateln4.
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4. Zistite, ¢i mnoZina A je spocitatelnd, ak
(a) A={n*; neN}YU{+; neN*},
b . . 1w
(b) A= {[ g 4 ¢ J; a,b,c,d,e € Z},kde Z je mnoZina vSetkych celych ¢isel,
e
(c) A= neLZJW{(xl,xz, waXn); xi€{0,1},ie{1,2,...,n}}.
5. Zistite, ¢i mnoZiny A, B maji rovnaki mohutnost, ked
(a) A je mnozina vSetkych bodov v rovine, ktorych sdradnice su raciondlne ¢isla a B je
mnoZina vSetkych bodov na priamke, ktorych sdradnice st celé Cisla.
(b) A je mnozina vSetkych polynémov s celociselnymi koeficientami a B je mnoZina
vSetkych celych Cisel.

Operacie na mnoZine

Pozndme dve zakladné operdcie na mnozine N* vSetkych prirodzenych &isel, a to séitanie
+ a nasobenie . . Mozeme ich chdpaf ako funkcie f, g z mnoZiny N*XxXN*do N,
G, y)=x+y, glx,y) =x.y . Takto definujeme aj operacie na fubovolnej mnoZine.

Funkciu f: A" > A, n € N*, nazyvame n-drnou operdciou na mnoZzine A.
Pre n =1, namiesto 1-drna operdcia, hovorime aj undrna operacia.

Pre n =2, namiesto 2-arna operdcia, hovorime aj bindrna operécia.

Pre n = 3, namiesto 3-drna operacia, hovorime aj ferndrna operacia.

Priklad. Funkcia f(x,y) =x+y je bindrna operdcia na mnoZine R, pretoZe je definovand

pre kazdé x,y € R a tieZ f(x,y) € R.

Funkcia g(x,y) = x.y je tieZ bindrnou operdciou na R, pretoZe jej defini¢ny obor je R XR a
pre kazdé x,y € R plati g(x,y) € R.

Funkcia h(x,y) = x —y je bindrna operdcia na R, pretoZe pre kazdé x,y € R plati x—y € R.

Funkcia k(x) = x+ 3 je undrna operécia na R, pretoZe pre kazdé x € R plati x+ 3 € R.

Funkcia #(x,y) = ¥ nie je operdcia na R, pretoZe nie je definovana pre y =0,0 € R, teda jej
defini¢ny obor nie je celé R X R. [

Priklad. Funkcia f(x,y) =x+y je bindrna operacia na R*, mnoZine vSetkych kladnych
redlnych cisel, lebo stcet kazdych dvoch kladnych redlnych ¢isel je kladné redlne Cislo.

Taktiez sucin kazdych dvoch kladnych redlnych &isel je kladné reédlne Cislo, teda sicin je
bindrna operdcia na R™.

Rozdiel kazdych dvoch kladnych redlnych cisel nemusi byt kladné redlne cCislo, napr.
2-3=-1¢ R", pricom 2,3 € R*, teda rozdiel nie je binarna operacia na mnoZine R*.

Terndrnou operdciou na R* je g(x,y,z) = (x+y).z, lebo pre kazdé tri kladné redlne &isla
xX,y,zjesifetx+y=re€R", ajsucint.z€ R™. [

Priklad. Ozna¢me M, mnoZinu vSetkych matic typu n X m nad mnoZinou R vSetkych
redlnych cisel. Potom scitanie matic je bindrna operdcia na M ,x», lebo sucet kazdych dvoch
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matic s redlnymi koeficientami typu n X m je zasa matica typu n X m s redlnymi koeficientami.
Nésobenie matic z M ., je definované len vtedy, ked n =m a vtedy sicin matic s redlnymi
koeficientami stupfia n je zasa matica stupiia n s redlnymi koeficientami. To znamend, Ze

ndsobenie je bindrna operdcia na M,,x,. Ndsobenie nie je bindrna operdcia na M, , n #m. B

Priklad. Nech M je mnoZina vSetkych regularnych matic stupiia 2 nad R. Potom nésobe-
nie matic je bindrna operécia na M, lebo sucin regularnych matic nad R je reguldrna matica
nad R. Pripomenime, Ze reguldrna matica je takd, ktorej determinant je rozny od nuly.

Funkcia f(X), ktord kazdej matici X z M priradi determinant matice X, nie je undrna o-
perécia na M, lebo f(X) ¢ M, je to &islo a nie matica stupia 2. [

Binarna operacia f na mnoZine A sa nazyva komutativna, ked pre kazdé x,y € A
plati
fx,y)=f(y,x) (komutativny zdkon)

Binarna operdcia f na mnoZine A sa nazyva asociativna, ak pre kazdé x,y,z€ A
plati

f(f(x,y),2) =f(xf(y,2)  (asociativny zdkon)

Prvok e € A sa nazyva neutrdlny prvok (alebo jednotkovy prvok) binarnej ope-
ricie fna A, ak pre kazdé x € A plati f(e,x) =f(x,e) =x.

Prvok o € A sa nazyva nulovy prvok bindrnej opericie f na A, ak pre kazdé x € A
plati f(0,x) =f(x,0) =o.

Poznamenajme, Ze napr. asociativny zdkon je v uvedenej forme malo podobny napriklad
na asociativny zdkon zndmy z ndsobenia redlnych cisel

(x.y).z=x.(y.2).

Preto sa obvykle pouzZiva namiesto znaku f pre bindrnu operdciu na mnoZine znak ., alebo e,
resp. iny znak v tvare krizku. PrepiSme predchddzajice zakony pomocou znaku . :

komutativnost: XYy=Yy.x,
asociativnost: (x.y).z=x.(y.2),
neutralny prvok: x.e=ex=x,
nulovy prvok: 0.X=X.0=0.

Priklad. Bindrna opericia s¢itania (+) na mnoZine R je
asociativna, lebo pre kazdé x,y,z € R plati (x+y)+z=x+(y +2),
komutativna, lebo pre kazdé x,y € R plati x+y =y +x.
Neutrdlnym prvkom pre + je ¢islo nula, lebo O € R a pre kazdé x € R plati x+0=0+x=x.
Nulovy prvok pre + neexistuje, lebo zo vztahu x +o0 = o0 vyplyva, Ze x =0, teda vztah neplati
pre vSetky x € R.
Bindrna operacia ndsobenia (.) na mnoZine R je
asociativna, lebo pre kazdé x,y,z € R plati (x.y).z =x.(y.2),
komutativna, lebo pre kazdé x,y € R plati x.y =y .x.
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Neutrdlnym (jednotkovym) prvkom pre ndsobenie je ¢islo jedna, lebo 1 € R a pre kazdé x e R
plati x.1 =1.x=x. Nulovym prvkom je ¢islo nula, lebo 0 € R a pre kazdé x € R plati
0.x=x.0=0. [

Priklad. Nech M je mnoZina vSetkych matic stupfia 2 nad R. Nech X,Y,Ze M, O € M je
1
nulova matica O = [ 8 8 J, a I € M je jednotkovd matica [ = [ 0 (1) ] Potom, ako vieme z li-

nearnej algebry, plati:
Bindrna opericia (+) s¢itavania matic na M je
komutativna, t.j. X+ Y=Y +X,
asociativna, t.j. X+ Y)+Z=X+ (Y +2).
Binarna opericia (.) ndsobenia matic na M
je asociativna, t.j. plati (X.Y).Z=X.(Y.2),
nie je komutativna, lebo napriklad pre matice

21 1. 33 34
x=( 23 )[4 e[ 33 ) v 28]

teda X.Y# Y.X. Nulovd matica O je neutrdlny prvok pre operdciu s¢itavania, lebo plati
X+0=0+X=X, jednotkova matica [ je neutrdlny prvok pre operdciu nasobenia, lebo plati
X.I=1.X=X. |

Veta. Zdkony asociativny a komutativny su nezdvislé, t.j. jeden nevyplyva z druhého.

Dokaz. Staci ndjst binarnu operéciu f na nejakej mnozine A, ktord je asociativna a nie je
komutativna a bindrnu operdciu g na mnoZine B, ktord je komutativna a nie je asociativna.

Sta¢i zobrat za A mnoZinu vSetkych matic stupiia 2 a za f ndsobenie matic. Z predcha-
dzajiceho prikladu vidno, Ze ndsobenie je asociativne, ale nie je komutativne.

Za g zoberieme bindrnu opericiu xey = %(x +y) na mnoZine R. PretoZe operacia + na R je
komutativna, tak aj e je komutativha. Skimajme platnost asociativneho zdkona
xe(yez)=(xey)ez PretoZe

xe(yo)=5(x+(e))=53G+30+2)=5+7+%,
(xoy)ez=FG+y) o) =2 F +2)=5+3+%

tak pre x=1,y =0,z =2 nie je pravda, Ze 1 ¢ (0e2) = (1 ¢0) 2, teda e nie je asociativna ope-
racia. a
Cvicenia
1. Ked f(x,y) = 5, mnoZina A = R — {0}, tak zistite, ¢i

a) f je bindrna operécia na A,

b) fje komutativna,

¢) fje asociativna,

d) existuje neutrdlny prvok a nulovy prvok pre f.

2. Zistite, ¢1 f je bindrna operdcia na mnoZine A, ¢i je komutativna, ¢i je asociativna, ¢i ma
neutrdlny prvok a nulovy prvok, ak
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a) f(x,y)=x.y, A=R—-{0},
b) f(x,y)=x+y, A=R—{0},
©) fx,y)=x", A=R",
d) fOr,y)=x.y, A={0,1},
e) f(x,y)=x+y—1, A=R,
f)f(-x’y) =xX-Y, A :R’
g) f(x,y) =2x+3y, A=N,
h) f(x,y)=x+Y, A je mnoZina vSetkych dvojrozmernych vektorov,
i) f(X,Y) je stred tsecky s koncovymi bodmi X, ¥ a A je mnoZina vSetkych bodov
v rovine.
3. Nech A je mnoZina vSetkych diferencovatelnych funkcii F : R — R. Zistite, ¢i f je undrna
operacia na A, ked
a) f(F)=F', kde F' je derivicia funkcie F,
b) f(F)={F,kde [ F je neur¢ity integril z F,
c) f(F)=2F+3,
d) f(F) = F + sin, pri¢om sin znamena funkciu sinus.
4. Nech f(F)=X"", kde X! je inverznd matica k matici X a g(X, Y) = Y.X je si¢in matic. Zis-
tite, ¢i f je undrna a g bindrna operdcia na mnoZine A, ked
a) A je mnozina vSetkych matic stupnia 2 nad R,
b) A je mnoZina vSetkych reguldrnych matic stupiia 2 nad R,
c) A je mnoZina pozostdvajica z jednotkovej matice stupiia 2 nad R a nulovej matice
stupnia 2 nad R,
d) A je mnoZina vSetkych jednotkovych matic nad R.

Relacie na mnozZine

V tejto Casti budeme hovorit o reldcidch na mnoZine A. A" znamend karteziansky sucin
AXAX- XA, kde mnoZina A sa nachadza n-krat. Prvky A" su n-tice (ai,a, ...,a,). Definu-
jeme dva vyznacné typy bindrnych reldcii a to ekvivalenciu na mnoZzine a ¢iasto¢né usporia-
danie na mnoZine. Reldcia ekvivalencie je ddleZitd aj preto, lebo pri splneni dalSich vlastnosti
umoziluje prendSat operdcie (napr. sucty, suciny) z prvkov mnoZiny na celé bloky, t.j. pod-
mnoZiny danej mnoZiny.

PodmnozZinu kartezidnskeho su¢inu A”,n € N* nazyvame n-drnou reldciou na
mnoZine A.

Poznamka. Namiesto 1-drna reldcia hovorime unarna reldcia, namiesto 2-arna reldcia ho-
vorime bindrna reldcia a namiesto 3-arna relacia hovorime ternarna reldcia.

Priklad. Nech A = N. Potom
P=A{(n,n+1);n € N} je bindrna reldcia na N,
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Q ={(n?n,1);n € N} je terndrna rel4cia na N,
S - podmnoZina vSetkych pédrnych &isel je undrna reldcia na N. [

Ak P c A? je bindrna reldcia na A a (a,b) € P, tak hovorime, Ze a je v reldcii P s
b. Namiesto (a,b) € P piseme aj aPb.

Priklad. Nech m € N* je pevne dané ¢islo. Definujme bindrnu relaciu P na mnoZine Z
vietkych celych &isel takto: P = {(x,y);y—x=km,k € Z}. Tito reldciu je zvykom oznacovat
mod m (¢itaj modulo m). Ktoré prvky su v reldcii s celym ¢islom 1? Sd to také prvky y, pre
ktoré plati y=1+km, ke Z, teda prvky 1,1+m,1—-m,1+2m,1—-2m,... . Napriklad pre
m=2 s prvkom 1 st v reldcii prvky 1, 3, -1,5,-3, 7, ... . S prvkom 2 su v relécii prvky 2, 4,
0,6,-2,... |

Dalej sa budeme zaoberat bindrnymi reldciami na mnoZine. Bindrnej relécii P — A2, kde A
je kone¢nd mnoZina, priradujeme graf relédcie a tieZ orientovany graf reldcie.

Graf reldcie je analdgiou grafu redlnej funkcie jednej redlnej premennej, priCom na sdrad-
nicové osi sa symbolicky nakreslia prvky mnoZiny A. PresnejSie:

Nech P © A2 anech f: A > R, kde R je mnoZina vietkych redlnych ¢isel, je injek-
tivna funkcia, pricom body na siradnicovych osiach namiesto f(a) oznacime a,
pre a € A. V rovine potom vyzna&ime vsetky body (a,b) € P. Tito mnoZinu bo-
dov nazyvame graf reldcie P.

Priklad. Nech A={a,b,c,d,e} a nech P={(a,b),(b,c),(a,d),(d,d),(e,d)} je binidrna
reldcia na A. Nakreslime graf relacie P. Ako je zvykom, budeme siradnicové osi oznacovat
0y 2 0y.

Oy
e
d1+—e
C L
b1+—e
a
abcde %

Obr. 1 |

Pri orientovanom grafe reldcie ide o graf v ponimani teérie grafov. Ak P je bindrna reldcia
na mnoZzine A, postupujeme takto: Prvkom mnoZiny A injektivne priradime body roviny a ked
(a,b) € P, tak vedieme od a k b orientovan ¢iaru. Ked toto vykondme pre vsetky dvojice
(a,b) € P, tak dostaneme orientovany graf reldcie P.

Priklad. Nakreslime orientovany graf bindrnej relacie P z predchddzajiceho prikladu.
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e
Obr. 2 |

Binérna reldcia P na mnoZine A sa nazyva

reflexivna, ak pre kazdé a € A plati aPa,

symetrickd, ak z platnosti aPb vyplyva bPa,

antisymetrickd, ak z platnosti aPb a zaroven bPa vyplyva a = b,
tranzitivna, ak z platnosti aPb a zaroven bPc vyplyva aPc.

UkéaZeme si, ako sa tieto vlastnosti prejavia na grafe a orientovanom grafe bindrnej relacie.

% %
y=x 1 (a,b) /y =X
®
A A
(a,) peb,a)
a A Ox a A b Ox
Obr. 3. Reflexivnost: Obr. 4. Symetrickost:
Vsetky body uhlopriecky Graf je symetricky vzhladom
patria do reldcie. na priamku y = x.
Oy Oy
y=Xx y=Xx
b ® (a,b) b o
(a,a) 17 o
a Ox a b Ox
Obr. 5. Antisymetrickost: Obr. 6. Tranzitivnost:
Graf neobsahuje Ziadne body Graf musi byt dostato¢ne plny,
symetrické vzhladom na priamku t.j. ak (a,b), (b, c) je z grafu,

y = x, okrem bodov priamky y = x. tak aj (a,c) je z grafu.
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Pri orientovanom grafe:

a b
a c
Obr.7. Reflexivnost: Obr.8. Symetrickost: Obr.9. Tranzitivnost:
Z kazdého bodu a vedie Ak vedie orientovani Ciara Ak vedie orientovand Ciara
orientovand ¢iara do a. zadob,tak ajz b doa. zadobazbdoc,takajz

a do c.
Antisymetria: NemoZe nastat situdcia z obr. 8, iba v pripade a = b.

Priklad. Nech A ={x,y,z,t} areldcia P je definovan takto:
P={(x,2),x, ), (x,x), (v, ), (z,x), (y,x), (z, ), (1, 2), (x, 1), (£, x) }.

Nakreslime graf relécie.

Oy
! .
Z L 4 @
X L o
1)
Xy z ot
Obr. 10

Reldcia nie je reflexivna, lebo napr. (z,z) ¢ P. Reldcia je symetrickd, lebo jej graf je sy-
metricky vzhladom na priamku y = x. Reldcia nie je antisymetrick4, lebo napriklad (x,y) € P,

aj (y,x) € P. Reldcia nie je tranzitivna, lebo (y,x), (x,z) € P, ale (y, z) nepatri do P. [ |

Nakreslime postupne grafy reldcii, ktoré majt vzdy iba jednu z vlastnosti: reflexivnost, sy-
metrickost, antisymetrickost, alebo tranzitivnost.

0y 0y
t t
z Z':I
Y Y
X ] —T— X ﬁ
| | | Ox | | Ox
Xy z t Xy z t

Obr. 11. Rel4cia je len reflexivna. Obr. 12. Rel4cia je len symetricka.
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Oy oy
t t
Z z P
y ¢ Y]
X T X
| O.X ! ! o
Xy z t Xy z r
Obr. 13. Rel4cia je len antisymetricka. Obr. 14. Reldcia je len tranzitivna.

Priklad. Zistite, ¢i reldcia P < R*,P={(x,y);x<y} je reflexivna, symetrickd, antisy-
metricka, tranzitivna.

RieSenie. Reldcia je reflexivna, lebo pre kazdé x € R plati x <x, t.j. xPx.

Reldcia nie je symetrickd, pretoZe napriklad 2P3 plati, ale 3P 2 neplati.

Rel4cia je antisymetrickd: Nech xPy, yPx, teda x<y,y <x. Z vlastnosti redlnych cisel
vieme, Ze potom plati x = y.

Reldcia je tranzitivna: Ak xPy a zdroven yPz, teda x <y a zdroveil y < z, potom z vlastnosti
redlnych cisel vyplyva platnost x < z, teda xPz. [

Priklad. DokaZte, Ze relicia P=modm na mnoZine Z je reflexivna, symetrick4,
tranzitivna.

Z M7

Riesenie. Reflexivnost: Pre kazdé celé ¢islo z plati x — x = k. m pre k = 0, ¢o znamend xPx.

z w7

Symetrickost: Ak xPy, tak y —x = k. m, pre nejaké celé ¢islo k, ale potom aj x—y = (k). m

Z Mz

, pre celé ¢islo —k, teda yPx.
Tranzitivnost: Ak plati xPy aj yPz, t.j. y—x=k.m, z—y=1.m, kde k, [ st celé Cisla, tak
z—x=z—y+y—x=(k+[).m kde k+1 € Z, teda xPz. [ |

Veta. Ak reldcia P < A? je zdroveri symetrickd aj antisymetrickd, tak P < {(a,a);a € A}.

Dokaz. Ak reldcia P je symetrickd, tak z aPb vyplyva aj bPa. Relécia je aj antisymetrickd,
potom ale z aPb, bPa vyplyva a = b, ¢o sme mali dokdzat. a8

Ekvivalencia na mnozZine

Bindrna reldcia na mnoZine A, ktord je reflexivna, symetrickd a tranzitivna, sa
nazyva ekvivalencia alebo reldcia ekvivalencie na mnoZine A.
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Pozniamka. Ak P je reldcia ekvivalencie na mnoZine A, tak okrem oznacenia (a,b) € P,
resp. aPb, sa pouZiva aj oznacenie a = b(P).

Priklad. Reldcia modm na mnozZine Z celych ¢isel je podla predchddzajticeho prikladu
ekvivalencia na Z. |

Priklad. Nech A je mnoZina vSetkych priamok v rovine. Nech P je reldcia rovnobeznosti
priamok, t.j. pre priamky p,q € A plati pPq prave ked p je rovnobeznd s g. Overme si, Ze
rel4cia rovnobeznosti na A je ekvivalencia na A.

RieSenie. Nech p, g, r st priamky v rovine.

Reldcia P je reflexivna, lebo p je rovnobeZznd sama so sebou, t.j. pPp.

Reldcia je symetrickd, pretoZe z podmienky pPgq, teda p je rovnobeznd s g, vyplyva aj q je
rovnobezZnd s p, t.j. gPp.

Reldcia je tranzitivna, lebo ak p je rovnobeZnd s g a g je rovnobeZna s r, tak aj p je rovno-
bezné s r. |

Priklad. Rel4cia P rovnosti na mnoZine A, P = {(a,b) € A*>;a=b} je ekvivalencia na
mnoZine A. PretoZe iba (a,a) € P, a € A, je zrejma reflexivnost, symetrickost aj tranzitivnost

relacie. u

Veta. Ak P a Q si reldcie ekvivalencie na mnoZine A, tak PN Q je reldcia ekvivalancie
na mnozine A, P\U Q nemusi byt reldciou ekvivalencie na mnoZine A.

Doékaz. Reflexivnost PN Q: Pre kazdé a € A plati (a,a) € P, (a,a) € Q,teda (a,a) e PN Q

Symetrickost PN Q: Ak (a,b) € PN Q, tak (a,b) € P aj (a,b) € Q. PretoZe P, Q st symet-
rické relécie, tak plati (b,a) € P, (b,a) € Q. To znamen4, Ze (b,a) € PN Q.

Tranzitivnost PN Q: Nech (a,b) e PN Q, (b,c) € PN Q, tak (a,b) € P,(b,c) € P, ale aj
(a,b) € Q, (b,c) € Q. Z tranzitivnosti reldcii P, Q vyplyva, Ze aj (a,c) € P, aj (a,c) € Q, CiZe
(a,c)e PNO.

Dokézali sme, Ze PN Q je ekvivalencia na A. Na dokaz druhej Casti vety stac¢i uviest prik-
lad, kedy P U Q nebude ekvivalencia na A a P, Q budu ekvivalencie na mnoZine A.

NechA={a,b,c}, P={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,a)}anech
0=A{(a,a),(,b),(c,c),(b,c),(c,b)}. Nakreslime ich grafy.

Oy Oy Oy
c c ¢ c .
b ® b o— b
a ® a a- -
a b ¢ * a b ¢ * a b ¢ *

Obr. 15. Graf relacie P Obr. 16. Graf relacie Q Obr. 17. Graf reldcie P U Q
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Reldcia PUQ nie je tranzitivna, lebo napriklad (a,b) e PUQ, (b,c)e PUQ, ale
(a,c) £ PUQ. Tym je dokaz skonceny. a

Poznamenajme, Ze zjednotenie ekvivalencii P, Q je relédcia, ktord je reflexivna aj sy-
metrickd, ale nemusi byt tranzitivna, ako sme videli v dokaze predchadzajicej vety.

Nech P je reldcia mod 3 na mnoZine celych ¢isel Z. Vytvorme mnoZiny tych prvkov, ktoré
si v relacii P postupne s prvkom 0, prvkom 1, prvkom 2. Ozna¢me ich postupne
P(0), P(1), P(2). Teda pre a € {0,1,2} plati

Pla)={yeZ;(a,y)eP}={yeZ,;y—-a=k.3,keZ}.

Z je spocitatelnd mnoZina, zoradime jej prvky do postupnosti

z=10,1,-1,2,-2,...}.

V tomto poradi budeme dosadzovat za &isla k z definicie P(a).
P0)={yeZ;y=3k keZ}={0,3,-3,6,-6,...}
P()={yeZy=3k+1, keZ}={1,4,-2,7,-5,...}
PQ)={yeZy=3k+2, keZ}=1{2,5-1,8,-4,..}

Vidime, Ze P(0)NP(1)=@, PO)NPQ2)=0, P(1)NPQ2) =0 Téato vlastnost je zrejma aj
z toho, Ze v P(0) sd vSetky celé ¢isla delitelné tromi, t.j. tie, ktorych zvySok po deleni tromi je
0, v P(1) tie, kde zvySok po deleni tromi je 1 a v P(2) tie, kde zvySok po deleni tromi je 2.
Vieme, Ze zvysky po deleni ¢islom 3 sd iba 0, 1, 2, teda P(0) U P(1) UP(2) = Z.

Aky tvar bude mat P(b), b #0,1,2? NapiSme b v tvare b =3[+ r, kde r je zvySok po de-
leni ¢isla b ¢islom 3, 0 < r < 3. Potom

Pb)=4{yeZ;(b,y)eP}={yeZ,;y=b+3k, keZ}=
={yeZ;y=3Gk+D+r}

Mnozina P(b)je teda mnoZina tych celych ¢&isel, ktoré maji zvySok r po deleni ¢islom 3,
teda je to P(0) alebo P(1) alebo P(2). Napriklad

P(3) = P(0), P(8)=P(2), P(10)=P(1)

Midme teda nasledovnu situdciu: Alebo P(x) = P(y), alebo P(x) N P(y) =@ pre Tubovolné

x,y € Z (obr. 18).
:

Obr. 18

MnoZinu P(x) nazyvame triedou ekvivalencie mod 3 k prvku x. Zistili sme, Ze triedy ekviva-
lencie k dvom r6znym prvkom x, y sa alebo rovnaju, alebo su disjunktné.



20 MNOZINY

Takato situdcia nastdva vSeobecne pre kazdu reldciu ekvivalencie na mnoZine. DokdZeme
to.

Nech P je reldcia ekvivalencie na mnoZine A a xe€A. Potom mnoZinu
P(x) = {y € A;xPy} nazyvame triedou ekvivalencie k prvku x.

Veta. (O triedach ekvivalencie). Nech P je reldcia ekvivalencie na mnoZine A a nech
a,b € A. Potom pre triedy ekvivalencie P(a) a P(b) k prvkom a, b plati: P(a) = P(b) alebo
P(a)NP(b) =0.

Dékaz. Prienik dvoch mnoZin je prazdny alebo neprdzdny. Nech P(a) N P(b) = @. Chceme
dokdzat, ze vtedy P(a) = P(b).

Nech ¢ € P(a) N P(b). Potom plati aPc, bPc. Ak s € P(a), tak aPs. VyuZijeme platnost
aPc, zo symetrickosti reldcie P plati aj cPa a ked pouZijeme tranzitivnost P na cPa, aPs, tak
mame cPs. Opitovné vyuZitie tranzitivnosti P na bPc, cPs ddva platnost vztahu bPs, Cize
s € P(b). Ukézali sme, Ze P(a) je podmnoZina P(b).

Zamenou mnoZin P(a) a P(b) dokédZeme, Ze aj P(b) je podmnoZinou P(a). Spolu potom
plati P(a) = P(b). Veta je dokdzana. a

Priklad. Uz sme ukézali, Ze reldcia P rovnobeZnosti priamok v rovine je relaciou ekviva-
lencie na mnoZine A vSetkych priamok v rovine. N4jdime triedy ekvivalencie k priamkam p a
g kdep:y=2x+1,g:x=2.

RieSenie. Podla definicie P(p)={p; € A; pPp,}. Priamka p ma smernicu 2, tak p; je
dand rovnicou y=2x+b, kde b € R. Tito triedu ekvivalencie charakterizuje jednoznacne
smernica priamky.

Priamka ¢ nemé smernicu, je rovnobeznd s osou y-ovou v rovine. Teda prave vSetky

priamky rovnobezZné s osou y-ovou budd tvorit jednu triedu a to je trieda P(q). |

Rozkladom mnoZiny A nazyvame systém podmnoZin A; Cc A,i €l taky, Ze
UIAi =A, AiNA;=0 pre i#j, kdei,j € L MnoZiny A;,i €] sa nazyvaju triedy
rozkladu.

Priklad. MnozZiny A, A,, kde A, je mnoZina vSetkych neparnych ¢isel, A, je mnoZina
vSetkych parnych Cisel, tvoria rozklad mnoZiny N, pretoZze plati A, UA,=NaA  NA,=0.
Tento rozklad ma dve triedy rozkladu, ato A; a A,. [ |

Veta. Nech P je ekvivalevcia na mnoZine A. Potom triedy ekvivalencie P(a), a € A tvoria
rozklad mnoZiny A. Triedami rozkladu su triedy ekvivalencie P.

Doékaz. Podla vety o triedach ekvivalencie, ak su triedy ekvivalencie P(x), P(y) rozne, tak
st disjunktné. Mame dokdzaf, Ze ich zjednotenim je mnoZina A, t.j. kazdy prvok a € A sa
nachddza v niektorej z tried ekvivalencie P. PretoZe P je reflexivna, tak aPa, teda a € P(a).
To znamend, Ze triedy ekvivalencie tvoria rozklad mnoZiny A a teda sd aj triedami tohto
rozkladu. a
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Priklad. Reldcia modm na mnoZine Z vSetkych celych ¢isel ma m rdznych tried ekviva-
lencie, a to P(0), P(1), .., P(m — 1). Pre jednoduchost ich ozna¢me 0,1,....,m—1. Systém pod-
mnoZin 0, 1, ...,m — 1 je rozklad mnoZiny Z a mé m tried rozkladu. [ |

Obr. 19. Triedy rozkladu mod m

Priklad. Reldcia P rovnobeZnosti priamok v rovine je ekvivalencia. Urcuje rozklad
mnoziny vSetkych priamok na triedy ekvivalencie. Jednu triedu rozkladu tvoria vSetky
priamky bez smernice. V kaZdej dalSej triede rozkladu si priamky so smernicou. VSetky
rovnobezné priamky majui rovnakd smernicu a teda smernica jednoznacne charakterizuje
triedu ekvivalencie. R6zne smernice charakterizuju rozne triedy ekvivalencie a kedZe smer-
nice tvoria nespocitatelnd mnozinu R, tak aj triedy ekvivalencie tvoria nespocitatelni
mnoZzinu. |

Veta. Nech mnoZiny A;,i € I tvoria rozklad mnoZiny A. Tymto rozkladom je jednoznacne
urcend ekvivalencia na A takd, Ze triedy rozkladu su triedami ekvivalencie.

Doékaz. Na mnoZine A definujeme reldciu P takto:

aPb prave ked a,b € A, pre niektoré i € I.

Této relacia je reflexivna, lebo pre kazdé a € A, kde A = U]Ai, plati a € A; pre niektoré i € L.

Rel4cia je symetrickd, lebo z platnosti aPb vyplyva a,b € A; pre nejaké i € I, teda aj b,a € A;,

¢o znamend bPa.

Relécia je tranzitivna, lebo ak aPb aj bPc, tak pre nejaké i,j € I plati a,b € A;, b,c € A;. Pre-

toZe b € A; N Aj, tak z definicie rozkladu vyplyva i = j. Potom ale aj a, c € A;, teda aPc.
Dokazali sme, Ze P je ekvivalencia. To, Ze triedy rozkladu su triedami tejto ekvivalencie je

evidentné z definicie relécie P. a8

Priklad. Najdite na mnoZine A = {1,2, ..., 10} dve rdzne reldcie ekvivalencie.

RieSenie. Urobme dva rozne rozklady mnoZiny A. Prvy rozklad A m4 dve triedy rozkladu,
ato

A;={1,2,3,4}, A,=1{5,6,7,8,9,10}

Druhy rozklad ma Styri triedy rozkladu, a to
B, ={1,10}, B, ={3,4,5}, B3=16,7,8,9}, B, ={2} .
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Rozklad A, A; urCuje ekvivalenciu P na A, rozklad B, B», B3, B4 ekvivalenciu Q na A. Ich
triedy ekvivalencie su:

P(1)={1,2,3,4}, P(5)=1{5,6,7,8,9,10};

o) ={1,10}, 04)=1{3,4,5}, 009)=1{6,7,8,9}, 0(2) ={2}.

Nakreslime grafy relacii P, Q (obr. 20, 21). [ |
10 10__$ L | | &
9 9 —
8 8 —
7 7 —
6 6 —
5 5
HDEDS X EB
3 3
2 ® > 00 0 0 o 2 ®
1o oo 14+—e ' -
1 23 456 7 8 910 1 23456 78 910
Obr. 20. Graf ekvivalencie P Obr. 21. Graf ekvivalencie O

Budeme sa zaoberaf reldciou ekvivalencie mod 3 na mnoZine Z. Triedy ekvivalencie st

P(0)=1{3kikeZ}, P)={3k+1;keZ}, PQ)={3k+2:keZ}.

Na mnoZine Z mame definovany sucet Cisel. Budeme zisfovat, aky je vztah medzi
triedami, v ktorych st s¢itance a kde je ich stcet. Nech ten sucet je, napriklad 6 + 2. Vieme,
7e 6 € P(0), 2 € P(2) a pre sticet plati P(6+2) = P(8) = P(2).

Zoberme Tubovolné ¢islo a € P(0) a Tubovolné b € P(2). Uréime P(a+b), triedu, ktorej
prvkom je ¢islo a + b.

Vieme, ze a=3k, b=31+2, k,l € Z. Potom a+ b =3(k+1) +2,kde k+ [ € Z, ¢o znamena
a+bePQ2). Pretoze a+b e Pla+b) aj a+b e P(2), tak P(a+b)=P(2). Teda stcet Iubo-
volného ¢isla z P(0) a Tubovolného ¢isla z P(2) bude vidy prvkom P(2). Symbolicky to
zapiSeme P(0) + P(2) = P(2).

Triedy P(0), P(2) tu neboli vynimkou, tato vlastnost plati pre Tubovolné dvojice z P(0),
P(1), P(2). Uvedieme symbolické zapisy vysledkov:

P(0)+ P(0) = P(0+0) = P(0) P(1)+P(1)=P(1+1)=P(2)
P(0)+P(1)=P0+1)=P(1) P(1)+P(2)=P(1+2)=P(0)
P(0)+P(2)=P(0+2)=P(2) PQ2)+P(2)=P2+2)=P(1)

PretoZe v Z plati a + b = b + a, tak plati aj P(a) + P(b) = P(b) + P(a).
Predchadzajuci princip mam umoznil ,,preniest sicet ¢isel zo Z na triedy ekvivalencie P,
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alebo, ind¢ povedané, definovat bindrnu operdciu + na triedach ekvivalencie pomocou + na
prvkoch Z. Vzhladom na ndzornost oznacujeme obidve operdcie na Z aj na triedach ekviva-
lencie rovnako, aj ked st to rdzne operdcie na roznych mnoZinach.

Poznamenajme, Ze pomocou suctu + na Z sa d4 analogicky definovat bindrna opericia na
triedach ekvivalencie mod m pre kazdé m € N*. Zddévodnime to.

Nech m e N* je pevne urCené Cislo. Oznaéme P =mod m. Nech c¢,d € Z. Vieme, Ze
ceP(c), de P(d), c+de P(c+d). Nech a € P(c), b € P(d) st lubovoIné prvky. Potom z de-
finicie reldcie P plati:

c—a=k.m, d—b=I1.m, kleZ

a teda ¢, a maju rovnaky zvySok r po deleni m a tieZ b, d maji rovnaky zvySok s po deleni m.
Teda plati

a=ky.m+r,c=ky.m+r, kdek, ko eZ, 0<r<m,
b=l .m+s,d=1,.m+s,kdel,lLbeZ, 0<s<m.

Nech zvySok po deleni r+ s ¢islom m je ¢, t.].

r+s=nm+t kdeneZ, 0<t<m.

Potom

c+d=(or+L+n)m+t, a+b=(k,+1,+n)m+t,

teda (c+d) —(a+b) je celoCiselny nasobok &isla m, ¢o znamend a+b € P(c +d). Cize stcet
TubovoIného prvku a € P(c) a ITubovolného prvku b € P(d) vZdy bude prvkom tej istej triedy
P(c+d). Symbolicky to zapiSeme P(c) + P(d) = P(c +d).

Podobne mdZeme ,,preniest na triedy ekvivalencie modm sicin Cisel zo Z. Ak to mé byt
mozné, tak pre kazdé dve triedy ekvivalencie P(c), P(d) a Tubovolné a € P(c), b € P(d)musi
platit a.b € P(c.d), tj. P(a.b) = P(c.d). PouZijeme rovnaké oznacenia ako v predchddzaji-
cich dvoch odsekoch.

Nech zvySok po deleni rs ¢islom m je v, teda

rs=nim+v,n€Z, 0<v<m.

Potom
cd = (kom+r)(lam+s) = (kolom+kas + Lr)m+rs =
= (kolom+kas+ Lr+ny)m+v=hym+v
ab=(kym+r)lim+s) =k lym+kis+Lir+n)m+v=hm+v,

kde hi,ho€eZ, 0<v<m.

To znamend, Ze cd aj ab maji rovnaky zvySok po deleni m, teda ab € P(cd), o sme chceli
ukdzat. MdZeme teda definovaf bindrnu opericiu ndsobenia (.) na mnoZine tried ekvivalencie
P,ato P(c).P(d) = P(c.d).

Reldcia ekvivalencie na mnoZine A, ktord ma td vlastnost, Ze na jej triedy ekvivalencie sa
dajd preniest operacie z A, patri pod ndzov kongruencia na A. Nie je naSou ulohou $tudovat
pojem kongruencie, Citatel sa s nim modZze obozndmif v kaZdej matematickej knihe o
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algebrach, resp. algebraickych Struktirach. Chceli sme len ukdzat princip prendSania operacie
na triedy.

Ciasto¢né usporiadanie na mnozZine

Ak v definicii ekvivalencie zamenime symetrickost za antisymetrickost, dostaneme reldciu
¢iasto¢ného usporiadania.

Reldcia P — A?, ktoréa je reflexivna, antisymetrickd a tranzitivna, sa nazyva reld-
ciou Ciastocného usporiadania na mnoZine A, resp. ciastoénym usporiadanim
mnoZiny A. MnoZina A spolu s reldciou P Ciastoéného usporiadania sa nazyva
Ciasto¢ne usporiadand mnoZina a oznacuje sa (A, P).

Priklad. V predchddzajicej Casti o relacidch na mnoZine sme ukazali, Ze reldcia < na
mnoZine R je reflexivna, antisymetrickd, tranzitivna, teda je ¢iastoénym usporiadanim
mnoZziny R. Potom (R, <) je ¢iasto¢ne usporiadand mnoZina. [

Obr. 22

Priklad. Definujme reldciu P na mnoZine N* takto: (a,b) € P prave vtedy, ked a deli b
(oznacenie alb), t.j. b=k.a, k€ N.

Rel4cia | je reflexivna, lebo a = 1. a, teda al a.

Rel4cia je antisymetrickd, lebo z alb aj bla vyplyva b=k.a, a=1.b,kde k,l € N. Potom
b=k.(I.b)=(k.1).b,cize kI = 1. Cisla k, [ st prirodzené, teda je jedind moZnost k/ = 1, a to
k=1,l=1,z &oho vyplyvaa =b.

Reldcia je tranzitivna, lebo z al b, blc vyplyvab=k.a, c=1.b, k,l € N,&ize c=(l.k) .a,
lkeN, tj.alc.
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Dokazali sme, Ze reldcia | delitelnosti na mnoZine N* je ¢iastonym usporiadanim tejto
mnoZziny, teda (N*,]) je ¢iastocne usporiadand mnoZina. [

Cely ddokaz modZeme zopakovat aj ked namiesto N* vezmeme jej lubovolnd podmnoZinu
A c N*. Teda aj (A,]) je CiastoCne usporiadanid mnoZina. Orientovany graf tejto Ciastocne
usporiadanej mnoZiny, kde A = {1,2,...,10}, je na obr. 22.

Vidime, Ze orientovany graf reldcie je mdlo prehladny uZz pri takomto malom pocte prvkov
mnoZiny A. Aby sa orientované grafy Ciasto¢ne usporiadanych mnoZzin sprehladnili, urobime
nasledovné dohody (pozri obr. 23, 24 a 25):

b alebo —— o

a

Obr. 23. Vynechanie Sipiek

6 .

Obr. 24. Vynechanie sluciek

¢ c
b / b<
a a

Obr. 25. Vynechanie hrany, ktord zarucuje tranzitivnost

Takto prekresleny orientovany graf Ciasto¢ne usporiadanej mnoZiny nazyvame
Hasseho diagram (kratko diagram) ¢iastocne usporiadanej mnoZiny.

Diagram ¢iasto¢ne usporiadanej mnoZiny (A,1), A={1,2,...,10} je na obr. 26.

Nech P je reldcia Ciastocného usporiadania na mnoZine A. Prvky a,b €A sa
nazyvaju porovnatelné v relicii P, ak aPb alebo bPa. Ak prvky a, b nie su
porovnatelné, tak sa nazyvaji neporovnatelné v relacii P.

Ak je zreyjmé o ktoru reldciu ide, tak vynechdvame reldciu P a hovorime len o porovna-
telnych a neporovnatelnych prvkoch.
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g8e 2 04 o3
6
4@ 6 9 10 resp.
1 9
2 7
10
7
1
Obr. 26

Priklad. Prvky 4 a 8 z predchddzajiceho prikladu si porovnatelné, prvky 6 a 8 si
neporovnatelné. Neporovnatelné su aj prvky 5 a 4, porovnatelné sa 1 a 10. [

Priklad. Nakreslite diagram ¢iasto¢ne usporiadanej mnoZiny (A, <), kde A =10, 1,...,10}.

o o o o o o o o o o o
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Obr. 27
KaZzdé dva prvky su tu porovnatelné. [

Ciasto¢ne usporiadand mnoZzina (A, P), kde kazdé dva prvky st porovnatelné, sa
nazyva linedrne usporiadand mnoZina alebo retazec.

Nech B je dvojprvkovd mnoZina, B = {0, 1}. Definujeme na nej Ciasto¢né usporiadanie ¢
pomocou Hasseho diagramu na obr. 28.

MnoZina B spolu s usporiadanim ¢ tvori dvojprvkovy retazec. Tento refazec sa
nazyva dvojprvkovd Booleova algebra - skratene Booleova algebra. Budeme ju

oznacovat B = (B, g).

0
Obr. 28
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Poznamenajme, Ze existuji Booleove algebry s viac ako dvoma prvkami. S tymito sa
z pohladu Boleovych algebier nezaoberame.

Priklad. Nech A je systém vSetkych podmnoZin mnoZiny X # @. Potom inkldzia c je rela-
ciou Ciastocného usporiadania na mnoZine A.

Pre kazdé M € A plati M < M, teda relacia je reflexivna.

Ak M c S aj S © M, tak plati M = S, CiZe reldcia je antisymetricka.

Ak M c S,S c T tak plati M < T, Cize relécia je tranzitivna.

Ukdzali sme, Ze (A, C) je Ciasto¢ne usporiadand mnoZina. Ak A je aspoii dvojprvkova, tak
to nie je refazec, pretoZe pre dva rdzne prvky a,b € X si mnoZiny {a}, {b} neporovnatelné
prvky v reldcii C.

Nech X ={a,b,c}. Potom diagram Ciasto¢ne usporiadanej mnoZiny (4, <) je uvedeny na
obr. 29. |

{c} {b, c}

N

%) ‘ {a b, c}

N\

{a} {a, b}

Obr. 29

CvicCenia

1. Nakreslite graf a orientovany graf reldcie P na mnoZine A, ked
a)A=1{1,2,..,10}, P=1{(1,2),(3,5),(2,2),(5,3),(8,9)},
b)A={a,b,c}, P={(a,a),(a,b),(b,c),(c,a),(a,c)}.
2. Zistite, Ci reldcia P na mnoZine A je reflexivna, symetrickd, antisymetrickd, tranzitivna, ak
a) A = R a plati xPy prave vtedy, ked 2x = 3y,
b) A =R aplati xPy prave vtedy, ked x >y, x # y,
c) A =R a plati xPy prave vtedy, ked |x| < [yl,
d) A =R a plati xPy prave vtedy, ked x <y alebo x =3y,
e) A=R" a plati xPy prave vtedy, ked x = +,
f) A= R~ aplati xPy prave vtedy, ked x> +y> =1,
g) A je mnoZina vSetkych priamok v rovine a reldcia P je reldcia kolmosti L,
h) A je mnozina vSetkych raciondlnych cisel a reldcia P je na A definovana takto:
op 4 prave vtedy, ked pb = ag. Poznamenajme, Ze tito reldcia sa nazyva rovnost zlomkov.
3. Zistite, Ci reldcia P na mnoZine N* je ekvivalencia alebo ¢iasto¢né usporiadanie, ked
a) xPy prave vtedy, ak y—x =0,
b) xPy prave vtedy, ked x —y =2,
c) xPy prave vtedy, ked x, y st nesidelitelné,
d) xPy prave vtedy, ked x = y2.
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4. Kolko roznych relécii ekvivalencie je moZné definovat na mnoZine A, ak
a)A=1{1,2},
b)A=1{1,2,3}?
5. Na mnozZine M vSetkych Stvorcovych matic stupiia n definujeme reldciu ~ takto:
X ~ Y prave vtedy, ked existuje reguldrna matica D € M tak, e Y = D' XD. Zistite, ¢i tto
relé4cia je ekvivalencia alebo ¢iastocné usporiadanie.
6. Zistite, ¢i reldcia P na mnoZine A je reldciou ekvivalencie. Ak 4no, ndjdite jej triedy
ekvivalencie, priCcom
a)A=1{1,2,...,10},a plati xPy prave vtedy, ked 2 deli x +y,
b) A= N* axPy prave vtedy, ked x deli y alebo y deli x,
c) A =R a xPy prave vtedy, ked' y — x je celé Cislo.



