Grafy

Hoci prvé praca z teérie grafov pochddza z roku 1736 a mnoho zaujimavych vysledkov
v tejto oblasti bolo ziskanych v devétndstom storo¢i, prudky rozmach tedrie grafov zacina az
po roku 1920. Nepochybne jednym z dovodov velkého zdujmu o tedriu grafov je jej apliko-
vatelnost v mnohych oblastiach, ako napr. informatika, chémia, elektrotechnika, lingvistika a
ekondmia.

Orientované a neorientované grafy

Neorientovany graf je usporiadand trojica G =(V,E,e), kde V,E st konecné
mnoziny, V+0,VNE=0 a e je zobrazenie e: E— W, pricom W je mnoZina
vSetkych jednoprvkovych a dvojprvkovych podmnozin mnoziny V.

Prvky mnoZiny V sa nazyvaja vrcholy, prvky mnoZiny E sa nazyvaji hrany (neo-
rientované). Zobrazenie e sa nazyva incidencia. Ak h je hrana, a, b su vrcholy a
e(h) ={a,b}(vrcholy a, b mdzu byt aj totozné), tak a, b sa nazyvaju krajné
vrcholy hrany h. Hovorime tieZ, Ze hrana h inciduje (je incidentnd) s vrcholmi a,
b.

Priklad. Nech G, =(V,E,e), kde V={1,2,3,4}, E={h1,h2,h3,ha,hs,he},
er:ei(h) ={1,4}, e1(h2) ={2,4}, ei(h3) ={2,3}, e1(hs) = e1(hs) ={3,4}, e1(he) ={2}.
G je zrejme neorientovany graf. |

Orientovany graf je usporiadand trojica G=(V,E,e), kde V, E si konec¢né
mnoziny, V+@,VNE=0 a e je zobrazenie e: E - V2. Prvky mnoZiny V sa
nazyvaju vrcholy, prvky mnoZiny E sa nazyvaju orientované hrany a zobrazenie
e sa nazyva incidencia. Ak a, b su vrcholy, h je orientovand hrana a e(h) = (a, b),
tak a, b su krajné vrcholy orientovanej hrany h, Specidlne: vrchol a sa nazyva
pociatocny vrchol orientovanej hrany h a vrchol b koncovy vrchol orientovanej
hrany h.
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Priklad. Nech G, =(V,E,e,), kde V={1,2,3,4}, E={h,h>,h3,h4,hs,he},
er:ex(hr)=(1,4), ex(h2) =(4,2), ex2(h3)=(3,2), ea(hs) =ea(hs) =(3,4),e2(hs) =(2,2). G-
je orientovany graf. [

Dohoda. Aby sme zostrucnili vyjadrovanie, budeme dalej v ndzve ,,neorientované grafy*
slovo ,,neorientované‘ vynechdvat a pisat len ,,grafy*. Ak budeme chciet vyjadrit, Ze nieco sa
tyka neorientovanych aj orientovanych grafov, pouZzijeme zépis: ...grafy [orientované grafy]...
alebo ...[orientované] grafy... .

Grafy [orientované grafy] budeme zndzorniovat aj graficky a to takymto spdso-
bom: vrcholy [orientovaného] grafu G zndzornime ako body roviny, ktoré
oznacime rovnako ako samotné vrcholy. Nech % je [orientovand] hrana s krajnymi
vrcholmi a, b. Potom hranu /4 (v pripade neorientovaného grafu) znazornime ako
¢iaru spdjajucu body a, b (obr. 30). Orientovanu hranu /4 s pociatocnym vrcholom
a a koncovym b zndzornime ako Ciaru spdjajicu body a, b so Sipkou pri konco-
vom vrchole b (obr. 31). Takto vytvoreny objekt budeme nazyvat diagram
[orientovaného] grafu G.

b b
/4 Ko
a a

Obr. 30 Obr. 31

Priklad. Diagramy grafu G;a orientovaného grafu G, z predchddzajicich prikladov sd
na obr. 32 a 33. |

le 2
h

h y hy
hy

4 3
hs

Obr. 32. Diagram grafu G, Obr. 33. Diagram orientovaného grafu G,

Ak hrana h [orientovaného] grafu G inciduje s dvoma roznymi vrcholmi, nazyva
sa [orientovand] linka a ak inciduje len s jednym vrcholom, nazyva sa [orien-
tovand] slucka.
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Priklad. V grafe G(obr. 32) hrany A, hs,h3, hs, hs sa linky a hrana A je slucka. [

Vrcholy u, v [orientovaného] grafu G sa nazyvaji susedné, ak inciduju s tou istou
hranou. Vrchol, ktory neinciduje so Ziadnou linkou, sa nazyva izolovany vrchol.

Ndsobnostou orientovanej hrany s pociatocnym vrcholom u a koncovym
vrcholom v v orientovanom grafe G nazyvame pocet orientovanych hran, ktorych
pociato¢ny vrchol je u a koncovy je v. Toto ¢islo budeme oznacovat m™*(u, v).
Vystupny stupeii vrcholu u orientovaného grafu G je pocet orientovanych hran
s po¢iatoénym vrcholom u. Toto ¢islo budeme oznacovat st*(u).

Vstupny stuperi vrcholu u je pocet orientovanych hran s koncovym vrcholom u.
Toto ¢islo budeme oznacovat st~ (u).

Ndsobnost' hrany s krajnymi vrcholmi u, v v grafe G je pocet hran grafu G
s krajnymi vrcholmi u, v. Budeme ju oznacovat m(u,v).

Stuperi vrcholu u v [orientovanom] grafe G je pocet [orientovanych] hrédn, ktoré
incidujd s vrcholom u, pricom [orientovand] slucka sa pocita dvakrat. Stupeni
vrcholu u budeme oznacovat st(u).

Priklad. V orientovanom grafe, ktorého diagram je na obr. 34, je

stt(u)=0,st7 (1) =2,st(u) =2 mt(u,v)=0,m"(u,x) =0,
stt(v)=1,st(v)=1,s5t(v) =2 m*(v,x)=1,

stt(x)=3,st (x) =2,st(x) =13 m(x,u)=2,m"(x,y)=1,

stt(y)=2,st7(y) =2,st(y) =4 m*(y,x)=1,m"(y,y) = 1. [ |

y
X u
v
Obr. 34

Veta. Pre kazdy vrchol u orientovaného grafu G plati
st(u) = stt(u) + st~ (1)

Dokaz. Vyplyva priamo z definicii stupiia, vstupného a vystupného stupiia vrcholu. a8
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Veta. Siicet stupriov vsetkych vrcholov |orientovaného) grafu je pdrny a rovnd sa dvoj-
ndsobku poctu jeho [orientovanych) hrdn.

Doékaz. Tvrdenie vety vyplyva z toho, Ze kazda linka zvySuje stupeil dvoch rdoznych
vrcholov o 1 a kazda slucka zvySuje stupeni jedného vrcholu o 2. a

Veta. Pocet vsetkych vrcholov [orientovaného) grafu nepdrneho stupria je pdrny.

Dokaz. Predpokladajme, Ze pocet vSetkych vrcholov neparneho stupiia je neparny. Potom
sucet stupniov vSetkych vrcholov nepdrneho stupiia je nepdrny. Z toho a z faktu, Ze sucet
stupniov vrcholov parneho stupiia je parny, vyplyva, Ze sicet stupiiov vSetkych vrcholov je
neparny. To je vSak v spore s predchddzajticou vetou. a8

[Orientovany| graf G'=(V',E',e') sa nazyva podgraf [orientovaného] grafu
G=(V,E,e),ak V' c V, E' C E, ¢ je ziizenim incidencie ¢ na mnoZinu hrén E'.

Priklad. Na obr. 35b, 35c st podgrafy grafu G, ktorého diagram je na obr. 35a. [

hy h3
ae o) ae ' ¥/}
e de = ®C
a) b) C)

Obr. 35. a) Graf G b), c¢) Podgrafy grafu G

Nech G=(V,E,e) je [orientovany] graf, V' <V, V' # @. Podgraf G(V') [orien-
tovaného] grafu G, ktorého mnoZina vrcholov je V' a mnoZina hrdn je urfend
vlastnostou: ak u,v € V', tak G(V') obsahuje vSetky hrany s krajnymi vrcholmi u,
v [orientovaného] grafu G, sa nazyva indukovany podgraf.

Nech G=(V,E,e) je [orientovany] graf, E' < E. Podgraf G(E') [orientovaného]
grafu G, ktorého mnoZina vrcholov je V a mnoZina hran je E', sa nazyva faktor
[orientovaného] grafu G.

Priklad. Nech V' ={a,b,c},E' = {h1,h4,hs,hs}, G je graf na obr. 35a. Indukovany pod-
graf G(V') grafu G je na obr. 36. Na obr. 38 je faktor G(E') grafu G. |
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[Orientovany] graf sa nazyva jednoduchy, ak nasobnost kazdej jeho hrany je naj-
viac 1. [Orientovany] graf, ktory nie je jednoduchy sa nazyva [orientovany]
multigraf. [Orientovany] graf, ktory neobsahuje Ziadne slucky, sa nazyva
bezsluckovy.

a b a b
c d c
Obr. 36. Indukovany podgraf grafu G Obr. 37. Faktor grafu G
Cvicenia
1. Nakreslite diagram grafu, ktory ma pozadované vlastnosti alebo vysvetlite, preco taky graf

neexistuje:

a) Sest vrcholov tretieho stupiia;

b) pit vrcholov tretieho stupiia;

¢) Sest vrcholov, Styri hrany;

d) Styri vrcholy, ktorych stupne su 1, 2, 3, 4;

e) Styri hrany, Styri vrcholy, ktorych stupne st 1, 2, 3, 4;

f) jednoduchy bezsluckovy graf, Sest vrcholov, ktorych stupne sa 1, 2, 3, 4, 5, 5.

. Je mozné strany a uhlopriecky pravidelného devituholnika zafarbif modrou a Cervenou

farbou (kazdu usecku len jednou farbou) tak, aby z kazdého vrcholu vychédzali prave 3
Cervené UseCky?

. N4jdite vSetky podgrafy daného grafu:

a) b)

Reprezentacia [orientovanych] grafov

Doteraz sme reprezentovali (zadédvali) graf obvykle grafickou formou - jeho diagramom.

Na analyzu grafov pomocou vypoctovej techniky si vhodnejSie iné reprezendcie grafov.
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Uvedieme Styri najzdkladnejSie spdsoby reprezenticie grafov.

Prvy spdsob vychddza priamo z definicie grafu. [Orientovany] graf budeme reprezentovat
pomocou zozrnamu vrcholov a hrdn. Do tohto zoznamu je potrebné vloZit aj informéciu o in-
cidencii hran a vrcholov, co mdéZeme urobit tak, Ze hranu & budeme reprezentovat trojicou
(h,u,v), kde u, v st krajné vrcholy hrany A, v pripade orientovaného grafu je u pociato¢ny a v
koncovy vrchol hrany 4.

Priklad. Diagram orientovaného grafu zadaného zoznamom vrcholov V={a,b,c,d} a

hran E ={(h1,a,b), (h2,a,b), (h3,b,a),(h4,a,d), (hs,c,d)} je na obr. 38. L
a b
d c
Obr. 38

Druhym spdsobom reprezentécie, avSak len jednoduchych [orientovanych] grafov, je sys-
tém okoli vrcholov.

Okolie vrcholu u grafu G = (V, E, ) je mnoZina
Vi ={x € V;u,x st susedné vrcholy}.
Okolie vrcholu u orientovaného grafu G = (V, E, ¢) je mnoZina
V. ={x € V;u je pociatocny a x koncovy vrchol tej istej hrany}.

Jednoduchy [orientovany] graf G mdZeme reprezentovat systémom okoli jeho vrcholov,
t.j. mnoZinou W={V,;u € V}.

Priklad. Dany je a) graf, b) orientovany graf, syst¢émom okol{
a) W={V,={a,b,e},Vy={a,c,e},V.={b},Va=0,V.={a,b,c}}
b) W={V.={b,e},V, ={a.d,e}, V. ={b},Va={c}, V. =0}
Ich diagramy st na obr. 39. [

®

a) b)
Obr. 39
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K dal$im dvom reprezenticiam grafov sa vyuZivaji matice.

Nech G je [orientovany] graf s n vrcholmi. Maticou susednosti [orientovaného]
grafu G pri usporiadani jeho vrcholov vy,vs, ..., v, sa nazyva matica

(mij)i,je{l,...,n},

kde
I m*(vi,v;) , pre orientovany graf
| m(vi,v;) ,preneorientovany graf
b b
a m a m
c c
a) b)
Obr. 40
Priklad.

a) Maticou susednosti grafu z obr. 40a pri usporiadani vrcholov a, b, ¢ je

— N O
— O N
—

Ak zvolime iné usporiadanie vrcholov, napr. b, ¢, a, tak maticou susednosti pri tomto usporia-
dani je

N = O
—
S = N

b) Maticou susednosti orientovaného grafu z obr. 40b pri usporiadani vrcholov a, b, ¢ je

021
000 | |
011

Nech G je bezsluckovy [orientovany] graf s n vrcholmi a m hranami. Maticou in-
cidencie [orientovaného] grafu G pri usporiadani jeho vrcholov vy, ..., v, a hrdn
hi,...,h, je matica

ie{l,....n}
(aij)je{l,...,m} >
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kde v pripade orientovaného grafu

1 , ak v;je poc¢iato¢ny vrchol hrany A;
aj=9 —1 , ak v;je koncovy vrchol hrany 4;
0 , ak v;neinciduje s hranou A;

a v pripade neorientovaného grafu

1, ak v; inciduje s A;
Y=Y 0 L akv, neinciduje s h;

Priklad.

a) Maticou incidencie grafu z obr. 41a pri usporiadani vrcholov a, b, ¢, d a hran hy, h»,
h3,ha, hs, he je matica

110010
111100
000111
001001
hy h,
ab ab
h5h3 ) )
c e d c e d
a) b)
Obr. 41

b) Maticou incidencie orientovaného grafu z obr. 41b pri usporiadani vrcholov a, b, ¢, d a
hrén hy, hy, hs, ha, hs, he je matica

1 1.0 0 -10
-1-11 0 0 O
0 001 11 u
0 0 -1-10 -1

Veta. Matica susednosti neorientovaného grafu je symetrickd matica.
Dokaz. Pre prvky m;; matice susednosti plati
mi; =mv;,v;) =m(v;,v;) =m;j;.

To vSak znamend, Ze tdto matica je symetricka. a8
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Veta. Nech G je bezsluckovy [orientovany] graf so zvolenym usporiadanim jeho vrcholov

<l [orientovaného] grafu

Vi, ...y Va @ hrdn hy, ..., hy. Potom pre maticu incidencie (aj)cq)”

G plati
Z|a,~j| = st(v;).
j=1

Dokaz. Podla definicie matice incidencie je |a,-j| = 1 prave vtedy, ked vrchol v; inciduje s
hranou #h;. Stupeni vrcholu bezsluckového [orientovaného] grafu sa rovna poctu hrén,
s ktorymi tento vrchol inciduje. Z tychto dvoch faktov uz vyplyva tvrdenie vety. a

Pozniamka. Maticu incidencie je moZzné definovat aj pre [orientované] grafy obsahujice
slucky. Staci k definicii pridat:
Ak h; je slucka, ktord inciduje s vrcholom vy, tak axj =1 a pre vSetky i # k je a;; = 0.
Predchadzajuca veta vSak pre [orientované] grafy so sluckou neplati.

Priklad. Maticou incidencie grafu z obr. 42 pri usporiadani vrcholov a, b, ¢ a hran hy, h,,
h3,hs, hs je matica

11110
01101 | |
00011

Cvicenia
1. Co plati o [orientovanom] grafe, ktorého matica susednosti mé na diagonale len &islo 0?
2. Co plati o [orientovanom] grafe, ktorého matica incidencie ma niektory riadok nulovy?

3. Nakreslite diagram grafu reprezentovaného maticou susednosti typu 7x7. Jej prvky
m;; =1 prave vtedy, ked' i+ 1 deli j+1 alebo j+ 1 deli i+ 1. V opacnom pripade je m;; = 0.
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Sledy

Nech u, v su vrcholy [orientovaného] grafu G, n € N. Sledom dfiky n z vrcholu u
do vrcholu v nazyvame postupnost

(VOahla v19h2, V2, ey Vn—lahna Vn)a

kde
l.vo=u, v,=v;
2.v0,V1, ..., Vs st vrcholy [orientovaného] grafu G;
3. hi, ..., h, st hrany [orientovaného] grafu G;
4.preie{l,...,n} hrana h; inciduje s vrcholmi v;_y, v;.
Vrcholy u, v sa nazyvaja krajné vrcholy tohto sledu.

Priklad. V grafe na obr. 43
a) (1,h1,2,he,6,h7,5,hs,2,h,,3) je sled dl7ky 5 z vrcholu 1 do vrcholu 3;
b) (5) je sled dfiky 0 z vrcholu 5 do vrcholu 5;
¢) (7, ho,7) je sled dizky 1 z vrcholu 7 do vrcholu 7. [ |

Obr. 43

Nech u, v st vrcholy orientovaného grafu G, n € N. Orientovanym sledom dl7ky
n z vrcholu u do vrcholu v nazyvame postupnost

(VO,hI,Vl,hZ,VZ, RS Vn—l,hn,vn) s

kde

l.vo=u, v, =v;

2.vo,V1, ..., v, st vrcholy orientovaného grafu G;

3. hy,...,h, st hrany [orientovaného] grafu G;

4.preie{l,...,n}je v, pociatocny a v; koncovy vrchol hrany #;.
Vrchol u sa nazyva pociato¢ny a vrchol v koncovy vrchol tohoto sledu.

Pozndmka. V suvislosti s [orientovanym] sledom (v, Ay, ...,hi-1,vi, hiy ..., By, vy) V [O-
rientovanom] grafe budeme tieZ hovorit, Ze hrana h;; vchddza do vrcholu v; a hrana h;
z vrcholu v; vychddza.
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V jednoduchych [orientovanych] grafoch je hrana jednoznac¢ne urcend jej [pociatocnym a
koncovym vrcholom] krajnymi vrcholmi. Preto v jednoduchych [orientovanych] grafoch
budeme [orientovany] sled

(V(), hls Vl’th VZ: LR Vn—la hns Vn)
zapisovat len ako postupnost vrcholov
(VOa vla V2, -~-,Vn—1,vn)~

Podobne, [orientovani] hranu [s poc¢iato¢nym vrcholom x a koncovym y] s krajnymi vrchol-
mi x, y budeme oznacovat (x, y).

[Orientovany] sled z vrcholu u# do vrcholu v sa nazyva uzavrety, ak u=v.
V opacnom pripade sa nazyva otvoreny.

Veta. Nech A je matica susednosti [orientovaného] grafu G pri usporiadani jeho vrcho-
lov vi,Va, ..., V. Potom prvok v i-tom riadku a j-tom stlpci, i,j € {1, ...,n}, matice A*, k€ N,
je pocet vietkych [orientovanych] sledov dzky k z vrcholu v; do vrcholu v;.

Dokaz. (Matematickou indukciou vzhladom na k)
V pripade k =0, je A* jednotkova matica. Z druhej strany, [orientované] sledy diZky 0 su
len [orientované] sledy (v;), to znamen4, Ze poéty [orientovanych] sledov dizky O z vrcholu v;

s Mz

do vrcholu vy; si ¢isla

b = I,prei=j
Yl 0, prei+j

¢o st prave prvky jednotkovej matice.
Predpokladajme, Ze tvrdenie vety plati pre k— 1> 0. Pre i,j € {1, ...,n} oznaéme a; prvky
matice A, b;; prvky matice A¥! a ¢;; prvky matice A*. Potom z vlastnosti

Ak=AAK!
vyplyva

n
cij=anbi+anby+ +auby =2 aiby .
r=1

Cislo a; sa podla definicie matice susednosti rovnd poctu vietkych [orientovanych] hran
[s pociatocnym vrcholom v; a koncovym v,] s krajnymi vrcholmi v;,v,, t.j. [orientovanych]
sledov dizky 1 z vrcholu v; do vrcholu v,. Podla indukéného predpokladu je zas b,; pocet
vietkych [orientovanych] sledov diky k—1 z vrcholu v, do vrcholu v;. Potom vSak cislo
ai-b,; urCuje pocet vSetkych [orientovanych] sledov di’ky k z vrcholu v; do vrcholu Vi,
v ktorych druhym vrcholom je v,. Sic¢tom vsetkych tychto ¢isel dostaneme pocet vSetkych
[orientovanych] sledov dfiky k z vrcholu v; do vrcholu v;. a

[Orientovany] graf G sa nazyva suvisly, ak pre kazdé dva vrcholy u, v [orien-
tovaného] grafu G existuje sled z vrcholu u# do vrcholu v.
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Orientovany graf G sa nazyva silne suvisly, ak pre kazdé dva vrcholy u, v orien-
tovaného grafu G existuje orientovany sled z vrcholu u# do vrcholu v.

Priklad. Graf na obr. 44 nie je stvisly, lebo napr. neexistuje sled z vrcholu a do vrcholu
d. Orientovany graf na obr. 45 je suvisly, ale nie je silne suvisly, lebo napr. neexistuje orien-

tovany sled z a do b. [

Obr. 44 Obr. 45

Na mnoZine vSetkych vrcholov [orientovaného] grafu G =(V,E,e) definujme reldciu w
takto:

uwv < existuje sled s krajnymi vrcholmi u, v.

Lahko sa presvedc¢ite, Ze w je reldciou ekvivalencie na mnoZine V. Pomocou tried ekvivalen-
cie reldcie w (ony tvoria rozklad mnoZiny V') vytvorime podgrafy [orientovaného] grafu G:

Nech U je trieda ekvivalencie reldcie w. Indukovany podgraf G(U) [orientova-
ného] grafu G sa nazyva komponent suvislosti [orientovaného] grafu G.

Poznamka. Ak U je trieda ekvivalencie vrcholu u, ¢iZze U = w(u), tak hovorime tiez, Ze
G(U) je komponent sivislosti grafu G obsahujici vrchol u.

Priklad. Komponent suvislosti grafu G na obr. 46 obsahujici vrchol ¢ je podgraf
G(w(c)), ktorého mnoZina vrcholov je w(c) ={a,b,c, f} a mnoZina hrdn je {hy,hy, h3, hs}.
Graf G mé dva komponenty sudvislosti.

Obr. 46 Obr. 47

Komponent suvislosti orientovaného grafu H na obr. 47 obsahujuici vrchol ¢ je jeho pod-
graf H(w(c)), ktorého mnoZina vrcholov je w(c)={a,b,c,d} a mnoZina hrdn je
{h1,ha,h3,ha}. |

Veta. Komponent sivislosti [orientovaného] grafu G je sivisly [orientovany] graf.
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Doékaz, pre jeho jednoduchost, prenechdavame Citatelovi. a8

Veta. Nech G' je siivisly podgraf [orientovaného] grafu G. Potom G' je podgrafom prdve
Jjedného komponentu sivislosti grafu G.

Dékaz. Nech u je vrchol G'. Ukazeme, ze G' je podgrafom komponentu sdvislosti
G(w(u)). Na to sta¢i dokézat, Ze Tubovolny vrchol a Tubovolnd hrana z G’ patri do G(w(u)).
Nech teda v je vrchol [orientovaného] grafu G'. Zo stivislosti tohto [orientovaného] grafu vy-
plyva, Ze v iom existuje sled s krajnymi vrcholmi u, v. To v§ak znamen4, Ze vrchol v patri do
triedy ekvivalencie w(u), a teda je vrcholom komponentu suvislosti G(w(u)). Nech £ je hrana
[orientovaného] grafu G' incidentnd s vrcholmi x, y. Z predoslej ¢asti dokazu vyplyva, Ze
vrcholy x, y st tieZ vrcholmi komponentu sdvislosti G(w(u)). Hrana h je zaroven aj hranou
[orientovaného] grafu G. KedZe indukovany podgraf G(w(u)) [orientovaného] grafu G obsa-
huje vSetky hrany [orientovaného] grafu G, ktorych krajné vrcholy sui z podgrafu G(w(u)), je
h hranou komponentu savislosti G(w(u)).

Este treba ukézat, ¢ G' nie je podgrafom iného komponentu suvislosti. To v§ak vyplyva
z toho, Ze dva r6zne komponenty suvislosti [orientovaného] grafu G nemaji spolo¢ny Ziadny
vrchol, lebo mnoZiny ich vrcholov st r6znymi triedami rozkladu mnoZiny vrcholov [orien-
tovaného] grafu G. a8

—_—

[Orientovany
[orientovany
[Orientovany
[orientovand

sled, v ktorom sa kazd4 hrana vyskytuje najviac raz, sa nazyva
tah.

sled, v ktorom sa kazdy vrchol vyskytuje najviac raz, sa nazyva
cesta.

—_— =

Priklad. V prvej préci z tedrie grafov, ktord pochddza od L. Eulera z roku 1736, sa nacha-
dza rieSenie zaujimavého problému, zndmeho ako problém konigsbergskych mostov. Mesto
Konigsberg (dneSny Kaliningrad v Rusku) lezi na oboch brehoch rieky Pregel (Pregolja) a
dvoch ostrovoch tejto rieky. Tieto ostrovy sd vzdjomne a tieZ s brehmi rieky pospdjané mo-
stami, ako to vidief na obr. 48. Spomenuty problém je vyjst z lubovolného miesta A, B, C
alebo D, prejst kazdym mostom préve raz a skoncit vo vychodiskovom mieste.

It

D

A

Obr. 48

Cely problém je mozné modelovat na grafe z obr. 49, kde vrcholy grafu predstavuju brehy
A, B a ostrovy C, D a hrany predstavuji mosty. V jazyku grafov mdZeme tento problém
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formulovat takto: ndjst v tomto grafe uzavrety tah, ktory obsahuje vSetky vrcholy a vSetky
hrany.

A
B C
D
Obr. 49
Neskor ukdZeme, Ze takyto tah v tomto grafe neexistuje. |

Tah grafu G sa nazyva eulerovsky, ak obsahuje vietky vrcholy a vetky hrany
grafu G.
Graf G sa nazyva eulerovsky, ak v lom existuje uzavrety eulerovsky tah.

Veta. Graf G je eulerovsky prdve vtedy, ked je suvisly a vsetky jeho vrcholy si pdrneho
stupria.

Dokaz. Nech G je eulerovsky graf. Predpokladajme najprv, Ze graf G nemé Ziadnu hranu a
7e u je vrchol grafu G. Potom jedinym uzavretym tahom obsahujicim vrchol u je tah (u).
Tento tah musi byt eulerovsky, a teda obsahuje vSetky vrcholy grafu G. Preto u je jedinym
vrcholom grafu G. G je teda suvisly graf a st(u) = 0, ¢o je parne ¢islo.

Nech teraz graf G mé aspon jednu hranu a nech

T: (u = uo’hl’ula L] un—l,hnsun = u)

je uzavrety eulerovsky tah z vrcholu u# do vrcholu u. Nech vrchol u; je ré6zny od vrcholu u
(i je urcite rozne od 0 a od n). Potom v tomto fahu hrana 4; vchidza do vrcholu u; a hrana £,
z neho vychdadza. Ak vrchol u; sa v eulerovskom fahu 7 viackrit nevyskytuje, jeho stupeii je
2. Ak tah T opitovne prechadza vrcholom u;, tak potom existuje j # i tak, Ze u; = u;, hrana h;
do vrcholu u; vchadza a hrana hj,; z neho vychadza (obr. 50).

Pre Cisla i, j mO6Zu nastat tri pripady:
l.j=i+1,
2.i=j+1,
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3.li—jl > 1.
V prvom pripade A; je slucka a v druhom pripade 4; je slucka. V trefom pripade su hrany
hi-i,hi, hj-1, hj navzdjom rozne. Vo vSetkych troch pripadoch hrany hi_i,hi, hj-1, h; zvySuji
stupeni vrcholu u; 0 4. To znamen4, Ze kazdy dalsi vyskyt vrcholu u; v eulerovskom tahu 7
zvySuje stupeni tohto vrcholu o 2. Teda ak v eulerovskom tahu sa vrchol u; vyskytuje k-krat,
tak stupent vrcholu u; je 2k. V pripade vrcholu u je situdcia analogickd. Ak sa vrchol u
vyskytuje len na zaciatku a na konci eulerovského tahu 7, tak stupeii vrcholu u je zrejme 2.
Kazdy dalsi vyskyt vrcholu u v T zvySuje stupen vrcholu u# o 2. Tym sme dokézali, Ze stupeni
kazdého vrcholu eulerovského grafu je parny.

DokéZeme este, Ze G je suvisly graf. Nech v, w st dva rdzne vrcholy grafu G. Obidva sa
musia nachéadzat v eulerovskom tahu 7. Nech teda v = u;, w = u;. Potom v pripade i <,

(V =ui, hi’ ui+lshi+15 [EEE] hj—ls uj = W)

je sled z vrcholu v do vrcholu w. Ak j <1, je

(W: Mj9hj, uj+19hj+19 -~-9hi—19ui :V)

sled z vrcholu w do vrcholu v. To vSak znamend, Ze graf G je suvisly.

Opacnt implikéciu, t.j. ak graf G je suvisly a stupenl kazdého jeho vrcholu je parny, tak G
je eulerovsky graf, dokdZzeme matematickou indukciou vzhladom na pocet hran. Nech teda G
je suvisly graf, ktory ma »n hran a stupent kazdého jeho vrcholu je parny.
V pripade n=0, ma savisly graf G jediny vrchol, ktorého stupeni je 0. Ak tento vrchol
oznacime u, tak (u) je uzavrety eulerovsky tah. To v§ak znamen4, Ze G je eulerovsky graf.
V pripade n=1, ma graf G jedind hranu £, ktord musi incidovat len s jednym vrcholom
(v opacnom pripade by graf obsahoval dva vrcholy stupiia 1), oznatme ho u. Zo suvislosti
grafu G vyplyva, Ze viac vrcholov nemodZe mat. Potom vSak (u, h, u) je uzavrety eulerovsky
tah, a teda G je eulerovsky graf.
Predpokladajme, Ze n >2 a Ze tvrdenie plati pre grafy s k hranami, k <n. V sivislom grafe
s aspont dvoma hranami existuji dve rézne hrany, ktoré inciduju s tym istym vrcholom. Nech
teda hy,h, sd rozne hrany grafu G, ktoré inciduji s jednym vrcholom, ozna¢me ho v. U-
tvorme novy graf G', ktory vznikne z grafu G odobranim niektorej hrany a pripadne odo-
branim niektorého vrcholu a pridanim novej hrany. Ak niektord z hran &, h, je slucka, graf
G' vznikne z G odobranim tejto slu¢ky (ak obe hrany su slucky, tak odoberieme len jednu
z nich). Ak Ziadna z hrdn h,h, nie je sluCka, tak okrem vrcholu v, hrana h; inciduje
s vrcholom v, v; #v a hrana h, inciduje s vrcholom v,, v, #v. V tomto pripade graf G’
vznikne z G odobranim hran /i, h,, pridanim novej hrany A, ktord inciduje s vrcholmi vy, v,a
v pripade, Ze vrchol v neinciduje s dalSou linkou r6znou od liniek /4, #, odobranim vrcholu v
a vSetkych s nim incidujicich slu¢iek. V oboch pripadoch je G' suvisly graf s po¢tom hrdn
men$im ako n— 1, v ktorom kazdy vrchol je parneho stupiia. Podla indukéného predpokladu
je G'eulerovsky graf, teda v om existuje uzavrety eulerovsky tah. Pozmefime tento tah v
zdvislosti od toho, ako vznikol graf G'. Ak to bolo odobranim slu¢ky 4;, i € {1,2}, tak pri-
dajme do eulerovského tahu grafu G’ za prvy vyskyt vrcholu v dva ¢leny 4;,v. Ak to bolo
odobranim oboch hran 4y, h, (vrchol v sme ponechali), nahradme v uzavretom eulerovskom
fahu grafu G’ hranu A tromi novymi ¢lenmi A,v,h,. Ak to bolo odobranim hran hi,h;,
vrcholu v a s nim incidujicich sluciek gy, ..., g,, nahradme v uzavretom eulerovskom tahu
grafu G' hranu & novymi ¢lenmi hy,v,g1,v, g2, ...84, v, ha . Vo vSetkych pripadoch dostaneme
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uzavrety tah grafu G, ktory obsahuje vSetky hrany aj vrcholy tohto grafu, teda uzavrety eule-
rovsky tah. To znamend, Ze graf G je eulerovsky. a

Priklad. Vidime, Ze graf na obr. 49 nemad vSetky vrcholy parneho stupiia, preto v fiom ne-
existuje uzavrety eulerovsky tah. To znamen4, Ze v Kaliningrade nemoZno vyst z jedného mi-

esta, prejst vSetkymi mostami prave raz a skoncif na tom istom mieste. [

Veta. V grafe G existuje otvoreny eulerovsky tah prdave vtedy, ked G je suvisly graf, ktory
obsahuje prdve dva vrcholy nepdrneho stupria.
Dokaz. Nech u #v anech
(M = MOahla ~'~,hn,un = V)
je otvoreny eulerovsky fah grafu G. Z grafu G vytvorime novy graf G’ pridanim novej hrany
h, ktord inciduje s vrcholmi u, v. Potom
(u = u(),hl, '~'9hna V,h, u)
je uzavrety eulerovsky tah grafu G'. Podla predchddzajiicej vety stupne vietkych vrcholov
grafu G’ sd péarne. PretoZe grafy G' a G sa odliSuju len hranou 4 incidentnou s vrcholmi u, v,
majt vrcholy u, v v grafe G stupne o 1 menSie ako v grafe G', teda nepédrne. Vsetky ostatné
vrcholy v grafe G majt rovnaké stupne ako v grafe G', teda parne.
Predpokladajme teraz, Ze G je suvisly graf, ktory obsahuje prave 2 vrcholy nepédrneho
stupnia. Nech su to vrcholy u, v. Pridanim novej hrany # incidentnej s vrcholmi u, v dosta-

neme novy graf G', ktory je stvisly a vietky jeho vrcholy st parneho stupiia. Graf G’ je teda
eulerovsky a existuje v nom uzavrety eulerovsky tah z vrcholu v do vrcholu v:

(V9h9u = MOahla ~'~,hn,un = V).

Potom

(u:u()ahls ---ahn,un :V)

je otvoreny eulerovsky tah grafu G. a8

Vzdialenostou vrcholov u, v [orientovaného] grafu G nazyvame minimum
z dlzok vSetkych [orientovanych] sledov z vrcholu u do vrcholu v a oznacujeme

p(u,v).
Ak v [orientovanom] grafe G neexistuje [orientovany] sled z u do v, kladieme
p(u,v) = o,

Poznamka. Pre symbol « zadefinujeme tieto vtahy: pre vSetky n € N je
Nn+00=00+7)=00-+00=00, ©>H,
Veta. Pre lubovolné vrcholy u, v, w grafu G plati

(a) p(u,v) 20,
(b) p(u,v) =0 prdve vtedy, kedu=v,
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(c) p(u,v) = p(v,u),
(d) p(u,v) + p(v,w) = p(u,w).

Dokaz.

(a) PodTa definicie je p(u,v) bud oo, alebo di7ka niektorého sledu z vrcholu u do vrcholu v,
¢o je prirodzené Cislo. V oboch pripadoch je p(u,v) > 0.

(b) Nech p(u, v) = 0. Potom existuje sled z u do v dizky 0. To je v8ak moZné len vtedy, ked
u=v.
Naopak, ak u = v, tak («) je sled dizky 0 z u do v. Sled z u do v mensej dizky nemdZe existo-
vat, preto p(u,v) =0.

(c) Predpokladajme, Ze p(u,v) # p(v,u). Nech teda p(u,v) =r, p(v,u) =s, r <s anech

(u:uo’hl’ul’ ---,ur—l,hr,ur :V)

je sled dizky r z vrcholu u do vrcholu v. Potom viak

(V:ur,hr’ur—l’ v Ui hi g :Lt)

je sled dizky r z vrcholu v do vrcholu u a podTa definicie vzdialenosti vrcholov je

s=pv,u)<r,

¢o je v spore s predpokladom.

(d) Ak p(u,v)=o alebo p(v,w)=o0, tak p(u,v)+ p(v,w)=00. Vzhladom na to, Ze
p(u, w) < oo, je nerovnost p(u, v) + p(v,w) > p(u, w) v tomto pripade splnend.
Ak p(u,v) =r<ow, p(v,w) =s < oq tak existuje sled (u=ug, hy,..., 0, u, =v) dizky rzudov
asled (v=vo,g1,...,85, Vs =W) dl7ky s z v do w. Potom

(u’hl’ ---,hr’V’gl, --"gS’W)
je sled dizky r+ s z vrcholu u do vrcholu w. Preto

plu,w) <r+s=p(u,v)+ pv, w). a

Cvicenia

1. Ukazte, Ze nesuvisly jednoduchy bezslu¢kovy graf s n vrcholmi md maximélne LZ(H)
hrén.

2. Ukazte, 7e pocet vietkych sledov dizky n z vrcholu v; do vrcholu v, v grafe na obr. 51 sa
rovnd Fibonacciho ¢islu f,, ktoré je definované takto:

fo = 1,f1 =1, fn an_l +fn_2 preneN,nZZ .

Obr. 51

3. Ukdzte, Ze v suvislom grafe s aspoii dvoma hranami, existuji dve hrany, ktoré inciduji
s tym istym vrcholom.
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4. Uvedte priklad orientovaného grafu, v ktorom neplati pre vSetky vrcholy u, v rovnost

pu,v) = p(v, u). )
5. Nech S je sled z vrcholu u do vrcholu v, ktorého dlzka je p(u,v). Dokézte, Ze S je cesta.

Izomorfizmus [orientovanych] grafov

VSimnime si diagramy grafov Gi,G; a G3 na obr. 52. Grafy G| a G, st rovnaké (maju
rovnaké mnoZiny vrcholov, mnoZiny hran a tieZ incidencie). Grafy G; a Gz si rdzne. Ale
ked porovname ich diagramy na obr. 52b, 52¢, vidime, Ze medzi tymito grafmi nie je pod-
statny rozdiel, liSia sa iba v pomenovani vrcholov a hrdn. Takéto grafy budeme nazyvat
izomorfné.

h, 1
a b
8 81 \8&3
hy h, 4 5 ¢
d s c 4 2 3
a) c)

Presné definicia je takéto:

[Orientované] grafy G=(V,E,e), G'=(V',E',e') sa nazyvaji izomorfné, ak
existujui bijektivne zobrazenia ¢ :V — V', w: E— E' zachovdvajice incidenciu,
t.j. pre kazdud hranu % € E plati (obr. 53)

lak e(h) = (u,v), tak €'(y(h)) = (p(u), p(v))]

ak e(h) = {u,v}, tak e'(y(h)) = {p),p(v)}.

Usporiadand dvojica (¢, ) sa nazyva izomorfizmus [orientovaného] grafu G na
G'.

Priklad. UkdZeme, Ze pre grafy G, =(V1,E1,e1) aGs =(V3,E3,e3) z obr. 52a, 52¢ je
dvojica zobrazeni (¢, ),

@:Vi->Vi, p@=1,0b)=2,9(c)=3,90(d) =4,

v E > Es, wh)=gi i€{1,2,3,4}
izomorfizmus.

RieSenie. Zobrazenia ¢ a y su zrejme bijekcie. Staci ukdzat, Ze zachovavajui incidenciu:
ei(hy) ={a,b}, es(y(h1)) =es(g1) ={1,2} ={9(a), p(b)},
e1(h2) =1{b,c}, es(w(h2)) =e3(g2) ={2,3} ={0(), p(c)},
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e1(hs) ={a,c}, es(y(hs)) =es(g3) ={1,3} ={p(a), p(c)},
ei1(ha) ={a,d}, es(w(ha)) =e3(g4) ={1,4} = {p(a), p(d)},

e1(hs) ={c,d}, es(y(hs)) =es(gs) ={4,3} ={p(d), p(c)}. L
G G’
(9. v)
—_—
Obr. 53

Veta. Nech G=(V,E,e), G'=(V',E',e') sii jednoduché [orientované] grafy. Potom na-
sledujiice tvrdenia si ekvivalentné:

(@) Ga G' siiizomorfné.

(b) Existuje bijekcia ¢ : V - V' tak, Ze pre vetky u,v € V plati: [u je pociatocny a v kon-
covy vrchol jednej hrany prdve vtedy, ked ¢(u) je pociatocny a ¢(v) koncovy vrchol
jednej hrany. ] vrcholy u, v siu susedné prdve vtedy, ked’su susedné vrcholy p(u), p(v).

Dokaz. Urobime ho len pre neorientované grafy. Dokaz pre orientované grafy je
analogicky.

Priamo z definicie izomorfizmu je zrejmé, Ze z (a) vyplyva (b). DokdZzeme implikdciu
(b) = (a). Nech teda ¢ : V- V' je bijekcia spliiujica podmienku: vrcholy u, v grafu G st sus-
edné prave vtedy, ked su susedné vrcholy ¢(u), p(v) grafu G'. KedZe sa zaoberame len jed-
noduchymi grafmi, budeme hrany zapisovat ako usporiadané dvojice krajnych vrcholov.
Uvedend vlastnost zobrazenia ¢ ndm umozZiuje definovat zobrazenie medzi mnoZinami hran
grafov G a G’ tymto spdsobom:

w:E->E', wu,v)=(pu),p)).

KedZe ¢ je bijekcia a (u,v) je hrana v G prave vtedy, ked (p(u), p(v)) je hrana v G', je y tieZ
bijekcia. Pre bijekcie @, y plati

e(u,v)={u,v}, e'(yu,v) =e'(pw), p(v)) ={p), p(v)}
z ¢oho vyplyva, Ze (p, w) je izomorfizmus, a teda grafy G, G' sd izomorfné. a8

Predchddzajicu vetu je moZné zovSeobecnit aj pre multigrafy.

Veta. [Orientované] grafy G=(V,E,e), G'=(V',E',e') si izomorfné prdve vtedy, ked
existuje bijekcia ¢ : V - V' a pre kaZdé vrcholy u, v [orientovaného] grafu G je

[m*(u,v) = m*(p(u), p(v))]

m(u,v) = m(p(u), p(v)).
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Dokaz. Vetu dokdZzeme pre orientované grafy. Pre neorientované grafy je dokaz podobny.
Nech teda orientované grafy G a G' st izomorfné. To znamend, Ze existuji také bijekcie
¢9:V->V, w:E-E, e pre kazdd hranu h € E plati

ak e(h) = (x,y), tak e'(w(h)) = (p(x), p()).

Nech u,ve Vam*(u,v) =k. Ak k=0, znamena to, Ze v grafe G neexistuje hrana s pocia-
to¢nym vrcholom u a koncovym v. Potom ani v grafe G' neexistuje hrana s pociatoénym
vrcholom @(u) a koncovym @(v), v opaénom pripade by W nebola bijekcia. Ak k > 1, tak exis-
tuje k orientovanych hran 4, ..., h, pre ktoré je

eth))=,v), ie{l,... k}.

Vzhladom na to, Ze
e'(w(h)) = (pw), p(), preie{l,....k}

a | je bijekcia, je m*(p(u), p(v)) =k.

DokéZeme opa¢ni implikdciu. Nech teda existuje bijekcia ¢ : V > V' tak, Ze pre vietky
x,y € Vijem*(x,y) =m*(p(x),p(y)). Nech u je pocdiatoény a v koncovy vrchol niektorej o-
rientovanej hrany grafu G a nech m*(u,v) = k > 1. Existuje teda prave k orientovanych hran
hi, ..., hi s pociatoénym vrcholom u a koncovym v. KedZe m*(p(u), p(v)) =m*(u,v), existuje
v grafe G' k orientovanych hrén g, ..., g« s po¢iato¢nym vrcholom @(u) a koncovym @(v). To
ndm umoziuje definovat zobrazenie  takto:

w:E->E, wh)=gpreie{l,... k}

Lahko sa ukdZe (prenechdvame to Citatelovi), Ze Y je bijektivne zobrazenie a Ze zobrazenia @
a y zachovavaju incidenciu. Grafy G a G' st teda izomorfné. a

Z tejto vety bezprostredne vyplyvaju dalSie dve.

Veta. [Orientované] grafy G a G' sii izomorfné prdve vtedy, ked existujii také usporiada-
nia ich vrcholov, pri ktorych su matice susednosti tychto [orientovanych] grafov rovnaké.

a

Veta. [Orientované] grafy G a G' sii izomorfné prdve vtedy, ked existujii také usporiada-
nia ich vrcholov a hrdn, pri ktorych su matice incidencie tychto [orientovanych] grafov
rovnaké. a8

Priklad. Grafy G a G' na obr. 54 st izomorfné, lebo matica susednosti grafu G pri uspo-
riadani vrcholov a, b, ¢, d, e je

_ o O = O
SO = O =
S = O = O
—_ o = O O
S = O O =
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¢o je zédroveti aj matica susednosti grafu G pri usporiadani vrcholov A, B, C, D, E. [ |
a
G
b
e
c
d

Obr. 54

Vlastnost P sa nazyva invariant [orientovanych] grafov, ak pre kazdé izomorfné
[orientované] grafy G a G' plati: ak G m4 vlastnost P, tak aj G’ ma vlastnost P.

Priklad. Ukazte, Ze grafy G a G' na obr. 55 nie sd izomorfné.

RieSenie. Najprv ukdZeme, Ze vlastnost ,,ma vrchol stupiia £, kde k € N, je invariant.

Nech grafy G, a G, st izomorfné a (p, v) je izomorfizmus z G, na G,. Nech graf G; m4
vrchol v stupiia k. Potom existuje k hran h,y, ..., hy, ktoré inciduji s vrcholom v (slucka sa
v tomto zozname uvddza dvakrit). Podla definicie izomorfizmu hrany w(h,),..., w(h;) in-
ciduju s vrcholom @(v) a kedZe y je bijekcia, je st(p(v)) >k Nech H je hrana grafu G,, ktord
inciduje s vrcholom @(v). KedZe y je surjektivne zobrazenie, existuje hrana & grafu G, tak, Ze
w(h) = H. PretoZe hrana (k) inciduje s vrcholom @(v), musi podla definicie izomorfizmu
hrana / incidovat s vrcholom v. To vSak znamend, Ze h je niektord z hran hy, ..., h;, ateda H
je niektord z hran w(h,), ..., w(hy). Preto st(p(v)) =k

G G’

8
a b c
® )i h
d
k i
e
J
Obr. 55

Teraz uz mozeme tvrdit, Ze grafy G a G' nie st izomorfné, lebo graf G ma vrcholy stupiia
3 (a af) a graf G' nemad vrcholy stupfia 3. |

Cvicenia
1. Ukézte, 7e grafy G a G' na obr. 56 st izomorfné a néjdite izomorfizmus grafu G na G'.
2. Ukézte, Ze nasledujice vlastnosti sd invarianty:

a) ma n vrcholov stupiia k,
b) mé uzavrety tah dizky k,
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c) je suvisly,
d) ma hranu, ktorej jeden krajny vrchol ma stupeii i a druhy ma stuper j.

a b a’ b’ c’
d d’ e’

Obr. 56

3. Ukézte, Ze nasledujice vlastnosti sd invarianty orientovanych grafov:
a) md vrchol, ktorého vstupny stupet je k,
b) mé vrchol, ktorého vystupny stupeii je &,
¢) ma uzavrety orientovany sled,
d) je silne suvisly.
4. Ukézte, Ze grafy G a G' na obr. 57 nie su izomorfné.

G G’

e

Stromy

Nech u je vrchol grafu G. Tah nenulovej dizky z vrcholu u do vrcholu u sa nazyva
cyklus z vrcholu u do vrcholu u.

Cyklus z vrcholu u do vrcholu u, v ktorom sa vrchol u vyskytuje prave dvakrat a
ostatné vrcholy z G najviac raz, sa nazyva jednoduchy cyklus.

Veta. Ak v grafe G existuje cyklus z vrcholu u do vrcholu u, tak v G existuje jednoduchy
cyklus z vrcholu u do vrcholu u.
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Dokaz. Nech cyklus

(u:u()shlaul’ ---,hn,un :u)

z vrcholu u do vrcholu u nie je jednoduchy. Potom existuje vrchol u;, pre i € {1,...,n—1},
ktory sa v tomto cykle vyskytuje asponl dvakrit. To ale znamend, Ze existuje také
jefl,...,n}, 7e j#i, u;=u;. Ked z tohto cyklu odstranime tsek u;, 1, ...,h; (predpok-
laddme, Ze i < j), dostaneme opit cyklus

(u = uo’hl’ula ---hi’ ui’hj+1’ uj+ls ---shns Up = u)s

v ktorom sa vyskyt vrcholu u; zniZil o 1. Je zrejmé, Ze opakovanim tohto postupu konec¢ny
pocet krat, ziskame cyklus, v ktorom sa kazdy vrchol z poévodného cyklu, okrem vrcholu u,
vyskytuje najviac raz. Tento cyklus je jednoduchy cyklus z u do u. a

Veta. Nech u, v si dva rozne vrcholy grafu G a nech existujii dve rézne cesty z vrcholu u
do vrcholu v. Potom v grafe G existuje cyklus.

Dokaz urobime pre jednoduchy graf. Nech
u=uo,u1,...,up=v)a U=vo,Vi,...,V4=V)

st dve rdzne cesty z vrcholu u do vrcholu v. Ozna¢me r najmensie ¢islo i € {1,...,p}, pre
ktoré plati u; # v;. Potom u,.; =v,.; a u, #v,. Nech s je najmenSie z ¢isel i e {r+1,...,p},
pre ktoré vrchol u; sa rovna niektorému z vrcholov v;, je {r+1,...,q}. Povedzme, Ze u, = v,.
Potom

Uiy Upy oy Us =V Vil ey Vi Vil = Upy)
je jednoduchy cyklus. a
Graf, v ktorom neexistuje cyklus, sa nazyva acyklicky.
Priklad. Graf na obr. 58 je acyklicky. [
Jednoduchy bezsluckovy graf G, v ktorom pre kazdé jeho dva vrcholy u, v exis-

tuje jedind cesta z u do v, sa nazyva strom.
Koreriovy strom je strom s pevne vybranym vrcholom, ktory nazyvame koreri.

N\

Obr. 58

Priklad. Lahko sa presvedcite, Ze grafy z obr. 58 a 59 nie su stromy a graf z obr. 60 je
strom. |
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Obr. 59 Obr. 60

Urovriou vrcholu u v koretiovom strome s koreiom v, nazyvame dlZku cesty z v
do u, tj. p(u,v). Maximum z drovni vSetkych vrcholov koretlového stromu sa
nazyva vyska koreriového stromu.

Diagram koreniového stromu sa spravidla kresli tak, Ze vrcholy vysSej trovne sa kreslia
pod (resp. nad) vrcholmi niZ$ej drovne.

Priklad. Koreniovy strom z obr. 61a kreslime tak, ako je to na obr. 61b resp. 61c. [

——————————— uroveti 0
————— daroven 1
y; koreii --- uroven 2

—————————————————————— urovefi 3

a) b) c)
Obr. 61

Veta. Pre graf S s n € N* vrcholmi si nasledujiice tvrdenia ekvivalentné.
(a) S je strom.
(b) S je suvisly a acyklicky graf.
(c) S je suvisly graf a md n— 1 hrdn.
(d) S je acyklicky graf a md n— 1 hrdn.

Dokaz. Aby sme dokdzali ekvivalenciu tvrdeni (a) az (d), staci dokdzaf Styri implikdcie:
(@) = (), (b) = (¢), (¢) = (d),(d) = (a)

[(@) = (b)] Nech § je strom. To znamend, Ze S je jednoduchy bezsluckovy graf, v ktorom
pre kazdé dva vrcholy u, v z S existuje jedind cesta z u do v. Z toho ale vyplyva, Ze S je st-
visly graf. Staci uz len dokdzat, Ze S je acyklicky. To dokdZeme nepriamo. Predpokladajme,
7e v grafe S existuje cyklus z vrcholu u do u. Potom v fiom existuje aj jednoduchy cyklus z u
do u. Jeho dl7ka je aspoii 2 (graf S nem4 slu¢ky). Preto sa v tomto cykle nachddza vrchol v,
ktory je rozny od vrcholu u. Zistili sme, Ze v jednoduchom cykle diZky aspoi 2 sa nachddzaji
dva rozne vrcholy u a v. Potom v8ak z vrcholu u do vrcholu v existuji dve rozne cesty, €o je v
spore s tym, Ze graf S je strom. Preto graf S musi byt acyklicky.
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[(b) = (¢)] Ddkaz urobime matematickou indukciou vzhladom na pocet n vrcholov grafu
S.

Pre n=1 je implikdcia evidentne pravdivad - sudvisly acyklicky graf s jednym vrcholom
nemoZe obsahovat Ziadnu hranu.

UkdZeme, Ze z pravdivosti tejto implikdcie pre n =k vyplyva jej pravdivost pre n=k+1:
Nech teda graf § je suvisly, acyklicky a md k+ 1 vrcholov (k> 1). Chceme ukazat, Ze tento
graf md k hrdn. Vyberme v tomto grafe tah r maximaélnej dl7ky. Tah 7 nie je cyklus, lebo graf
S je acyklicky. Ozna¢me u jeden z krajnych vrcholov tahu t. Stupeii vrcholu # musi byt 1,
lebo inak by ¢ nebol tah maximélnej dizky v S. Utvorme podgraf S’ grafu S tak, Ze z S vy-
hodime vrchol u a hranu, s ktorou vrchol u inciduje. Graf §' m4 teda k vrcholov a o jednu
hranu menej ako graf S. Navyse graf S’ je sivisly a acyklicky, preto podla indukéného pred-
pokladu mé k— 1 hran. Graf S mé o jednu hranu viac, teda m4 k hran.

[(c) = (d)] Nech teda graf S je stvisly a ma n—1 hrdn. Mame ukdzat, Ze S je acyklicky
graf. Predpokladajme, Ze S obsahuje aspoii jeden cyklus. Ak z cyklu odstranime jednu hranu,
ziskame podgraf grafu S, ktory je suivisly. Ak tento podgraf obsahuje cykly, odstrdfime opéit
hranu z niektorého cyklu. Takto mdZeme pokraCovat, aZ kym nedostaneme graf G*, ktory je
acyklicky. Graf G* je teda acyklicky, suvisly a mé n vrcholov. Na zdklade uz dokdzanej im-
plikacie (b) = (c¢) vyplyva, Ze G* mad n—1 hran. Potom vSak graf S md asponl n hran, ¢o je
spor. Preto graf § je acyklicky.

[(d) = (a)] Predpokladajme, Ze graf S je acyklicky a ma n— 1 hrdn. Musime ukézat, Ze S je

strom.
Graf S nemodZe obsahovat Ziadnu slucku, pretoZe ona s krajnym vrcholom tvori cyklus a § je
acyklicky. Podobne S nemdZe obsahovat viacndsobné hrany. Ak by totiZ dve rdzne hrany ¢;a
e, incidovali s tymi istymi vrcholmi v a w, tak graf § by obsahoval cyklus (v,eq,w, ez, V).
DokéazZeme, Ze S je suvisly (nepriamo). Predpokladajme, Ze S je nesuvisly a Ze md k kompo-
nentov savislosti G, G, ..., Gy, pri¢om k > 1. Nech G; méa n; vrcholov, i € {1, ..., k}. Potom
plati n=n, +n, + - +n;. Kazdy komponent stvislosti G; je suvisly acyklicky graf a podla
uzZ dokazaného tvrdenia ma n; — 1 hrén a pre pocet hran & grafu S plati

h=m-D+@m-1D++(nr—D=n1+n+ +nr—k=n—-k<n-1,

¢o je spor. Preto S je suvisly, a teda pre kazdé dva vrcholy u, v z § existuje aspon jedna cesta
z u do v. UkdZeme eSte, Ze takato cesta existuje prave jedna. Ak by existovali asponi dve rdzne
cesty z u do v, tak by v grafe S existoval cyklus, ¢o nie je mozné, lebo graf S je acyklicky. &

Nech S je strom s korefiom vg; x, y sd vrcholy v S a (v, vy, ...,v,) je cesta v S.
Potom
(a) v,—1 sanazyva otec (alebo rodic) vrcholu v,.
(b) vo,v1,...,v,1 st predkovia vrcholuv,.
(c) v, sanazyva syn (alebo dieta) vrcholu v,_; .
(d) Ak x je predok y, tak y je potomok x.
(e) Vrchol, ktory nemd synov, sa nazyva koncovy vrchol.
(f) Vrchol, ktory nie je koncovy sa nazyva vniitorny.
(g) Podstrom s koreiiom x stromu S je jeho podgraf s mnoZinou vrcholov
V= {x}U{y;y je potomok x}a mnoZinou hran
E ={e; eje hrana cesty z vrcholu x do niektorého vrcholu z V}.
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Obr. 62 Obr. 63

Priklad. V korefiovom strome na obr. 62
(a) d je otec vrcholu A aj vrcholu g.
(b) Predkovia vrcholuista, b, f.
(¢) Synovia vrcholu a su b, c, d.
(d) Potomkovia vrcholu d su vrcholy g, h, j, k, [, m.
(e) Koncové vrcholy st c, e, g, i, k, [, m.
(f) Vnutorné vrcholy st a, b, d, f, h, j.
(g) Podstrom s korefiom d je na obr. 63. [

Kostrou grafu G nazyvame kazdy faktor grafu G, ktory je stromom.

Inymi slovami, kostra grafu G je podgraf grafu G, ktory je stromom a ktory obsahuje
vSetky vrcholy grafu G.

Priklad. Na obr. 64a, 64b st hrub§imi ¢iarami vyznacené dve rozne kostry toho istého
grafu. |

Q

N

b)

Obr. 64

Veta. Graf G md kostru prdve vtedy, ked G je suvisly graf.
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Dokaz. Nech G ma kostru T a nech u, v st vrcholy v G. KedZe T je kostra grafu G, st u a
v vrcholy v T a existuje cesta z u do v. To v§ak znamen4, Ze G je suvisly graf.

Predpokladajme, Ze G je suvisly graf. Ak G je acyklicky graf, tak G je strom. V tomto
pripade kostrou grafu G je samotny graf G. V pripade, Ze v G existuje cyklus, mdZeme
z tohto cyklu odstranit jednu hranu, ¢im vznikne podgraf, ktory je stvisly a obsahuje tie isté
vrcholy ako G. Ak tento podgraf obsahuje cyklus, opit odstrdnime z cyklu jednu hranu. Po
kone¢nom pocte takychto krokov ziskame podgraf T grafu G, ktory je acyklicky a suvisly,
¢iZe strom. A kedZe T obsahuje vSetky vrcholy grafu G, je T kostrou grafu G. a

7da sa, 7e dokaz predchddzajicej vety poskytuje vhodny algoritmus na konstrukciu kostry
grafu. Nie je to tak, lebo vyhladdvanie cyklov v grafe je Casovo velmi narocné. Uvedieme dva
vhodnejsie algoritmy.

Algoritmus na vyhladanie kostry grafu (prehladavanie do Sirky)

Tento algoritmus vytvori kostru grafu ako korefiovy strom, pricom metdda prehladdvania
do Sirky tkvie v tom, Ze sa vyhladdvaji najprv vSetky vrcholy danej drovne a aZ potom sa
prejde na nasledujicu drover.

V tomto algoritme P oznacuje postupnost vrcholov.

Vstup: Savisly graf G so zvolenym usporiadanim vrcholov vy, vs, ..., v,.

Vystup: Kostra 7 grafu G.

1. [Inicializ4cia] P obsahuje iba vrchol v,. T je graf, ktory md jeden vrchol v, ten oznacme
ako koren, a Ziadnu hranu.

2. [Pridanie hrén] Pre kaZzdy vrchol x € P (prehladdvanie vrcholov uskutoc¢tiujeme podla zvo-
leného usporiadania) pridaj do 7 hranu (x, y) a vrchol y pre vSetky y z G (vo zvolenom po-
radi) pokial ich pridanim do 7 nevznikne cyklus. Ak nie je moZné pridat do T Ziadnu hranu
z G, bez toho aby vznikol cyklus, algoritmus kon¢i (7 je uz kostra grafu G).

3. [Obnova P] Kazdy vrchol v P nahrad jeho synmi v T a ziskané vrcholy zorad podla na
zaciatku zvoleného usporiadania. Chod na bod 2.

Veta. Uvedeny algoritmus na vyhladanie kostry grafu je korektny, t.j. po ukonceni algo-
ritmu je T kostra grafu G.

Dobkaz. Uvedenym algoritmom vznikd kostra T grafu G postupnym priddvanim hrén a
vrcholov. UkdZeme, Ze v kazdej fdze je T strom a na konci algoritmu 7 obsahuje vSetky
vrcholy grafu G. Z toho uZ vyplyva, Ze vysledny graf T je kostra grafu G.

Na zadiatku T obsahuje jeden vrchol a Ziadnu hranu, preto 7 je strom. Dalej sa T tvori vZdy
pridanim jednej hrany a jedného vrcholu tak, aby nevznikol cyklus. Teda T je vZdy acyklicky
Staci uz len dokdzat, Ze T obsahuje vietky vrcholy grafu G. DokdZeme to nepriamo. Predpok-
ladajme, Ze strom 7T po skonceni algoritmu neobsahuje vSetky vrcholy grafu G. Nech naprik-
lad vrchol x grafu G nie je vrcholom grafu 7. Ak by v grafe G existovala cesta z vrcholu x do
vrcholu vy, povedzme (x=uy,hi,us,...,h—1,ur=vy), tak ozname s najmensie z Cisel

ie{l,... k} také, Ze u; je vrchol v T. Zrejme 1 < s < k. Potom by sme mohli k 7 pridaf hranu
hy—1 a vrchol u,; a nevznikol by pritom cyklus, ¢o je v spore s tym, Ze algoritmus je
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skonceny. Teda neexistuje cesta z vrcholu x do vrcholu v;. Preto graf G nie je suvisly. To je
spor a teda 7 musi obsahovat vSetky vrcholy grafu G. a

Algoritmus na vyhladanie kostry grafu (prehlad4vanie do hibky)

Vstup: Suavisly graf G so zvolenym usporiadanim vrcholov vi,va, ..., v,.

Vystup: Kostra T grafu G.

1. [Inicializacia] PoloZ w :=v;. Nech T je graf s jednym vrcholom v; a Ziadnou hranou.
Ozna¢me vrchol v, ako koren grafu 7.

2. [Pridanie hrany] Vyber hranu (w,v), ktord nie je v 7, s minimdlnym k tak, Ze pridanim
hrany (w,vy) do T nevznikne cyklus. Ak takd hrana neexistuje, chod na 3; inak pridaj
hranu (w, v¢) a vrchol v, do T. PoloZ w := v, a chod na 2.

3. [Hotovo?] Ak w = v, je koniec algoritmu (7 je kostra grafu G).

4. [Krok spif] Nech x je otcom w (v strome 7). PoloZ w :=x a chod na 2.

Dokaz korektnosti algoritmu je podobny ako v predoSlom algoritme.

Priklad. Prehladdvanim do Sirky n4jdite kostru grafu G z obr. 64a pri abecednom
usporiadani vrcholov.

Riesenie.

0. P = (a); T obsahuje iba vrchol a.

1. Do T postupne priddime hrany a vrcholy (jednym krajnym vrcholom pridanej hrany musi
byt vrchol z P, teda v tomto pripade vrchol a): e; alebo e;,b (nejednoznacnost vyberu
hrany je zapriCinend viacndsobnosfou hrany; zvolme napr. hranu e;); es,c. Viac hran
s krajnym vrcholom a nie je, preto pokracujeme zmenou postupnosti P: P = (b, ¢).

ec

Obr. 65

2. Do T postupne priddvame hrany, ktoré maja jeden krajny vrchol v P, a tiezZ druhé krajné
vrcholy tychto hrdn (dodrZzujeme abecedné poradie vrcholov) tak, aby nevznikol cyklus:
eq,d; es,i; eg, f; e7,g. Utvorme novu postupnost synov vrcholov b, ¢ dodrzujic abecedné
poradie: P = (d, f, g, 1).

. Priddme tieto hrany a vrcholy: eq, h; €11, e; €16, j. Nova postupnost: P = (e, h, j).

4. Priddme hranu e5 a vrchol k. Viac hran uZ nie je mozné pridat do T bez toho, aby vznikol

cyklus (T uz obsahuje vsetky vrcholy grafu G). Algoritmus je teda ukonceny. Ndjdend kos-

w

tra 7' je na obr. 65 vyznacend hrubSimi ¢iarami. |
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CvicCenia

1. Existuje strom, ktorého vSetky vrcholy maju stupeni 2?7

2. V algoritmoch na ndjdenie kostry grafu sa testuje, ¢i pridanim hrany do 7 vznikne cyklus.
Dokézte, Ze ak x je vrchol v T a (x,y) je hrana v G ale nie v T, tak pridanim hrany (x,y) do
T vznikne cyklus v T prave vtedy, ked' y je vrchol v T.

3. N4gjdite kostru grafu G z obr. 64a prehladdvanim do Sirky pri usporiadani vrcholov %, j, i,
h,g, f e d,c,b,a.

Ohodnotené grafy

[Orientovany] graf sa nazyva ohodnoteny, ak kaZzdej jeho hrane h je priradené
redlne Cislo w(h), ktoré nazyvame ohodnotenie hrany h. V diagrame [orientova-
ného] grafu sa ohodnotenie hrany pripisuje k prislusnej hrane.

Prikladom ohodnoteného grafu je napr. cestnd siet uritého regiénu, kde obce tohto re-
gioénu sd vrcholy a cesty spdjajice tieto cesty su hrany tohto grafu. Ohodnotenim hrany moze
byt diZka tejto cesty alebo finanéné naklady na jej vystavbu.

DiZkou [orientovaného] sledu S v ohodnotenom |orientovanom] grafe G
nazyvame stcet ohodnoteni vSetkych [orientovanych] hrdn [orientovaného] sledu
S. V pripade, 7e [orientovany] sled S neobsahuje Ziadnu hranu, nazveme jeho
dizkou &islo 0. DiZzku [orientovaného] sledu S budeme oznacovat d(S).
[Orientovany] tah z vrcholu u do vrcholu v, ktory ma zo vSetkych tahov z u do v
najmensiu diZku, sa nazyva najkratsi [orientovany) tah z vrcholu u do vrcholu v.
Jeho dizka sa nazyva vzdialenost vrcholu v od vrcholu u v ohodnotenom [o-
rientovanom] grafe G a budeme ju oznacovat d(u, v). Ak neexistuje [orientovany]
sled z u do v, tak definujeme d(u, v) = oo.

V tejto Casti budeme pracovat s roz§frenou mnoZinou redlnych &isel R = RU{w}. Uspo-
riadanie redlnych &isel a operéciu s¢itavania redlnych ¢isel rozSirime na mnoZinu R takto: pre
vietky a € R, b € R definujeme a < o0, b+ 0 =0+bh =oo0.

Veta. Nech G je ohodnoteny |orientovany] graf s nezdpornymi ohodnoteniami hrdn, u, v
s vrcholy v G a § je sled z u do v. Potom d(u,v) < d(S).

Dékaz. Odstranenim cyklov zo sledu S ziskame tah S’ z vrcholu u do vrcholu v. Vzhla-
dom na nezdpornost ohodnoteni hrdn potom plati d(S') <d(S). Odtial dostdvame
d(u,v) < d(S") < d(S), lebo d(u, v) je dizka najkratsieho tahu z u do v. a8

Veta. Nech G je ohodnoteny graf s nezdpornymi ohodnoteniami hrdn. Potom pre vSetky
vrcholy u, v, w ohodnoteného grafu G plati:
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(a) d(u,v) =d(v,u),
(b) d(u,v)+d(v,w) > d(u,w).

Dokaz.

(a) Pre TubovoIny fah S=(u,hi,ui,...,up-1,h,,v) z vrcholu u do vrcholu v je
S" =, hn,tn1,...,u1,hy,u) tah z vrcholu v do vrcholu u a navyse d(S) = d(S'). Z toho potom
vyplyva, Ze ak S je najkratsi tah z u do v, tak S’ je najkrat$i tahzvdo u a

du,v) =d(S) =d(S') =dv, u).
(b) Nech

Si=W,hiur, .. otn1,hn,v), S2=(v,€1,V1, .o, Vine1s €, W)

s najkratSie tahy, prvy z vrcholu u# do vrcholu v a druhy z vrcholu v do vrcholu w. Potom

S: (M9h1a ula ey un—lahnavael9vla ~'~,vm—1aemaw)

je sled z vrcholu u do vrcholu w a pre jeho di7ku evidentne plati d(S) =d(u,v)+d(v,w). Pre
dl7ku d(u, w) najkratsieho tahu z u do w potom zrejme plati

d(u,w) <d(S) =d(u,v) +dv,w). a

Poznamka. Cast (b) predchadzajicej vety plati aj pre orientované grafy. Cast (a) viak pre
ne neplati.

Veta. Nech S = (uo,hy,uy,...,un1,hn,u,) je najkratsi [orientovany] tah z vrcholu u, do
vrcholu u, v ohodnotenom [orientovanom] grafe G s nezdporne ohodnotenymi hranami. Po-
tom pre vSetky i,j € {0,1,...,n} i+jje S» =i hin1,...,hj,u;) najkratsi [orientovany] tah
z vrcholu u; do vrcholu u;.

Dokaz. Nepriamo. Predpokladajme, Ze S» = (u;, hit1, s, ..., Uj-1, hj,u;) nie je najkratsi
[orientovany] tah z u; do u; ale je nim Sh=(uj,e1,v1, cees Vjsicls €j-iz1, Uj) , a teda plati

d(ui,uj) = d(S5) < d(S>).
Oznacme
St =o,hi,ur, ... ouir, hiui)  S3 = (uj, hjs, Wis, ..o bnr, g, i)
Potom pre sled
S"'= (o, h1,u1,...,ui-1,hi,ui,e1, vy, cees Vjmicls €j—ict s Wjs Mt s Ujst s o ooy Un—1, By Uy)
z vrcholu ug do vrcholu u, plati
d(S") =d(S1) +d(S5) +d(S3) <d(S1) +d(S2) + d(S3) = d(S).
Potom v8ak d(ug,u,) <d(S") < d(S) = d(uo,u,), ¢o je spor. a

Uvedieme teraz Dijkstrov algoritmus na vypocet vzdialenosti vrcholov v ohodnotenom
grafe G, v ktorom ohodnotenia vSetkych hrdn si nezdporné. Pre zjednodusenie, aby bola za-
rucend existencia najkratSich sledov z fubovolného vrcholu do Tubovolného vrcholu, budeme
predpokladat, Ze G je suvisly graf.
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Dijkstrov algoritmus ur¢i vzdialenost kazdého vrcholu od pevne zvoleného vrcholu b.
Zakladom tohto algoritmu je priradenie znacky kazdému vrcholu v grafu G. Tato znacka
modZe byt doCasnd alebo trvald. V oboch pripadoch je to dvojica (L(v), P(v)), kde L(v) je
nezdporné redlne ¢islo a P(v) je vrchol grafu G. Kazdy vrchol md na zaciatku docasnd
znacku, ktord sa mdZe menif. DoCasna znacka sa neskor stdva trvalou a odvtedy sa uZ nemeni.
MnoZinu vSetkych vrcholov grafu G s docasnou znackou budeme oznacovat D. ZloZzka L(v)
uréuje diZku toho tahu z b do v, ktory mé z dovtedy prehladanych tahov z b do v najmensiu
di7ku. Predposledny vrchol tohto tahu je P(v). Neskor ukdZeme, Ze akondhle znacka vrcholu v
je trvala, tak L(v) je dizka najkratSieho tahu z b do v, ¢iZe je to vzdialenost vrcholu v od
vrcholu b.

Poznamenajme este, Ze pri hladani najkratSich fahov v ohodnotenych multigrafoch staci
pri viacndsobnej hrane s krajnymi vrcholmi u, v uvazovat iba hranu, incidentnd s tymito
vrcholmi, ktord m4 najmensie ohodnotenie. Preto sa staci obmedzif iba na jednoduché grafy.

Dijkstrov algoritmus

Tento algoritmus uréi diZku najkratsieho tahu z vybraného vrcholu b do kazdého vrcholu v
(¢iZze d(b,v)) ohodnoteného jednoduchého stvislého grafu G. Ohodnotenie hrany (x,y) je
w(x,y) = 0. Znacka kazdého vrcholu x je (L(x), P(x)), pricom na konci algoritmu L(x) je dizka
najkratSieho fahu z b do x a P(x) je predposledny vrchol tohto tahu.

Vstup: Ohodnoteny suvisly jednoduchy graf G = (V, E, e); vybrany vrchol b € V.

Vystup: Trvaléd znacka (L(v), P(v)) pre kazdy vrchol v € V.

1. [Inicializcia] L(b) := 0, P(b) := b. Pre vSetky x € V —{b} poloZ P(x) :=x, L(x) ;=D =V.

2. [Koniec?] Ak D =0, tak skonci.

3. [Vytvorenie trvalej znacky] Vyber vrchol u € D s najmenSou hodnotou L(u) a poloZ
D =D —{u}.

4. [Zmena docasnych znaciek] Pre kazdy vrchol x € D susedny s vrcholom u vykonaj: ak
L(x) > L(u) + w(u, x), tak L(x) := L(u) + w(u, x), P(x) := u Chod na krok 2.

Veta. Pre kaZdy vrchol v ohodnoteného siivislého jednoduchého grafu G plati: ak
(L(v), P(v)) je trvald znacka vrcholu v, vytvorend Dijkstrovym algoritmom, tak L(v) je dl%ka
najkratsieho tahu z b do v a pre v + b je P(v) predposledny vrchol tohto tahu.

Dokaz. Uskuto¢nime ho matematickou indukciou vzhladom na pocet vykonanych iterécii,
t.j. poCet vykonanych cyklov 2-4 Dijkstrovho algoritmu. Najprv dokdZeme tvrdenia:

A. Ak v znacke vrcholu v, v £ b, je L(v) < oo, tak L(v) je dlzka niektorého tahu z vrcholu b
do vrcholu v a P(v) je predposledny vrchol tohto tahu.

B. Nech po m-tej iterdcii md vrchol x trvalii znacku a vrchol y docasnii znacku. Potom
L(x) < L(y).

Dokaz tvrdenia A: AZ v druhej iterdcii vzniknd znacky vrcholov v, v # b, v ktorych je
L(v) < oo. Tymito vrcholmi sd vSetky susedné vrcholy s vrcholom b. Pre kazdy takyto vrchol v
je podla kroku 4 Dijkstrovho algoritmu L(v) = L(b) + w(b, v) = w(b, v), ¢o je diZka tahu (b,v) a
P(v) = b, ¢o je predposledny vrchol tohto fahu.

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky znaCky v (m— 1)-tej iterdcii. Nech znacka
vrcholu v sa v m-tej iterdcii zmeni (ak by sa nezmenila, tak je rovnakd ako v (m—1)-tej
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iterdcii a podla indukéného predpokladu tvrdenie pre t1iu plati). Potom plati
L(v) = L(u) +w(u,v), kde u je vrchol, ktorého znacka sa v m-tej iterdcii zmenila na trvald,
vrcholy u, v st zrejme susedné a P(v) = u. Trvald znacka vrcholu u je presne td istd ako na
konci (m — 1)-tej iterdcie, preto podla induk&ného predpokladu je L(u) dizka niektorého tahu z
b do u. Povedzme, Ze tym tahom je (b,ui, ..., ur, u). Potom (b,uy, ..., ui,u,v) je tah z b do v,
pri¢om jeho diZka je L(v) a predposledny vrchol v tomto fahu je P(v).

Dokaz tvrdenia B: Po prvej iteracii ma trvald znacku jedine vrchol b. Preto x=0> a
L(x) = L(b)=0. Ak y a b nie su susedné vrcholy, tak L(y) =oo. Ak y a b st susedné vrcholy,
tak L(y) = L(b) + w(b,y) = w(b,y) > 0. V obidvoch pripadoch je L(y) > L(x).

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky znacky vytvorené do (m — 1)-tej iterdcie. Pre
vrchol y m6Zu nastat dva pripady:

a) jeho doc¢asnd znacka v m-tej iteracii je rovnaka ako v (m — 1)-tej iterécii,

b) jeho docasné znacky v m-tej a (m — 1)-tej iterdcii sd rdzne.

Upresnime eSte, Ze vyraz ,,doCasnd znacka vrcholu v k-tej iteracii® znamend ,,doCasnd znacka
vrcholu po vykonani kroku 4 v k-tej iterdcii Dijkstrovho algoritmu®. Ak nastane pripad a), tak
podla indukéného predpokladu je L(y) > L(x) pre vSetky vrcholy x, ktorych trvald znacka bola
vytvorend najneskodr v (m—1)-tej iterdcii. V pripade, Ze trvald znacka vrcholu x vznikla v
m-tej iterdcii, tak podla kroku 3 Dijkstrovho algoritmu musi platit L(x) < L(y), v opa¢nom
pripade by totiZ v m-tej iteracii nemohlo dojst k zmene docasnej znacky vrcholu x na trvald.
Ak pre vrchol y nastane pripad b), tak to znamend, Ze v m-tej iterdcii doslo k zmene docasnej
znacky vrcholu y a pre prvi zloZku novej znacky plati L(y) = L(x) + w(x, y) > L(x).

Teraz uz mdéZeme pristipit k dokazu vety, pricom vzhladom na tvrdenie A sta¢i dokdzat
len Cast vety tykajucej sa prvej zlozky trvalej znacky. V prvej iterdcii ma trvald znacku len
vrchol b, pricom L(b) = 0 = d(b, b).

Predpokladajme, Ze tvrdenie vety plati pre vSetky vrcholy, ktorych trvalé znacky boli vyt-
vorené najneskdr v (m— 1)-tej iterdcii. Nech v m-tej iterdcii bola trvald znacka priradend
vrcholu v a nech §=(b=vq,v1,...vie1,vik =v) je najkratsi fah z vrcholu b do vrcholu v. Pre
vrcholy vo, vy, ...vi-1, vk plati: bud aspoii jeden z nich mé4 docasnii znacku, alebo vSetky maji
trvald znacku.

Predpokladajme, Ze nastal prvy pripad. Vyberme z tychto vrcholov s docasnou znackou ten
s najmensSim indexom. Nech je to vrchol v;. KedZe vrcholy vy a v, maja trvald znacku je
ie{l,...,k—1} Vrchol v,; md trvald znacku a podla indukéného predpokladu je L(v,_;)
dizka najkratSieho tahu z b do v,_;, ktorym je napr. tah (b =vg,v1,...vi—1). Pre dizku tahu S
zrejme plati

d(S) > L(vi.1) +wviit, vi) > L(v;) > L(v).

Predposlednd nerovnost vyplyva z vlastnosti docasnych znaciek uvedenej v kroku 4 Dijk-
strovho algoritmu a poslednd nerovnost vyplyva z tvrdenia B. Na druhej strane, vzhladom
na to, 7e L(v) je diZka niektorého a d(S) najkratsicho tahu z b do v, musi platit L(v) > d(S), ¢o
s predoSlou nerovnostou dava L(v) = d(S).

UvaZujme teraz o pripade, ked vSetky vrcholy fahu S maju trvald znacku. Potom podla induk-
¢ného predpokladu je L(v;) dizka najkratSieho tahu, napr. (b,vy,...vi—1), z b do v;_. Pre
dl7ku tahu S plati d(S) = L(vi_1) + w(vk_1,v). Vzhladom na to, Ze do¢asnd znacka vrcholu v na
konci (m — 1)-tej iterdcie je rovnakd ako jeho trvald znacka, musi podla kroku 4 Dijkstrovho
algoritmu platit L(v) < L(vi_1) + w(vi1,v) = d(S). Z druhej strany L(v) je dizkou niektorého
tahu z b do v a preto podla tvrdenia B je L(v) > d(S). Z poslednych dvoch nerovnosti vyplyva
L(v) =d(9). a8
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Priklad. N4§jdite vzdialenosti vrcholu a od ostatnych vrcholov a najkratsi tah z vrcholu a
do vrcholu d v ohodnotenom grafe G z obr. 66.

Obr. 66

Riesenie tlohy uskutoénime pomocou Dijkstrovho algoritmu.

0. Ur¢ime pociato¢né hodnoty docasnych znaciek vsetkych vrcholov grafu G: a...(0,a),
b...(o,b), c...(0,c), d...(0,d), e...(0,e), f...(o, f). MnozZina docasnych znaliek je
D={a,b,c,d,e, f}.

1. Najmensiu hodnotu prvej zloZky docasnej znacky ma vrchol a, preto podla kroku 3 Dijk-

strovho algoritmu sa jeho znacka stdva trvalou a mnoZina vrcholov s docasnou znackou je
D :={b,c,d, e, f} Urcime teraz nové hodnoty doCasnych znaciek susednych vrcholov b, f
vrcholu a. KedZe plati:

L(a)+w(a,b)=0+2=2<ow0=L(b),

La)+w(a,f)=0+4=4<00=L(f)
zmenia sa docasné znacky vrcholov b, f na (2, a), (4, a) v uvedenom poradi.
Doteraj$i vypocet mdZeme strucne zapisat do tabulky, v ktorej na oznacenie trvalej znacky
sme pouzili rimcek:

| « | b | ] a | e | s
0. | 0a) [(@b) |(@0) [@@d) [@@e) |@of)
1. ||O,a)| [(2,a) - - - 4,a)

2. Z docasnych znaciek najmensiu hodnotu prvej zlozky ma vrchol b. Jeho znacka sa stdva
trvalou, D :={c,d, e, f}. DoCasné znacky sa m6Zu zmenit iba pri vrcholoch c, e, f, ktoré st
susedné k vrcholu b. Vzhladom k tomu, Ze

L(b)+w(b,c)=2+3=5<00=L(c),
L(b)+w(b,e)=2+1=3<0=1L(e),
L) +w(b,f)=2+3=5>4=L(f)
zmenia sa docasné znacky iba vrcholov c, e na (5, b), (3, b) v uvedenom poradi (obr. 67).

3. Znacka vrcholu e sa stava trvalou, D = {c,d, f}. Zmena doCasnych znaciek:
Le)+w(e,c)=3+1=4<5=L(c), L(c) =4, P(c) :=e,
Le)+w(e,d)=3+4=T<wo=L(d), L(d) =7, P(d) :=e,
L(e)+w(e,f)=3+1=4=L(f)

4. NajmenS$iu prva zlozku docasnej znacky maji teraz vrcholy ¢ a f. Lubovolnd (ale len

jednu) z tychto dvoch docasnych znaciek mdZeme oznacit ako trvald. Nech je to znacka
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vrcholu ¢, teda D :={d,f}. Zmena doCasnych znaciek:
Lc)+w(c,d)=4+2=6<T7=L(d), L(d):=6, P(d) :=c.
5. Vrchol f ziskava trvald znacku. D := {d}. Docasna znacka vrcholu d sa nemeni (vrcholy d,
fnie st susedné).
6. Znacka vrcholu d sa stdva trvalou, D := 0, algoritmus kondi.

Vzdialenosti vrcholov grafu G od vrcholu a sa v prvej zlozke ich trvalych znaciek (obr.
67), tedad(a,a) =0, d(a,b)=2, d(a,c) =4, d(a,d)=6, d(a,e) =3, d(a,f)=4.

Najkratsi tah S z vrcholu a do vrcholu d ur¢ime z druhych zloZiek trvalych znaciek.
V trvalej znacke vrcholu d je P(d) = c, ¢o je predposledny vrchol fahu S. KedZe najkratsi tah
z vrcholu a do vrcholu ¢ je Castou najkratSieho fahu S z vrcholu a do d, je P(c) = e dalsi
vrchol tahu § bezprostredne predchadzajici vrcholu ¢. Dalsie vrcholy tahu predchédzajiice
vrcholu e st v poradi: P(e) = b, P(b) = a. Najkratsi tah z a do d je teda sled S = (a,b,e,c,d). B

a b c d e f
0. | 0,a) |(0,b) |(0,0) |(0,d) |(0,€) |(0,f)
1. 0,a)[](2,a) - - - 4,a)
2. (2,a)||(5,b) - (3,b) -
3. - |7 ||GDb)| -
4. 4,b)||(6,0) -
5. - 4, a)
6. (6, ¢)

Obr. 67

Dijkstrov algoritmus je moZné pouZit aj na urenie vzdialenosti vrcholov a najkratSich o-
rientovanych tahov pre ohodnotené orientované grafy. K tomu sta¢i v 4. kroku tohto algo-
ritmu text ,,Pre kazdy vrchol x € D susedny s vrcholom u “ nahradit textom ,,Pre kazdy vrchol
x € D, ktory je koncovym vrcholom hrany so za¢iatocnym vrcholom u*.

Priklad. Domy sidliska je potrebné prepojit kdblom tak, aby signdl vedeny v kabli sa
dostal do kaZzdého domu a aby cena tohto kdblového rozvodu bola minimélna. Jednu schému
domov a ich mozného prepojenia zndzortiuje graf G na obr. 68. Ohodnotenia hrdn si dmerné
cene prislusného kédblového prepojenia.

Riesenie. RieSenim tejto tlohy, povedané jazykom tedrie grafov, je podgraf T grafu G
s minimdlnym sictom ohodnoteni hran. Z poziadaviek tlohy tieZ vyplyva, Ze T je suvisly
graf, ktory obsahuje vSetky vrcholy grafu G a pre vSetky vrcholy u, v z grafu G existuje
jedind cesta z vrcholu u do vrcholu v. T je teda kostra grafu G s minimalnym sti¢tom ohodno-
teni hrén. [

Nech G je ohodnoteny graf. Minimdlna kostra grafu G je jeho kostra T s mini-
malnym sictom ohodnoteni vSetkych hran v 7.
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Obr. 68

Existuje niekolko algoritmov na vytvorenie minimalnej kostry. Uvedieme jeden z nich.

Primov algoritmus

Vstup: Savisly ohodnoteny graf G s vrcholmi vi,va, ..., v,.

Vystup: Minimélna kostra 7T grafu G.

. [Inicializ4cia] T je graf s vrcholom vy, bez hrén.

2. [Koniec?] Ak T mé n— 1 hran, algoritmus konci.

3. [Pridaj hranu] Medzi vSetkymi hranami z G, ktoré nie si v 7, ale inciduji s vrcholom v 7,
a ich pridanim do 7 nevznikne cyklus, vyber hranu s najmen$im ohodnotenim. Ak viac
ako jedna hrana md minimdlne ohodnotenie, vyber z nich hranu (v;,v;) s najmenSim i,
povedzme i,. Ak aspoini dve hrany (v;,,v;) maju to ist¢ minimalne ohodnotenie, vyber
hranu s najmens$im j. Vybranu hranu aj s krajnym vrcholom pridaj do 7. Chod na krok 2.

[

Veta. Primov algoritmus je korektny, t.j. po jeho ukoncent je T minimdlna kostra grafu G.

Dokaz. Priamo z opisu algoritmu vyplyva, Ze po jeho ukonceni je T acyklicky podgraf
grafu G, ktory obsahuje n— 1 hrdn a vSetkych n vrcholov grafu G, teda T je kostra grafu G.
VSimnime si, Ze kostra 7 sa vytvéra postupne. Na zaciatku obsahuje jeden vrchol a jednu
hranu, v kazdej dalSej iteracii sa do T priddva jedna hrana a jeden vrchol. Dokaz toho, Ze T je
minimdlna kostra grafu G, urobime tak, Ze matematickou indukciou ukdZzeme, Ze po kazdej it-
erdcii je T podgraf niektorej minimdlnej kostry grafu G. Teda po ukonceni algoritmu je T
podgrafom minimadlnej kostry 7" grafu G, odkial vzhladom na rovnaky pocet vrcholov a hran
vyplyva, Ze grafy T a T' su totozné a teda T je minimélna kostra grafu G.

Nech T} oznacuje strom vytvoreny pomocou Primovho algoritmu v k-tej iterécii.

Ak k=0, Ty pozostdva z jedného vrcholu. Zrejme T, je podgrafom kazdej minimdlnej
kostry grafu G.

Predpokladajme, Ze T} je podgrafom niektorej minimélnej kostry 7" grafu G. V nasledu-
jucej iteracii z mnoZiny Hy,; vSetkych hran grafu G, ktorych prave jeden krajny vrchol patri
do Ty, vyberieme hranu s najmen§im ohodnotenim. Nech je to hrana (v;,v;), pricom v; je a v;
nie je vrcholom grafu 7. Pridanim hrany (v;,v;) a vrcholu v; do Ty vznikne Ty, . V pripade,
Ze hrana (v;,v;) patri kostre 7', je Ty podgrafom kostry 7' a dokaz je skonCeny. Ak tento
pripad nenastane, tak v 7" existuje cesta z vrcholu v; do vrcholu v; a v nej takd hrana (x, y), Ze
x patrf a y nepatri do T. KedZe hrana (x,y) € Hi.1, pre jej ohodnotenie platiw(v;, v;) < w(x, y).
Pridajme hranu (v;,v;) do kostry T'. Teraz z kostry T' vytvorime novd minimélnu kostru 7"
grafu G, ktorej podgrafom bude Ty.;. Ak k stromu 7" priddme hranu (v;,v;), dostaneme graf,
ktorého podgrafom je graf Ty,;. Tento novy graf vSak obsahuje cyklus. Odstranenim hrany
(x,y) z tohto grafu, ziskame graf 7", ktory je acyklicky, mé rovnaky pocet vrcholov a hrén
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ako T', teda T" je kostra grafu G a Ty je podgrafom T". Zo vztahu medzi ohodnoteniami
hran (v;,v;) a (x,y) vyplyva, Ze T" je minimdlna kostra grafu G. a

Priklad. N4jdime minimdlnu kostru grafu G z obr. 68.

RieSenie. Zvolime abecedné poradie vrcholov. Na zaciatku graf T je tvoreny vrcholom a,
nemd Ziadne hrany. Vyhladajme teraz vSetky hrany, ktorych jeden krajny vrchol je v T a ich
pridanim do T nevznikne cyklus:

4 3 2
1. (a,b),(a,c),(a,d) (Cislo uvedené nad hranou uddva ohodnotenie tejto hrany.)

Z tychto hran vyberieme hranu s minimdlnym ohodnotenim (je oznac¢end podciarknutim) a
priddme ju aj s druhym krajnym vrcholom do 7. Tudto procediru opakujeme, az kym T
neobsahUJe Vsetky Vrcholy grafu G.

2. (a b), (a c), (d c), (d e), (df)
3. (@b), (@), (d,0), (&), (e,b), (e)

Z dvoch hrén (a,c), (d,f) s rovnakym minimdlnym ohodnotenim sme vybrali prvi, lebo
v abecednom usporiadani a predchadza d.

4 2 3 5 6
4 (@b).(@f). (@1, (b, (erf)
5. (a.b).(e.b)

N4jdend minimdlna kostra grafu G je na obr. 69 vyznacend hrubs$imi ¢iarami. [

Cvicenia

1. Zadajte ohodnoteny orientovany graf G, pre ktory nie je pravdivé tvrdenie: pre kazdé
vrcholy u, vz G je d(u,v) =d(v, u).

2. Urcte ohodnoteny graf, v ktorom existuji vrcholy u, v a sled S z u do v pre ktoré plati
d(u,v) > d(S).

3. Uvedte priklad ohodnoteného grafu, v ktorom pre niektoré vrcholy u, v, w plati
d(u,w) > d(u,v) +dv,w).

4. Nech G je ohodnoteny orientovany graf s nezdporne ohodnotenymi hranami. DokdZte, 7e
pre vSetky jeho vrcholy u, v, w plati d(u, v) + d(v,w) > d(u, w).

5. Nech G je ohodnoteny [orientovany] graf s kladnymi ohodnoteniami vSetkych hrdn a nech
pre jeho vrcholy u, v existuje [orientovany] sled z u do v. DokdZte, Ze najkratsi [orien-
tovany] sled z u do v je [orientovand] cesta.
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Binarne stromy

Binarne stromy st $pecidlnym pripadom korefiovych stromov. Ich vyznam je v ich vyuZiti
v informatike.

Bindrny strom je korenovy strom, v ktorom kazdy vrchol mé najviac dvoch
synov. Z nich jeden je oznaCeny ako lavy syn (v diagrame sa kresli vlavo) a druhy
ako pravy syn (v diagrame sa kresli vpravo). Ten isty vrchol nemo6Ze byt sicasne
lavym aj pravym synom.

Obr. 70

Priklad. V bindrnom strome na obr. 70 je vrchol b Tavym a vrchol ¢ pravym synom
vrcholu a. Vrchol d je pravym synom vrcholu b, vrchol b nemé Tavého syna. Vrchol e je

lavym synom vrcholu ¢, vrchol ¢ nemd pravého syna. [

Uplny bindrny strom je bindrny strom, v ktorom kaZdy vrchol bud méd dvoch
synov alebo nemé Ziadneho syna.

Veta. Nech T je vplny bindrny strom, ktory md n vnitornych vrcholov. Potom T md n+ 1
koncovych vrcholov a pocet vsetkych jeho vrcholov je 2n + 1.

Dokaz. Binarny strom T mé dva typy vrcholov: synov a vrcholy, ktoré nie st synmi. V. T
existuje jeden vrchol, ktory nie je syn, a je to korenn stromu 7. VSetky ostatné vrcholy si
synovia. Strom 7 mé n vnatornych vrcholov, z ktorych kazdy ma 2 synov. Z toho vyplyva, T
ma 2n synov. Potom vSetkych vrcholov v T je 2n+1 a pocet koncovych vrcholov je
2n+1)—-n=n+1. a

Jeden zo spOsobov vyuZitia tplnych bindrnych stromov v informatike je pri kddovani al-
fanumerickych znakov do postupnosti nil a jednotiek. Obvykle sa tieto znaky koduji do
nula-jednotkovych postupnosti konstantnej dizky, ako napr. ASCII (American Standard Code
for Information Interchange). PouZivaji sa viak aj kédy premenlivej dizky. Takymi st napr.
Huffmanove kédy. Budeme ich definovat pomocou tplnych binarnych stromov.

Nech A ={a,,...,a,} je mnoZina znakov, T je ohodnoteny Uplny bindrny strom
s n koncovymi vrcholmi oznacenymi a,...,a, a korenom u. Ohodnotenie hrany
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h stromu T je

1 ak h spdja vrchol s jeho lavym synom
w(h) =

0, ak h spéja vrchol s jeho pravym synom

Nech (u,hi,ui,...,ur-1,hi,a) je cesta z koretla u do vrcholu a € A. Potom po-
stupnost (retazec) nul a jednotiek

w(h) w(ha).. . w(hy)

sa nazyva Huffmanov kod znaku a.

Priklad. Huffmanov kéd pre mnoZinu znakov {E, M, N, O, S} je definovany ohodno-
tenym bindrnym stromom na obr. 71.

a) VypiSme kédy jednotlivych znakov.

b) Zakédujme slovo MENO.

c¢) Dekédujme refazec 01001110001101.

Riesenie.

a)E..1,M..0110,N .. 010,0...0111, S ... 00.

b) Kdéd slova vytvorime tak, Ze zapiSeme za sebou kddy jednotlivych znakov daného slo-
va: MENO ... 011010100111.

Obr. 71

c¢) Pri dekdédovani retazca vyuzivame bindrny strom, ktorym je definovany kéd - kédovaci
strom. Vychddzame z korefia tohto stromu. Nacitame prvy znak refazca, kedZe je to 0, pre-
sufime sa hranou vpravo do nasledujiceho vrcholu. Teraz nacitame dalsi znak, je to 1, takze
sa presunieme do dalsieho vrcholu hranou vlavo. Dalsi znak je O - presun vlavo. Dostali sme
sa do koncového vrcholu N, ¢o je prvy znak hladaného slova. V kédovacom strome sa teraz
presunieme do korefia, nac¢itavanim dalSich znakov refazca a ndslednym pohybom v strome
vlavo resp. vpravo, az kym sa nedostaneme do niektorého koncového vrcholu, ziskame dalsi
znak hladaného slova. Takymto spdsobom ur¢ime nakoniec celé dekédované slovo NOSME.

Zakédovanim jedného slova roznymi Huffmanovymi k6dmi moZeme ziskat refazce nil a
jednotiek roznych dizok. Naskytd sa otdzka, &i je moZné zostrojit optimalny Huffmanov kéd,
tJ. kod, v ktorom by toto slovo bolo zakédované najkrat§im retazcom. Odpoved na tito
otdzku je kladnd. Optimédlny Huffmanov k6éd md zrejme ti vlastnost, Ze znak s mensSim
poctom vyskytov v danom slove (menSou frekvenciou vyskytu) nemd dlhsi kéd ako znak
s vacSou frekvenciou. Huffman vytvoril algoritmus, ktory skonStruuje optimalny Huffmanov
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kéd pre znaky s poZadovanou frekvenciou vyskytu. Vystupom tohto algoritmu je ohodnoteny
binarny strom, ktorého koncové vrcholy st oznacené frekvenciou jednotlivych znakov.
Z tohto stromu dostaneme kodovaci strom prepisanim kazdej frekvencie znakom, ktory ma
tdto frekvenciu.

Algoritmus konStrukcie optimalneho Huffmanovho kédu

Vstup: Postupnost n pocetnosti, n > 2.
Vystup: Uplny bindrny strom 7, ktory urcuje optimdlny Huffmanov kéd.
1. [Zékladny krok] Ak n =2 a p, g st frekvencie, tak vystupom je

a skonci.

2. [Rekurzivny krok] Nech p, g st najmensie frekvencie. Utvor novy zoznam frekvencii nah-
radenim dvoch frekvencii p, g jednou p +g. Zavolaj tento algoritmus pri vstupe s novym
zoznamom frekvencii. V jeho vystupe nahrad vrchol oznaceny p + g stromom

a dostanes vystup 7.

Priklad. Zostrojme optimdlny Huffmanov kéd pre znaky s pozadovanou frekvenciou
podla tabulky

znak frekvencia
! 2,00
@ 3,00
# 7,00
$ 8,00
% 12,00

RieSenie.  Uvedeny algoritmus zacina opakovanym nahradenim najmensich dvoch
frekvencii ich suctom, aZ kym nedostaneme dvoj¢lennd postupnost frekvencii:
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2,3, 7, 8 12 - 243, 7, 8, 12
5,7, 8 12 - 5+7, 8, 12
8, 12, 12 - 8+12, 12

12, 20

Potom algoritmus konStruuje spétne bindrny strom, za¢inajic s dvojélennou postupnostou 12,
20, ako to ukazuje obr. 72. Napriklad druhy strom vznikol z prvého nahradenim vrcholu
oznaceného 20 stromom na obr. 73, pretoZze 20 vzniklo suc¢tom 8 a 12. Vysledny optimalny
Huffmanov kédovaci strom ziskame nahradenim kazdej frekvencie vo vystupnom strome
znakom, ktory ma4 tito frekvenciu (obr. 74). VSimnime si, Ze toto nie je jediny moZny op-
timalny kédovaci strom. [

8 12 ' 2

Obr. 73 Obr. 74

Veta. Nech bindrny strom, ktorého vyska je h, md t koncovych vrcholov. Potom
log,t<h.

Dékaz. Matematickou indukciou vzhladom na # dokaZeme ekvivalentni nerovnost

t<2h,

Ak h =0, bindrny strom pozostdva z jediného vrcholu. V tomto pripade =1 a teda doka-
zovand nerovnost plati.

Predpokladajme, Ze tvrdenie vety plati pre vSetky bindrne stromy, ktorych vyska je menSia
ako h. Nech T je binarny strom, ktory mé ¢t koncovych vrcholov a vysku 4 > 0.
Vsimnime si najprv pripad, ked koren stromu 7 m4d iba jedného syna. Ak odstrdnime z tohto
stromu koreni, ziskame novy bindrny strom, ktorého vyska je 42— 1 a ktory md ten isty pocet
koncovych vrcholov ako strom 7. Preto podla indukéného predpokladu r<2"!. KedZe
271 < 2" tvrdenie vety v tomto pripade plati.
UvaZujme teraz o druhom pripade, ked koreni stromu 7 ma dvoch synov v; a v,. Nech T},
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i € {1,2}, je podstrom stromu 7 s korefiom v; a mé vySku A; a t; koncovych vrcholov. Podla
induk¢ného predpokladu

t;<2M, ie{l,2}.

Koncové vrcholy stromu 7 st iba koncové vrcholy stromov 7' a T», preto
t=1t+1.
Z tychto dvoch vztahov dostaneme

t=t+1, <2M 4 2m < 2h1 Lol —Dh a

Priklad. Binarny strom na obr. 75 ma vySku s =3 a pocet koncovych vrcholov je = 6.
Zrejme plati log,t=1og,6 <3 =h. |

Obr. 75

Binarne stromy st vhodné na reprezenticiu usporiadania na mnoZindch dat. Struktira,
ktord sa tu pouZiva, sa nazyva bindrny prehladdvaci strom.

Nech u je vnitorny vrchol bindrneho stromu 7. Pravy resp. lavy podstrom

vrcholu u je podstrom stromu 7 s korefiom v pravom resp. flavom synovi vrcholu
u.

Priklad. V bindrnom strome na obr. 76a favym resp. pravym podstromom vrcholu b sd
bindrne stromy na obr. 76b resp. 76c. [

de

b) c)

Obr. 76
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Nech A je kone¢nd usporiadand mnoZina. Bindrny prehladdvaci strom je binarny
strom 7, v ktorom kazdému vrcholu je priradeny prave jeden prvok mnoZiny A.
Toto priradenie je také, Ze pre kazdy vrchol u v T sd prvky priradené vrcholom
lavého podstromu vrcholu u# menSie ako prvok priradeny vrcholu u a tento prvok
je mensi ako prvky priradené vrcholom pravého podstromu vrcholu u.

Priklad. Prvky mnoziny A={O,P,N,D, T,J,L,S,M} s abecednym usporiadanim
mdzZeme umiestnit do bindrneho prehladdvacieho stromu (priradit jeho vrcholom) napriklad
tak, ako je to na obr. 77. Samozrejme, nie je to jediny spdsob. Iné umiestnenie prvkov
mnoZziny A do bindrneho prehladdvacieho stromu vidiet na obr. 78. [

Binarny prehladdvaci strom 7 na obr. 77 bol skonStruovany nasledujicim spdsobom. Prez-
erdame prvky mnoZiny A v poradi, v akom st uvedené v zozname, t.j. najprv O, potom P, N
atd. Stucasne vytvarame vrcholy stromu 7, ktorym priradujeme prvky mnoZiny A v uvedenom
poradi. Na zaciatku vytvorime vrchol, do ktorého umiestnime prvy prvok O, a tento vrchol
oznac¢ime ako koren. Pri tvorbe dalSich vrcholov a tiez hran stromu 7 postupujeme nasle-
dovne. Vezmeme v poradi dalSi prvok mnoZiny A, do stromu 7 pridime hranu a vrchol, do
ktorého umiestnime tento prvok. Pri rozhodovani, kam pridat hranu a vrchol za¢iname od ko-
refla. Ak zaradovany prvok je menSi (pri abecednom usporiadani) ako prvok uloZeny
presunieme sa do pravého syna korenia. Ak tento syn neexistuje, vytvorime ho, priddme hranu
spajajicu novy vrchol s korefiom a vloZime do nového vrcholu zaradovany prvok mnoZiny A.
Ak tento syn existuje (oznacme ho v), opakujeme predchddzajici postup s jedinou zmenou
-tlohu korena tu prevezme vrchol v. Po umiestneni prvku do stromu 7 vezmeme dal$i prvok
mnoZziny A, porovndme ho s koreiom (presnejSie s prvkom uloZenym v koreni), podla
vysledku porovnania sa presunieme vlavo alebo vpravo, porovhdme ho s novym vrcholom,
presunieme sa vlavo alebo vpravo a tak dalej, aZ nakoniec vytvorime novu hranu a vrchol, do
ktorého vloZime vybrany prvok. Takymto spdsobom uloZime vSetky prvky mnoZiny A do
stromu a tak vytvorime bindrny prehladavaci strom. Cely postup je presnejSie opisany v na-
sledujicom algoritme.

O

Obr. 77 Obr. 78
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Konstrukcia binarneho prehladavacieho stromu

Tento algoritmus skonStruuje bindrny prehladdvaci strom kone¢nej usporiadanej mnoZiny
A, A=+0.

Vstup: Prostd postupnost vSetkych prvkov mnoZiny A.

Vystup: Bindrny prehladdvaci strom 7.

1. [Vytvor koreni] Nech w je prvy prvok danej postupnosti a nech T je strom s jednym
vrcholom, ktory je korefiom stromu 7, a Ziadnou hranou. Do korefia vloZ prvok w.

2. [Vezmi dalsi prvok] Nech w je dalsi ¢len postupnosti. Ak taky neexistuje, tak skonci.

3. [Zaciatok prehladdvania] Nech v je koreni stromu 7.

4. [Koniec prehladdvania] Ak prvok w je mensi ako prvok vo vrchole v a v neméd Tavého
prvok vo v a v nema pravého syna, pridaj vrcholu v pravého syna, vloZ donl prvok w a chod
na bod 2.

5. [Pokracovanie prehladdvania] Ak prvok w je mensi ako prvok vo v, vykonaj
v :=Tavy syn vrcholu v

.....

v = pravy syn vrcholu v
a chod na bod 4.

Binarne prehladdvacie stromy sd uZitocné pri lokalizovani dat, t.j. zisteni, ¢i datova
polozka D sa nachddza v danom diatovom sibore, a ak dno, na ktorom mieste. V pripade, Ze
datovy subor je uloZeny v bindrnom prehladdvacom strome, za¢iname pri lokalizacii v koreni
prehladdvacieho stromu a postupujeme opakovanym porovndavanim polozky D s poloZkou
v aktudlnom vrchole prehladdvacieho stromu. Ak D sa rovnd ditovej polozke v aktudlnom
vrchole, znamenad to, Ze sme nasli poloZzku D v prehladdvacom strome. Ak D je menSie ako
poloZzka v aktudlnom vrchole v, stane sa aktudlnym vrcholom Tavy syn (pokial existuje)
vrcholu v a opakujeme predchddzajici postup. Ak D je vicSia ako polozka v aktudlnom
vrchole, aktudlnym vrcholom sa stane pravy syn (pokial existuje) vrcholu v a opakujeme
predchddzajuici postup. Ak tento syn vrcholu v neexistuje, znamend to, Ze datova polozka sa
v danom datovom subore nenachddza.

Cas potrebny na vyhladanie ddtovej polozky v bindrnom prehladdvacom strome je najdlhsi
vtedy, ked dand poloZka sa nenachddza v prehladdvacom strome a pri jej lokalizécii sme
presli od koreiia najdlhSiu cestu v strome. TakZe najdlhsi ¢as potrebny na lokalizaciu datove;j
poloZky v bindrnom prehladdvacom strome je umerny vySke tohto stromu. Prehladdvanie
stromu je teda tym kratSie, ¢im mensia je jeho vySka. Je zndmych viac spdsobov ako mini-
malizovat vySku bindrneho prehladdvacieho stromu [10].

Urobime teraz odhad casu potrebného na lokalizdciu dit v bindrnom prehladdvacom
strome v najhorSom pripade (Cas prehladdvania je najdlhSi) v zdvislosti od poctu jeho
vrcholov, t.j. od poctu prvkov datového siboru uloZenych v tomto strome. Tento ¢as budeme
merat po¢tom vykonanych porovnani hladanej datovej polozky s poloZkami uloZenymi v pre-
hladdvacom strome. Nech T je bindrny prehladdvaci strom s n vrcholmi a nech T* je tplny
bindrny strom, ktory vznikne z T pridanim lavého a pravého syna k existujicim vrcholom
vSade tam, kde taky syn neexistuje. Na obr. 79 je takto vytvoreny Uplny bindrny strom 7*
k bindrnemu prehladavaciemu stromu 7 na obr. 77. Pridané vrcholy sui tu nakreslené ako
Stvoréeky. Cas v najhorSom pripade potrebny na lokalizdciu ditovej polozky sa rovnd po&tu
porovnani tejto polozky s poloZzkami uloZenymi vo vrcholoch najdlhSej cesty stromu 7" so
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zaciatoCnym vrcholom v koreni. To je vSak prave vyska stromu 7*. Medzi vySkou /4 stromu

T*a poctom ¢ jeho koncovych vrcholov plati vztah log,t < h. Uplny bindrny strom T7* m4 n
vnitornych vrcholov, pocet jeho koncovych vrcholov je teda t=n+1. Odtial dostaneme

h>1log,(n+ 1). Dokdzali sme nasledujicu vetu.

T k
Obr. 79

Veta. Pre cas h (pocet vykonanych porovnani) v najhorsom pripade potrebny na lo-
kalizdciu ddtovej poloZky v bindrnom prehladdvacom strome s n vrcholmi plati

h>log,(n+1). a

Da sa dokazat, Ze ak vySka binarneho prehladdvacieho stromu je minimalizovana, tak plati
h= |_10g2(n +1)], kde | x] znamena celd &ast &isla x. Tak napriklad, kedZe

log, (2000000 + 1) = 20,93156929067....

je mozné uloZzit 2 miliény poloZiek do bindrneho prehladdvacieho stromu tak, Ze na vyhla-
danie polozky alebo urcenie, Ze sa v tomto strome nenachddza, je potrebnych najviac 21
porovnani.

Cvicenia
1. Nakreslite tplny bindrny strom, ktory ma poZadované vlastnosti alebo vysvetlite, preco
taky graf neexistuje.
a) 4 vatorné vrcholy, 5 koncovych vrcholov,
b) 9 koncovych vrcholov, vyska je 3,
¢) 9 koncovych vrcholov, vyska je 4.
2. Dekddujte bitovy retazec
a) 011000010
b) 01110100110
¢)01111001001110
d) 1110011101001111
pouzitim Huffmanovho kodu uréeného bindrnym stromom na obr. 80.

3. Zakodujte slovd SANE, PENALE, NASADENA, NEDELNA pomocou Huffmanovho
kédu z obr. 80.
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Obr. 80

4. Zostrojme optimdlny Huffmanov kéd pre znaky s poZadovanou frekvenciou podla tabulky

znak frekvencia
o 5,00
B 6,00
Y 6,00
) 11,00
€ 20,00

5. Akd je maximdlna vyska uplného bindrneho stromu, ktory méa ¢ koncovych vrcholov?

6. Priradte slovd KAZDY CLOVEK VIAC ALEBO MENEJ POCITUJE POTREBU STAT
SA INYM CLOVEKOM vrcholom bindrneho prehladdvacieho stromu pri abecednom
usporiadani slov.

7. Rozhodnite, ¢i je pravdivé tvrdenie: Nech T je bindrny strom a nech pre vSetky vrcholy v
stromu T plati, Ze datova polozka vo v je vicsia ako datova polozka v jeho Tavom synovi
ale je mensSia ako datova poloZzka v jeho pravom synovi. Potom 7 je bindrny prehladdvaci
strom.

Rozhodovacie stromy

Postup rieSenia mnohych tdloh je moZzné rozdelit do niekolkych faz, z ktorych kazdd ma
rovnaky charakter: najprv sa vykona urcitd ¢innost, sivisiaca s danou ulohou, ktord moze mat
niekolko ciastkovych vysledkov. Podla toho, ktory z vysledkov nastal, dostdva sa rieSenie
ulohy do dalSej fazy. Takéto sposoby rieSenia tloh je mozné zndzornit pomocou koreniovych
stromov. Kazdej faze rieSenia zodpoveda jeden vnitorny vrchol, v iom je zaznamenand Cin-
nost, ktord sa v tejto faze vykondva, a tolko z neho vychddzajuicich hrén, kolko je v tejto faze
moznych Ciastkovych vysledkov. Kazda z tychto hrdn zodpovedd prave jednému z moZnych
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vysledkov a inciduje s dal$im vrcholom, ktory opisuje ¢innost v nasledujicej faze rieSenia.
Koncové vrcholy stromu zodpovedaji moznym vysledkom tlohy. Koreniové stromy, ktoré
uvedenym spOdsobom opisuju rieSenia tloh sa nazyvaju rozhodovacie stromy.

Priklad. (Problém jednej faloSnej mince z piatich) Z piatich minci, ktoré na pohlad vyze-
raju rovnako, m4 prave jedna ini hmotnost ako ostatné mince. V4Zenim na rovnoramennych
vahach bez pouZzitia zdvazi je treba rozhodnit, ktord z minci je falo$na (t.j. inej hmotnosti ako
ostatné) a ¢i je [ahSia alebo faZSia ako prav4 minca.

Obr. 81

RieSenie. Algoritmus rieSenia tejto tlohy je opisany pomocou rozhodovacieho stromu na
obr. 81. Mince oznac¢ime m i, m,, m3, mq, ms . Zacneme vykondvat ¢innost zapisand v koreni
- my : my, €0 znamend, Ze mame poloZif mincu m; na lavi a mincu m, na pravd misku véh.
Hrana oznac¢end znakom

znamend, 7Ze minca na lavej strane je taZSia ako minca na pravej strane vdh. Podobne hrana

oznac¢ena znakom

znamend, Ze minca na lavej strane je lahSia ako minca na pravej strane a hrana oznacena
znakom

——

vyjadruje, Ze mince na oboch strandch maji rovnakd hmotnost. Napriklad, ak porovname
mince m; a m, (ako je to zaznacené v koreni) a lava strana bude tazsia, znamena to, Ze bud
minca m; je tazSia ako ostatné alebo minca m, je [ahSia ako ostatné. V tomto pripade, ako to
vidiet z rozhodovacieho stromu, porovndme hmotnosti minci m; a ms (tdto minca je pravd) a
okamZite rozhodneme, ¢i faloSnd minca je m; alebo m, a ¢i je [ahSia alebo tazsia. Vysledok
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je uvedeny v koncovom vrchole. Napriklad, ak pri porovndvani hmotnosti minci m; a ms sa
jazycek véah vychyli, znamen4 to, Ze faloSnd minca je m; (m4 ind hmotnost ako pravd minca
ms) a je tazSia. V rozhodovacom strome je tento vysledok zobrazeny tak, Ze hrana s
oznalenim #® inciduje s koncovym vrcholom, v ktorom je uvedeny vysledok m;, T. [

Definujme Cas potrebny na rieSenie problému faloSnej mince ako pocet vykonanych
vazeni. Potom Cas rieSenia tohto problému v najhorSom pripade (vykond sa najvicsi pocet
vazeni) sa rovnd vyske rozhodovacieho stromu, ktory opisuje algoritmus rieSenia tohto pro-
blému. V pripade algoritmu opisaného rozhodovacim stromom na obr. 81 sa tento ¢as rovnd
3.

Rozhodovacie stromy modzZzeme pouZif aj na dokaz toho, Ze algoritmus z obr. 81 je op-
timélny, t.j. Ze Ziadny iny algoritmus, ktory riesi problém falo$nej mince z piatich, nema ¢as v
najhorSom pripade mensi ako 3. Za tym ucelom predpokladajme, Ze existuje algoritmus,
ktory riesi tento problém v ¢ase v najhorSom pripade menSom alebo rovnom 2. Tento algorit-
mus sa da opisat pomocou rozhodovacieho stromu a kedZe ¢as v najhorSom pripade sa rovna
najviac 2, je vyska tohto stromu najviac 2. PretoZe kazdy vnutorny vrchol tohto stromu ma
najviac troch synov, je pocet jeho koncovych vrcholov najviac 32 = 9. Kazdy koncovy vrchol
zodpovedad jednému z moznych vysledkov problému, takZe rozhodovaci strom, ktorého vyska
je najviac 2, opiSe najviac 9 moznych vysledkov. AvSak problém faloS$nej mince z piatich ma
10 mozZnych vysledkov:

mi,L; mo,L; m3,L; ma,L; ms,L;
mi, Ty, mo, T, m3, Ty, ma, T, ms,T.

To je spor. Preto zZiadny algoritmus rieSiaci problém falo$nej mince z piatich nemd cas
v najhorSom pripade mensi ako 3.

Ukézali sme si, ako sa daji rozhodovacie stromy pouZif na urcenie dolnej hranice ¢asu
v najhorSom pripade potrebného na rieSenie problému. Stava sa vSak, Ze takto urend dolnu
hranicu pre dany problém Ziadny algoritmus, ktory dany problém riesi, nemdze dosiahnut.
Tak je to napriklad v pripade faloSnej mince zo Styroch. KedZe problém falo$nej mince zo
Styroch md 8 moznych vysledkov, mohol by sa algoritmus rieSiaci tento problém dat zapisat
do rozhodovacieho stromu vysky 2. AvSak podrobnejSie skimanie ukdZe, Ze je potrebny roz-
hodovaci strom vysky asponi 3. Pri prvom véazeni mdme 2 mozZnosti. Bud na misky védh
poloZime po jednej minci alebo po dvoch minciach.

3 vysledky

Obr. 82
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UvaZujme prvy pripad. Z obr. 82 je vidiet, Ze ked porovndme hmotnost minci m a m, a véhy
zostanu v rovnovahe, poskytuje rozhodovaci strom uz len tri vysledky. Avsak v tejto situdcii,
ked sme nasli 2 pravé mince, si mozné az 4 vysledky: ms,L; m3,T; ma,L; ma,T. To zna-
mend, Ze Ziadny algoritmus zacinajici porovnanim dvoch minci nemodZe vyrieSit tento pro-
blém na 2 alebo menej vdZeni v najhorSom pripade. Obrazok 54 zase ilustruje druhy pripad,
ked porovndvame dvojice minci. V tomto pripade vdhy nemdzZu zostat v rovnovéhe (faloSna
minca sa nachddza na niektorej miske). To vSak znamend, Ze rozhodovaci strom umoZiiuje
len 6 vysledkov, avSak problém ma v tejto situdcii stdle 8 moznych vysledkov. Vidime, Ze ani
algoritmy, ktoré zacinaji porovnavat hmotnost dvojic minci, nevyrieSia tento problém na 2
alebo menej vdZeni v najhorSom pripade. TakZe kaZzdy algoritmus, ktory rieSi problém fa-
loS$nej mince zo Styroch, vyZaduje aspoil 3 vdZenia v najhorSom pripade.

1 tdto hrana
| neexistuje

6 vysledkov

Obr. 83

Venujme sa teraz dalSiemu problému - triedeniu, ktoré mézeme charakterizovat takto: je
dany stbor n prvkov xi,x2,...,x, linedrne usporiadanej mnoZiny. Je potrebné zoradit tieto
prvky v poradi od najmensieho po najvicsi alebo obritene. Obmedzime sa na triediaci algo-
ritmus, ktory opakovane porovnava dva prvky a v zdvislosti od vysledku porovnania modi-

fikuje povodny subor.

Priklad. Jeden triediaci algoritmus, ktory usporiada tri navzdjom rézne prvky ai,a»,as
podla velkosti, je dany rozhodovacim stromom na obr. 84. Kazdy vnitorny vrchol stromu
predstavuje porovnanie niektorych dvoch prvkov a;,a; (vo vrchole je to zndzornené otdzkou
a; < a;?), podla vysledku porovnania pripadnd vzdjomnd vymenu prvkov a;,a; v stbore tak,
aby mensi prvok bol vlavo od vicSieho. Pre vicSiu ndzornost je takto upraveny subor
pripisany k hrane (oznadend je tieZ symbolom Ano alebo Nie, podla toho, & situdcia a; < a;
nastala alebo nie), ktord vchadza do vrcholu urcujiceho dalSiu ¢innost. V koncovom vrchole
je uz subor, v ktorom su prvky zoradené podla velkosti.

Definujme cas triedenia ako pocet vykonanych porovnani. Potom cas triedenia v
najhorSom pripade sa rovnd vyske rozhodovacieho stromu. Pre triediaci algoritmus dany roz-
hodovacim stromom na obr. 84 sa tento Cas rovnd 3. UkdZeme, Ze tento algoritmus je op-
timélny, t.j. Ze neexistuje algoritmus, ktory by usporiadal tri prvky v najhorSom pripade za
¢as mensi ako 3. DokdZeme to nepriamo. Predpokladajme, Ze taky algoritmus existuje. Tento
algoritmus sa potom da opisat rozhodovacim stromom, ktorého vysSka je najviac 2. KedZze
v tomto strome kaZdy vnitorny vrchol ma najviac 2 synov, ma tento strom najviac 4 koncové
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vrcholy. Tieto koncové vrcholy zodpovedaji 4 vysledkom. AvSak naS problém md az 6
moznych vysledkov. To je spor. Preto algoritmus opisany rozhodovacim stromom na obr. 84
je optimdlny. |

Obr. 84

Nasledujica veta uddva dolné ohraniCenie Casu triedenia v najhorSom pripade pre n
prvkovy subor.

Veta. Pre pocet p(n) porovnani potrebnych v najhorSom pripade na usporiadanie n
prvkov, n > 1, plati

nlog,n
] = <p(n).

Dokaz. Nech T je rozhodovaci strom, ktory popisuje triediaci algoritmus pre n prvkov. Ak
oznacime jeho vysku £, tak

h =p(n).

Triediaci algoritmus pre n prvkov mé n! moZnych vysledkov, ¢o sa rovnd poctu koncovych
vrcholov stromu 7. T je bindrny strom, preto medzi jeho vySkou a poctom jeho koncovych
vrcholov plati vztah

log,n! < h=p(n).

Nech [x] oznacuje celu Cast ¢isla x. Potom plati

n'=nn-1)mnN-2)...2.1>

> n(n—1)(n— 2)@% e
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n % n n
p(n) >log,n! > log2(§) =5 10g2(§) —
= %(10g2n —log,2) = %(logzn -1.

Teraz ukdZeme, Ze pre n > 4

¢o je ekvivaletné s

Tato nerovnost, a tym aj predchddzajica s tiou ekvivaletnd, je pre n >4 pravdivd, lebo
log,4 =2 alog,x je rastica funkcia.
Tym sme dokézali platnost nerovnosti

nlngn
7 <p()
pre n > 4. KedZe
1.log,1
p(1)=log,1!=0=—"2,
2log,2
p(2)=log,2!=1>7%= 4g2 ’
3log,3
p@3)=log,3!=log,6 =1 +log,3>— =,
plati ta nerovnost pre vietky n € N*. .

Cvicenia

1. Nakreslite rozhodovaci strom opisujici algoritmus, ktory rieSi problém jednej faloSnej

mince z dvandstich najviac na tri vdZenia.

2. Zo Styroch minci, ktoré si na pohlad rovnaké, prave jedna je faloSnd - ma ind hmotnost
ako ostatné. Nakreslite rozhodovaci strom opisujuci algoritmus, ktory urc¢i faloSnd mincu v
najhorSom pripade najviac na 2 vaZenia na rovnoramennych védhach bez pouZitia zavaZzi.
Nie je potrebné urcit, ¢i faloSnd minca je IahSia alebo taz§ia ako pravé mince.

. UkéZte, Ze na rieSenie problému z cvi¢enia 2 st potrebné aspoil dve vdZenia.

4. Pomocou rozhodovacieho stromu urcte dolné ohraniCenie poc¢tu porovnani v najhorSom

pripade potrebnych na usporiadanie 5 prvkov podla velkosti. Ndjdite triediaci algoritmus
pre 5 prvkov, ktory v najhorSom pripade potrebuje prave tento pocet porovnani.

w



