DISKRETNA MATEMATIKA A LOGIKA — PRIKLADY

LT NT]

Znakom (x) st oznafené priklady, ktoré sa mozu javit ako ,tazgie” tesne po
prislusnej prednaske. Mali by ste v8ak byt schopni ich zvladnut s istym ¢asovym
odstupom, po diskusii s kolegami alebo s prednéasajtcim/cvi¢iacim a podobne.

2. CIASTOCNE USPORIADANE MNOZINY — POSETY

(1) Nech P je mnozina {0,1,2,3} x {0,1,2,3}. Dokazte alebo vyvratte, Ze
(P, <;) je poset. Ak (P, <;) je poset, nakreslite diagram posetu.
(a) (a1,a2) <1 (b1,b2) prave vtedy, ked a1 + az < by + ba.
(b) (a1,a2) <z (b1,bs) prave vtedy, ked a; < by a zaroven as < bs.
(c¢) (a1,az2) <3 (b1,b2) prave vtedy, ked a1 +as < by+bs azérovein a; < bl.
(d) ((ll, ag) §4 (bl, bg) préwe Vtedy, ked a1 — as S b1 — bg.
(e) (a1,a2) <s5 (b1, ba) prave vtedy, ked a; —as < by —by a zéroven a; < by.
(2) Nech P je mnozina {0,1,2,3} x {0,1,2,3}. Nech relacia < na P je dana
predpisom (a1, az2) < (b1, be) prave vtedy, ked a; < by a zaroveir ay < bs.
(a) Nech
P, = {(x1,22) : 1 + 22 je neparne}.
Dokaite, 7e (P,,<) je poset a nakreslite jeho diagram. TUrcte aj
mnoziny najvicsich, najmensich, maximélnych a minimalnych prvkov
posetu (P,, <).
(b) Nech
P, = {(x1,22) : 1 + x2 je parne}.
Dokazte, ze (P,,<) je poset a nakreslite jeho diagram. Urlte aj
mnoziny najvicsich, najmensich, maximalnych a minimélnych prvkov
posetu (P, <).
(3) Nech (P, <) je konetny poset. Dokaizte, ze ak v (P, <) je prave jeden max-
imélny prvok m, potom m je najvacsi prvok.
(4) Najdite (podla predoslého cvi¢enia nevyhnutne nekonecny) poset, ktory
ma prave jeden maximalny prvok, ale nemé najvacsi prvok.
(5) Dokazte, ze ak (P, <) je poset, potom aj (P, <~!), kde <~! je dan& pred-
pisom
< lyey<a
je tieZ poset. Ak P je kone¢nd mnozina, v akom vztahu st diagramy posetov
(P,<)a(P,<71)?
(6) (x) Ak (P, <) a (P,<3) st posety, je aj (P, <y N <3) poset? !
(7) Nech (Py,<y), (P2, <2) st posety. Dokazte, ze (P1 X Pa, <) je poset, ak <
je dana predpisom

(z1,22) < (y1,¥y2) & x1 < y1 a zaroveh xo < yo.
Nakreslite diagram (P, x P, <), ak P; je dvojprvkovy refazec a P, je

trojprvkovy retazec. Tato konStrukcia sa nazyva priamy siucet posetov.

lUvedomte si, ze vzhl'adom na definiciu relacie je <; N <o zmysluplny zapis.
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Nech (P, <y), (P2, <3) st posety. Dokazte, Ze (P x P, <) je poset, ak <
je dana predpisom

(z1,22) < (y1,¥y2) :& 1 < y1 alebo (x1 =y a zaroven xo < yo)

Nakreslite diagram (P; x Py, <), ak P; je dvojprvkovy refazec a P je tento
poset:

N

Urobte to isté, ale s vymenenym P; a P,. Tato kon$trukcia sa nazyva
lexikograficky siucet posetov.

Nech C je mnozina v8etkych diferencovatelnych funkcii z R do R. Ukaizte
(C, <) nie je poset, ak < je dana predpisom

f<gwe (VzeR): f(z)<d(a)

(*) Nech P je mnozina, nech p je relacia na P, ktora je reflexivna a tranz-
itivna, av8ak nie nevyhnutne antisymetricka (tak ako v predoslom priklade).
Dokazte, ze ~C P x P dana predpisom

a~b:& apb a zaroven bpa

je relacia ekvivalencie. Uvazujte teraz (P/ ~,<) (t.j. < je relacia na
triedach ekvivalencie ~), kde < je dané predpisom A < B:< (Jx € A, y €
B) : zpy. Dokazte, ze (P/ ~,<) je poset.



