DISKRETNA MATEMATIKA A LOGIKA — PRIKLADY

(1) Nech L je zviz, ktorého diagram je takyto.

(a) Zistite ¢i relacie ekvivalencie na L prislichajuce rozkladom
(i) {{0},{a,b},{c,d,e}. {f, g}, {1}};
(ii) {{0,a,c},{b.d, f}.{e,; 9,1} };
(i) {{0,a,b,c,d,e, f.g,1}
st kongruencie. Ak ano, vzdy nakreslite diagram prislugného faktoro-
vého zvizu.
(b) N&jdite kongruencie (ak existuju) ©; zvizu L také, aby
(i) [de, = {a,b,d,0};
(11) [d]®2 = {17 fv 9, d}:
(111) [d]@s = {dv b}a
(iv) [dle, = {d,e}.
Ak kongruencia existuje, nakreslite aj diagram prislu§ného faktorového
zvazu. Ak neexistuje, dokdZte Ze neexistuje.
(2) Najdite vsetky kongruencie 4-prvkového retazca (staci, ak si nakreslite roz-
klady podla nich).
(3) Najdite zopar (aspon 3) kongruencii zvézu

(staci, ak si nakreslite rozklady podl'a nich).
(4) Uvazujme zviz (2¥,N,U). Nech O je relacia na 2 dané predpisom

AOB = AN{1,2,3} = Bn{1,2,3}

Dokézte, ze O je kongruencia na 2. Kolko je tried v rozklade 2V /©? [osem]
(5) Nech L je zvéz, vyberme lubovolny prvok ¢ € L. Nech ©, je relacia dana

predpisom

aB¢b: = ang=bAgq.
(a) Dokazte, ze ak L je distributivny, potom ©, je kongruencia na L.
(b) Najdite nedistributivny zvéz L a g € L také, ze ©, nebude kongruencia
na L. [aky je najednoduchsi nedistributivny zviz?]
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(¢) Pre zvéz L z cvicenia (1) nakreslite rozklady L podla zopar takychto
Oy, kde ¢ € L. Skuste aj ¢ =0, ¢ = 1.

Nech L je zvéiz, nech O je kongruencia na L. Nech a,b su také, ze a©b.
Dokazte, 7e

(a) a®(a VD),

(b) a®(a Ab).

Dokazte, ze ak L je zviz a © je kongruencia na L, potom kazd& trieda
rozkladu L/© je podzvézom L.

Nech L je zvéiz, nech O je kongruenciana L. Nech a,b, csutaké, zea < b < ¢
a zaroven a®c. Dokézte, ze potom a©Ob a zaroven bOc.

Dokéazte, ze ak ©, W si kongruencie na zvéze L, potom ©NWY je kongruencia
na L.

Dokazte, Ze pre kazda kongruenciu © na zvéze plati 20y < (zVy)O(zAy).
Nech O je taka relacia ekvivalencie na zvize L, ze pre vietky aq,as,b také,
7e a10a plati, 7e (a1 V b)O(az V b) a zaroven (ay Ab)O(az Ab). Dokazte, 7e
© je kongruencia.
Nech L je takyto zviz:

(a) Dokazte, Ze neexistuje taka kongruencia © na L, ze {0,b} € L/©.

(b) Najdite najmensiu kongruenciu ©; na L taka, Ze 101.

(c) Najdite najmensiu kongruenciu ©2 na L takud, ze 1021 a zaroven 009b.
V7dy nakreslite aj diagram faktorového zvizu L/O;.

Nech M je mnozina. Uvazujme zviz (2M,N,U). Mnozina prvkov 2M (t.j.
muoZina podmnozin M) sa vola idedl ak platia tieto podmienky:

(1) 140,

(I2) I je doln& mnozina posetu (2M, C),

(I3) ak X,Y € I, potom X UY € I.

(a) Dokazte, Zze mnoZina vSetkych kone¢nych podmnozin mnoZziny M je

ideal.
(b) Dokézte, ze ak A € 2 potom
Ipn={Xec2M. X C A}

je ideal.

Nech A, B € 2. Ako vyzera najmensi ideal I taky, ze A, B € I?
Nech © je kongruencia na zviize (2, N, U). Dokézte, ze [0]e je ideAl.
(¥) Nech I je idedl. Definujme relaciu ©; na 2M takto:

AOB = (A\B)U (B\ A) € I.

Dokazte, ze O je kongruencia na zvize (2™ N, U). Nezabudnite do-
kazat, Ze to je ekvivalencia.

NN N
o Ao
~—



