
(1) Zistite, £i operácia ∗ na R daná predpisom

x ∗ y := x3 + y3 + 1

je komutatívna, asociatívna a £i má jednotkový prvok.
Komutatívna bola. Asociatívna nie; vyskytovala sa chyba so

zabudnutou mocninou, potom vychádzalo x ∗ (y ∗ z) = x3 +
y3 + z3 +2, £o je zle. Bolo treba zvoli´ vhodný protipríklad, inak
vychádzali ve©ké £ísla. Za tvrdenia, ºe vychádzajú na dvoch stra-
nách asociatívnej rovnosti rôzne mocniny, a teda rovnos´ neplatí
som nedával plný po£et. Pouºíva sa totiº (explicitne neformu-
lované) tvrdenie, ºe dve polynomické funkcie R3 → R sú rovné
práve vtedy, ke¤ majú rovnaké koe�cienty. To je síce pravda,
ale dokáza´ to nie je triviálne.

Jednotkový prvok neexistuje, vychádza totiº e = 3
√

x− 1− x3

pre v²etky x ∈ R. Pre rôzne x vychádza rôzne e, a jednotkový
prvok je vºdy nanajvý² jeden.

(2) Dokáºte, ºe (R, ∗) je grupa, ak ∗ je daná predpisom

x ∗ y := 3
√

x3 + y3 + 8

Uvedomte si, ºe 3
√

x je de�novaná aj pre x < 0 .
Tu boli dva problémy: jeden bol so zabudnutou tre´ou mocni-

nou, potom to nevy²lo asociatívne. Jednotkový prvok bol 2 resp.
−2. �al²í bol s tým, ºe mnohí si mysleli, ºe x−1 = 1/x. To nie
je dobre; x−1 je v kontexte grúp ten prvok, ktorý vzh©adom na x
sp¨¬a axiómu (G3). V tejto skupine vychádzalo

x ∗ x−1 = 3
√

x3 + (x−1)3 + 8 = −2.

Toto bolo treba rie²i´ ako parametrickú rovnicu s parametrom x
a neznámou x−1, vy²lo x−1 = 3

√
−16− x3.

(3) Nájdite najmen²iu podgrupu H grupy S4, ktorá obsahuje prvok
(1324). Nakreslite Cayleyho tabu©ku H. Nájdite aspo¬ 2 rôzne
pravé kosety H v S4. Ko©ko je pravých kosetov H v S4? Pre£o?

Beºný príklad, podobný bol rie²ený aj na cvi£ení
(4) Nech (G, .) je grupa. Pre ©ubovo©nú usporiadanú dvojicu (a, b) ∈

G×G de�nujme zobrazenie φa,b : Z → G takto:

φa,b(k) = bakb−1.

(a) Dokáºte ºe φa,b je homomor�zmus z grupy (Z, +) do grupy
G.

(b) Dokáºte, ºe Ker(φa,b) nezávisí na vo©be prvku b, to zname-
ná

∀b1, b2 ∈ G : Ker(φa,b1) = Ker(φa,b2).



Tuná som predpokladal, ºe najvä£²í problém bude napísa´
to, £o treba dokáza´:

φa,b(k + l) = φa,b(k).φa,b(l).

Potom uº mala by´ cesta k dôkazu, ºe φa,b je homomor-
�zmus uº vo©ná. Ale nebola. Problém 1 je v tom, ºe ke¤
napí²em �Nech (G, .) je grupa.�, tak si myslíte, ºe . na G
je komutatívny. To nie je vo v²eobecnosti pravda, lebo gru-
pa je predsa grupoid sp©¬ajúci axiómy (G1), (G2), (G3).
A z tých axióm nevyplýva komutativita. Teda ju nemôºete
pouºi´. Správny dôkaz som robil na cviku a nechce sa mi
ho znovu písa´. Nesprávny dôkaz viedol potom k tvrdeniu
φa,b(n) = an, ktoré nie je pravdivé pre v²eobecnú grupu G.
Vyskytovali sa dokonca hojne pre G aj tvrdenia typu e = 1,
prípadne dokonca b−1 = 1/b, £o je holý nezmysel. Zrejme si
myslíte, ke¤ tam je násobenie, tak to budú £ísla. O prvkoch
G v²ak ni£ nevieme! Vieme iba, ºe (G, .) je grupa.

1E²te stále nerozumiem tomu kde presne v mojom výklade som spravil pedago-

gickú chybu, ktorá viedla v to©kých hlavách ku zmätku.


