Marko Divéky, 3. ro¢nik

Uloha

Zistite, &i je relacia P S RT X R+, kde RTje realny interval (0,00) dana
predpisom
Tpy & Yy < Yx

reflexivna, symetrickd, antisymetricka, tranzitivna.

RieSenie

Nerovnicu na pravej strane predpisu, teda iy <i/x, moézeme po umocneni l'avej
1 pravej strany vyrazom xy (je dané z definicie relacie, Ze x,y e R*, teda vyraz
xy>0 aznamienko nerovnosti sa nezmeni) upravit na ekvivalentny tvar
y’ <x*.

1. Reldcia p je reflektivna vtedy alen vtedy, ak plati: VaeR" :apa, teda
VaeR":a’ <a® Co plati, pretoze plati rovnica VaeR':a"=a", aztoho
vyplyva, Ze plati aj a“ <a”. Platnostou podmienky pre reflexivnost’ sme
dokézali, Ze relacia p je reflexivna.

2. Relacia p je symetrickd vtedy alen vtedy, ak plati: Va,beR* :apb= bpa,
teda Va,be R :b" <a" = a“ <b". Ako dokaz, Zze dany vyraz neplati, uvadzam
kontrapriklad, ked’ =2, b=I. Dosadenim hodn6t do vyrazu dostaneme
1'<2?>=2*<1', Co evidentne neplati, pretoze lava strana implikacie je
pravdiva aprava strana nie je, tym je implikdcia podla jej definicie
nepravdivad. Tymto spdsobom sme dokézali, Ze relacia p nie je symetricka.

3. Relacia p je antisymetrickd vtedy alen vtedy, ak plati:
Ya,be R :(apbArbpa)=a=b, teda Va,beR" :(b" <a’ra"<b’)=a=b. Z
lavej strany implikacie vyplyva, ze musi platit «‘ =5". Dostali sme teda
ckvivalentny vyraz Va,beR":a°=b"=a=b. Vezmime si teraz funkciu
f:R" — R*definovanu predpisom f(x)=x". Graf tejto funkcie je zobrazeny
nizsie:
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Z grafu funkcie f je evidentné, ze funkcia f(x)=x" nie je na intervale (0,)
injektivna, teda plati, Ze: 3x,,x, e R":f(x,)= f(x,)Ax, #x,. Dokdzeme to
nasledovne:

Nech f' je derivacia funkcie £, teda f (x) = x*(Inx +1) .Funkcia f ma v bode
x=e ' globalne minimum, pretoze f (e')=0. RozdeI'me si teda defini¢ny
obor R" funkcie f na intervaly (0,e'> a <e',»). Po dosadeni
I'ubovolného ¢isla z prvého intervalu plati f <0 az druhého intervalu
f >0. Funkcia f je teda rydzoklesajuica na intervale (0,e”' >
arydzorastiica na intervale <e',o0), priCom v bode e’ ma globalne

minimum. Musi teda nutne platit = dokazovany vyrok
Ix,x, e R": f(x))= f(x,)~nx, #x, (zpredoSlého odstavca), ateda sme

dokazali, Ze funkcia f(x)=x*nie je injektivna. [

Po substitucii x, >a, x, >b a dosadeni a za f(a), respektive »° za f(b)
dostavame: 3Jx,,x, eR":a° =b"Aa#b, Co je kontradikcia k odvodenej
podmienke antisymetrickosti pre reldciu. Tym sme dokazali, ze relacia p nie
je antisymetricka.

4. Relacia p je  tranzitivna  vtedy alen  vtedy, ak  plati:
Ya,b,ce R" :(apbAbpc)= apc, teda Va,b,ce R":(b" <a“ Ac® <b’)=c‘ <a“.
Ked’ si graficky znazornime vztah medzi «°, b* a ¢ uvedeny na l'avej strane
implikacie, dostaneme:
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Z uvedeného zobrazenia je evidentné, Ze plati: ¢¢ <a®, pretoZe operacia < je
komutativna. Tymto sme dokazali platnost podmienky pre tranzitivnost
relacie p, ¢im sme dokdazali, Ze relacia p je tranzitivna.
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