A. Zvazy - vlastnosti

Pojmy

Podzviz

Distributivny zviiz

Modularny zviz

podzvéz je podmnozinou zvizu, ktory je sim zvizom a navyse:
ma rovnaké infimum aj suprémum ako pévodny zvéz, tj. ide
0 bin. operacie s rovnakymi vysledkami ako povodne.

zvéz, v ktorom plati "obojstranny" distributivny zakon:

D1 X A (yVz) = (x\y) V (xA\z)
D2 x V (yAz) = (xVy) A (xVz)

Veta: Zviz je distributivny prave vtedy, ak neobsahuje podzviz
izomorfny s N5 ani M5 (N5 a M5 budu este predstavené).

zvéz, v ktorom plati "obojstranny" distributivny zakon

za podmienky, ze X<z (= tu zastupuje danu relaciu CU).

Ide teda o slabsi odvar distributivneho zvézu. Distributivny zviz je
vzdy aj modularny, opacne to platit’ nemusi.

Nech teda x=z.
Potom vieme upravit’ (dobre si premyslite, preco to takto ide):

D1 X A (yVz) = (xAy) V (xAz)
na X =X — to plati vzdy, nie je zaujimavé.

D2 xV(yA)= (xVy) A (xV2)
na XV (yAz)= (xVy) Az

Zaver: zvaz je modularny, ak pre vetky X=z plati x V (yAz) = (xVy) A z

Komplementdrny zviiz

Zviz je modularny prave vtedy, ak neobsahuje podzviz
izomorfny s N5 (ale M5 moze byt).

zviz, v ktorom existuju 0 a 1, a pre kazdy (!) prvok x existuje
komplement x' taky, ze plati:

xAx'=0

xvx'=1

V distributivnom zvize je komplement prvku x (ak existuje) uréeny jednoznacne.
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Ak je zviz komplementarny a zaroven distributivny,
nazyva sa Boolovsky zviz alebo Boolova/Booolovska algebra.

http://www.math.muni.cz/~kucera/texty/Svazy2010.pdf



http://www.math.muni.cz/~kucera/texty/Svazy2010.pdf

RieSené priklady

Priklad 1a

Dokazte, ze pre trojicu prvkov X,y,z je vzdy splneny distributivny zédkon, pokial’ jeden
z prvkov sa rovna 0 alebo 1, alebo ak sa dva z prvkov rovnaju.

RieSenie:
Niektoré z rovnosti st trivialne, pri ostatnych si to treba predstavit’ krok za krokom podla definicie supréma/infima.

x=0: 0 A (yVvz) = (0Ay) V (0AZ)
0 =0Vvo0 v

0V (yAz) = (OVy) A (0Vz)
Az = (YA (2) v

y=0 (pre z=0 rovnako): x A (0vz) = (xA0) V (xAz)
XA (z) = (xAz) v

x V (0Az) = (xV0) A (xVz)
X = XA (xVz) v

x=1: 1A (yvz)= (1Ny) V (1N2)
(yVz) =yVz v

1V (yrz) = (lvy) A (1vz)
1=1 v

y=1 (pre z=1 rovnako): x A (Lvz) = (xAl) V (xAz)
X = x V (xAz) v

x V (1Az) = (xV1) A (xVz)
xVz = xVz v

X=y (pre x=z rovnako): X A (XVz) = (XAX) V (xAz)
X = X v

X V (XAz) = (XVX) A (XVZ)
X = X v

z=y: XA (YVY) = (xAy) V (xAY)
XAy = XAy v

XV (yAy) = (xVy) A (xVY)
xVy = xVy v



Priklad 1b
Overte, ze rovnaké tvrdenie plati pre modularnost: X =z = x V (yAz) = (xVy)Az .

Riesenie:

x=0, X=z: 0V (yrz)= (OVy)AzZ
(yrz) = (y)A(2) v

y=0, X=z: x V (0Az) = (xVO) Az
X = X v

X=z, z=1: xV (yAl) = (xvy)Al
xVy = (xVy) v

X=z, y=1: xV (IAz)= (xVI) Az
z =z v

X=Y, X=2: XV (XAz) = (XVX) Az
X=X v

y=2, X=2z: XV (z\z) = (XVZ) A z
z=12 v

X=Z. XV (yAX) = (xVy) A X

X =X v



Priklad 2.
Overte modularnost’/distributivnost’ a komplementarnost’ pre retazec dizky 2,3,4,...

Riesenie:
n=2 1

|
0

Vsetky prvky st 0 alebo 1, podla pr. 1 distributivnost’ plati. Komplementarnost’ plati trivialne.
Je to teda boolovsky zviz alebo boolovska algebra — presne ta, ¢o je nam déverne znama: O a 1,
infimum a suprémum tu funguju ako logické * a +, komplement je negécia.

n=3

OoO— X B

Ak vezmeme tri rozliéné prvky, je medzi nimi 0 aj 1. Ak nevezmem tri rozli¢né prvky, tak aspon dva
su rovnaké. Podl'a pr. 1 distributivnost’ plati. Komplementarnost’ v§ak uz nie — x nema komplement.

Pre n=4 a viac je situacia rovnaka ako pri n=3.

Priklad 3.
Overte modularnost’/distributivnost’ a komplementarnost’ pentagonu N5.

1

Riesenie:
Modularnost’: Napr. pre b=c by malo platit bV (aAc) =? (bVa) Ac.

Lenze bV (arc)=bV (0)=D
(bva)yAc=1Ac=c¢

Rovnost’ nie je splnend, zviaz N5 nie je moduldrny a teda ani distributivny.

Komplementarnost’:
0'=1,1'=0 — trivialne.
b'=a
c'=a
a'=Db,aleboc

Komplementarnost’ je splnena (ale komplementy nie su vzdy jednoznaéne uréené).



Priklad 4.
Overte modularnost’/distributivnost’ a komplementarnost’ hexagonu.

Poznamka: Hexagon moZeme konkrétnejsie reprezentovat napr. ako Hasseho diagram pre ({12 3 4 9 36}, |).
(To len pre poteSenie, pokojne tam dajte a,b,c,d...)

Riesenie:

36

Modularnost’:
Napr. pre 3=9 by malo platit’
3V (4n9)=? (3V4) A O.
Lenze 3V (4A9)= 3Vv1=3
(3v4)AN9=36A9=9

Hexagon teda nie je modularny (tj. ani distributivny).
Mimochodom, obsahuje N5 ako svoj podzviz, takze aj z tejto strany sa to da zdévodnit”:

Komplementarnost’ dopadne podobne pozitivne ako v predoslom priklade:

0=1,1'=0
2'ad4'=3alebo 9
3'a9' =2alebo 4



Priklad 5.
Overte modularnost’/distributivnost’ a komplementarnost’ "hexagonu s prieckou".

Riesenie:

Nebudeme sa zdrzovat’ moduldrnostou a rovno dokdzeme distributivnost’, z ktorej modularnost’
vyplynie.

Distributivnost’ — postup 1

Musime overit’ vSetky mozné trojice prvkov. Vzhl'adom na pr. 1 vieme, ako niektoré skiimané trojice
dopadnt. Preto nam staci sa obmedzit’ na trojice, kde nie je 0 ani 1 a vSetky 3 prvky st navzajom
rozne — pocet takych je 4, ale neteSme sa, kazda z nich ma 6 moznosti poradia prvkov. Spolu by to
chcelo overit’ 24-krat dve rovnosti D1 a D2. No, mozno nie vSetko (symetria to preriedi), ale je to stale
dost’, aby ste stravili pri tom romanticku hodinku. Kto chce, smelo do toho, bude to nezabudnutel'né.

Distributivnost’ — postup 2

Skiisme uvedenu Strukturu reprezentovat’ konkrétnym prikladom, ktory zvolime tak Sikovne, Ze nam
pomdze uvidiet’ potrebné suvislosti. Predstavme si "hexagon s prieckou" ako Hasseho diagram
vybranych podmnozin mnoziny {X,y,z}:

{xy.z}
I\

{lx,y} \\ Ey,z}

LR A %
\
{

Nie st to vSetky mozné podmnoziny, ale ich vyber je dost’ rafinovany na to, aby infimum bol prienik a
suprémum zjednotenie (neverte tomu bezhlavo, overte to). A sme doma — prienik a zjednotenie
distributivny zakon D1 aj D2 splriaji (to sa overovalo na "starSich" cvikach).

Zaver — skimany zviz je distributivny (a teda samozrejme aj modularny).
Komplementérnost’:

Vratme sa k pdvodnému oznaceniu prvkov. Bude to rychle — prvky b, ¢ nemaju komplement. Zviz
preto nie je komplementarny.




Priklad 6.
Overte modularnost/distributivnost’ a komplementarnost’ "diamantu” M5.

1

A

a b ¢
\ |/
0

Riesenie:

Distributivnost’

Na overenie distributivnosti nemusime skamat 0, 1. Prvky x,y,z st si rovnocenné, takze staci
preskumat’ jedno (ktorékol'vek) z moznych poradi.

D1 a A (bve) =? (anb) v (anc)
anl =20vo
a =0
Ani netreba pokracovat’ s D2, distributivnost’ je uz "pokazena".

Modularnost’ znamena, Ze pre vietky X=z plati x V (yAz) = (xVy) A z.

V danom diagrame vidime, Ze pre kazdi moznt dvojicu X=z je bud’ x=z alebo x=0 alebo z=1. Inak to
nejde. VSetky tieto tri moznosti znamenaju, ze modularnost’ plati (bolo v pr. 1b).

Komplementarnost’

Z obrazku je zrejmé, ze 0'=1, 1'=0,a'=baleboc,b'=aaleboc,c'=aalebob

Zaver: Diamant je komplementarny, moduldrny, ale nie je distributivny.

Dodatok
Rozli¢né XXL diamanty su na tom rovnako. Dékazy su analogické.

1
|
c



Priklad 7.
Overte modularnost/distributivnost’ a komplementarnost’ zvizu (28%% | ©).

Riesenie:

Distributivnost’: Infimum a suprémum st prienik a zjednotenie. O nich vieme, Ze spiiaju distributivny
zakon v oboch obratoch D1, D2.

Komplementarnost’: Podl'a Hasseho diagramu 'ahko overime, ze komplement v kontexte tohto zvizu
sa zhoduje s tradicnym mnozinovym komplementom. Samozrejme, kazda z podmnozin tu ma svoj
(dokonca jednoznacne dany) komplement.

Zaver: Zviz (21423 | ©) je distributivny a komplementarny, teda Boolovsky. Co mé spolo&né s tou
Boolovskou algebrou, ktort poznadme z DM a "pocitacov"? To uvidime po nasledujicej kozmeticke;j
uprave — jednotlivé podmnoziny {1,2,3} budeme zapisovat’ takto: Porovname podmnoZinu s trojicou
1,2,3 (v tomto poradi); ak nejaké ¢islo z trojice nie je v podmnozine, ohodnotime to nulou, ak je,
zapiSeme 1, vSetko na prislusnej pozicii. Opisané je to mozno nemotorne, ale z porovnania Hasseho
diagramov rychlo pochopite, o ¢o ide: _

111

110 /
100 ' 001

Qo

Miesto podmnozin mame vektory nul a jednotiek.

Miesto zjednotenia budeme teraz mat’ logicky sucet po zlozkach, miesto prieniku logicky su¢in po
zlozkach. (Overte si v diagrame, Ze to naozaj tak funguje).

Miesto € bude = (nerovnost’ pri vektoroch plati prave vtedy, ked’ je splnena na vSetkych zlozkach).
A "sme doma", je to stara znama Boolovska algebra, nuly a jednotky, v n-ticiach.

Poznamka: Priklad funguje rovnako aj pre systém podmnoZin mnoZiny s f'ubovol'nym poctom prvkov.
Ukazeme si to na 2- a 4-prvkovej mnozine (pre 1-prvkovu je to "had" dlzky 2, rieSeny skor).

2 prvky:
{ab} 11
/ \ / \
{a} {b} 10 01
\ / \ /



4 prvky (pisané bez mnozinovych zatvoriek):

Obrazok je poziGany z http://n-dimensional.de/cubes/

Délezité! Pre kazdy boolovsky zvdz vieme najst’ K nemu izomorfny zvéz, ktorého prvky su n-tice nal a
jednotiek. A naopak, vzdy ak zvdzu dokazeme najst’ izomorfného kolegu "na nulach a jednotkach",
zviz je boolovsky.

Typoldgia boolovskych zvizov je pomerne jednoducha. Ak vSetky mozné boolovské zvizy budeme
reprezentovat’ zvdizom (B", =,A,v,0,1), kde B={0,1}, tak vieme povedat’, Ze ich je spocitatel'ne vela.
Ich Hasseho diagramy st akoby n-rozmerné kocky premietnuté do roviny.

Boolovska algebra na vektoroch nul a jednotiek a mnozinova matematika predstavuja z hl'adiska
algebry rovnaky typ Struktary. Podobny zapis relacie (= vs. €) a infima so suprémom (A,V vs. N,U)
nie je nahodny, v principe ide naozaj o to isté.

K tymto Struktiram mozeme pridat’ tiez zvézy typu (Dn, |), pokial’ n ma "rozumny tvar".

Priklad 8.
Overte modularnost/distributivnost’ a komplementarnost’ zvazu (D3o,|).

Riesenie:

Podl'a Hasseho diagramu vidime, Ze ide o zviz izomorfny s (B?, =), je to teda Boolovsky zviz.

Priklad 9.
Overte modularnost/distributivnost’ a komplementarnost’ zvizu (D12,|).

Riesenie:

Hasseho diagram je "hexagon s prieCkou", ktorého vlastnosti sme uz sktimali v pr. 5.


http://n-dimensional.de/cubes/

Priklad 10.

Nech M je mnozina vsetkych podmnozin N, ktoré su konecné alebo maju konecny
komplement. Overte modularnost’/distributivnost’ a komplementarnost’ zvizu (M, €, N, V).
Je to vobec zviz?

Riesenie:
Mnozina M je nekone¢na, takze Hasseho diagram nebudeme kreslit’. Usporiadanie < je standardna
inkluzia, teda ide o CU. Operacie N, U st tiez Standardné, otazkou je len to, ¢i sa spravaju na M
slusne (tj. majt jednoznacny vysledok a ten padne do M). Overime:
Nech A,B st kone¢né podmnoziny N a C,D podmnoziny s kone¢nym komplementom.
Plati:  ANB je konecna, AUB je konecna.
(CND)' = C'UD' je kone¢na, (CUD)' = C'nD' je kone¢na
(tj. prienik aj zjednotenie C a D maju kone¢ny komplement a patria do M)
ANC je kone¢na, (AUC)' = A'NC' je koneéna.
Distributivny zékon pri prieniku so zjednotenim plati.
Komplementarnost’ plati trivialne (M sme totiz cielene definovali tak, aby to vyslo).

Zaver: Je to (nekoneény/spocitatel'ny) boolovsky zviz.

Priklad 11.

Nech M je mnozina vSetkych boolovskych funkcii 2 premennych. Relacia = je dana tak, ze
f=g prave vtedy, ked’ pre vSetky mozné vstupy x,y plati f(x,y)=g(X,y).

Je (M, =) zviz? Aké ma vlastnosti?

Riesenie:
Ako si dobre pamitame, boolovskych funkcii 2 premennych je 16. VSetky vieme jednoznaéne vyjadrit
usporiadanou $tvoricou ich vystupnych hodnét pre 4 mozné vstupy

(obr. pozi¢any z http://www.sdmath.com/math/discrete/boolean.html ):
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Hasseho diagram bude rovnaky ako v dodatku k pr. 7 (4 prvky). Ide teda o rovnaku algebr. $truktaru.



http://www.sdmath.com/math/discrete/boolean.html

B. Boolovské zvazy a okruhy

Pojmy a riesené priklady

Boolovsky zviz zvéz, ktory je komplementarny a distributivny
Boolovsky okruh okruh, v ktorom pre kazdy prvok x plati x*x=x (idempotentnost’)
Uvaha A
Nech je dany boolovsky zviz (M, =, A, V, 0, 1). Definujeme operacie:
Xy = XAy

Xy = (XAy) V (xAy")
Potom $truktara (M, @, ®) je okruh. (Dokaz naznac¢ime nizsie.)

Priklad 1

Pre mnozinovi matematiku, teda boolovsky zviz (2%, €, N, U, {}, X), novodefinované operacie buda
ANnB — nezmenené
(A'nB) U (AnB) = AAB — symetricka diferencia

Dany boolovsky zviz indukuje okruh (2%, A, N) — Ze je to okruh s jednotkou, sme dokézali v jednom
z prikladov v téme okruhov.

Priklad 2

Pre boolovsky zviz (B", =, *, +, 0000.., 11111..), novodefinované operacie budu
xX*y —nezmenené
X*y+x*y' = xPy — XOR (po zlozkach)

Dany boolovsky zviz indukuje okruh (B", @, *). Ze je to okruh s jednotkou, nemusime dokazovat’,
plynie to z izomorfizmu s (2%, A, N).

V prikladoch 1,2 sme ukazali dve konkrétne realizacie okruhu indukovaného boolovskym zvizom. Ide
stale o rovnaku Struktiru, konkrétna realizécia je len jej tvarou, nie zmenou ¢i obmedzenim. Vsetko,
¢o mozeme tvrdit’ v kontexte prikladu 1, plati aj v priklade 2 a rovnako aj vo vSeobecnosti pre (M, @,
®). Tj., je to okruh s jednotkou.

Poznamka. Idempotentnost’ je splnend, lebo napr. ANA=A.

Uvaha B

Nech je dany boolovsky okruh (M, @, ®) a operacia ® je idempotentna.
Definujeme operacie:

XAy =x®Y
XVy=x @Yy ®dx®y
arelaciu =:

X=y prave vtedy, ked x Ay =x
Potom $truktara (M, =, A, V) je boolovsky zviz. Prvky 0, 1 su neutrdlne prvky operacii okruhu.

Vrat'te sa k prikladom 1, 2 a skuste si tento "spétny chod" — ubezpecte sa, ze funguje a dostanete sa
naozaj tam, odkial’ sme na zaciatku vysli.



NerieSené priklady

Modularnost, distributivnosz, komplementdrnost = MDK.

1. Zistite, ¢i je zvdz (Deo, | ), tj. delitele 60 a relacia ,,deli, komplementarny.
Pre aké n je (Dn, | ) boolovsky?

2. Nech M je mnozina realnych funkcii f : R — R a usporiadanie f < g znamena, ze
T (X) < g(x) pre vsetky x eR. Je to zvaz? Overte MDK.

3. Su zvizy (Dso, | ) a (Das, | ) izomorfné? Overte MDK.
4. Nech M ={1,2,3,4,9,12,18,36}. Je {M, | } zvaz? Overte MDK.

5. Nech M = {a,b,c,d} a mnozina A je mnozina vsetkych podmnozin mnoziny M s parnym
poc¢tom prvkov. Zistite, ¢i (A, €) je zvdz a overte MDK.

6. Nech M = {a,b,c,d,e} a mnozina A je mnozina vsetkych podmnozin mnoziny M
s neparnym poc¢tom prvkov. Zistite, ¢i (A, €) je zvaz a overte MDK.

7. Pomocou Hasseho diagramov nizsie su dané CUM. Overte, &i st to zvizy a &i plati MDK.,




