Zvaz (Lattice)

Pojmy
Ciastocné usporiadanie
CUM, POSet

Hasseho diagram

Priesek, infimum, join
Spojenie, supremum, meet
Zviz

Zvizovy homomorfizmus

0,1 alebo (0), (1), alebo O, |

relacia, ktora je reflexivna, antisymetricka, tranzitivna
(Ciastocné je preto, lebo nie kazdé 2 prvky musia byt porovnatel'né)
Ciasto¢ne Usporiadana Mnozina (Partially Ordered SET)

https://en.wikipedia.org/wiki/Hasse_diagram

Je to zjednoduSeny graf relacie, kde:

— nekreslime $ipky, lebo smerovanie hran je dohodnuté zdola hore,
pripadne zl'ava doprava

— nekreslime slucky reflexivnosti (vieme o nich, Ze st vsade, to stacéi)

— tranzitivnost’ vyuzijeme tak, ze budeme kreslit’ len spojenie s najbliz§im
porovnate'nym prvkom

Graf by mal byt nielen spravny, ale aj "pekny" - teda ¢o najlepsie graficky

znazornovat realitu vztahov.

XAy je najvacsi z prvkov, ktoré si mensie alebo rovné prvkom X, y
Xvy je najmensi z prvkov, ktoré st vicsie alebo rovné prvkom X, y
Infimum a suprémum musia byt’ urcené jednoznacne, inak sa neuznavajq.

CUM, kde pre kazda dvojicu prvkov existuje priesek aj spojenie
homomorfizmus respektujtci usporiadanie, infima a supréma

Najmensi a najvacsi prvok zvézu.

Obvykle sa znacia 0,1, iné oznacenia sa pouzivaji, ak usporiadand
mnozina pozostdva z ¢isel a mohlo by prist' k nedorozumeniam.

0 je neutralny prvok operacie v, 1 je neutralny prvok operacie A
0 je absorpcny prvok operacie A, 1 je absorpcny prvok operacie v
Ak je zvédz konecny, musi obsahovat’ 0 aj 1.


https://en.wikipedia.org/wiki/Hasse_diagram

Riesené priklady
Priklad 1a
Je dand mnozZina s relaciou (Z , =). Co vieme o nej povedat’?

RieSenie:

Dana relacia je reflexivna, antisymetricka aj tranzitivna. Ide teda o ¢iastocné usporiadanie.

Na danej mnoZine dokonca vieme porovnat kazdé dva prvky, takze slovo "¢iastocné" sa tu da vynechat alebo

nahradit slovom "linedrne”.

Hasseho diagram je nekone¢ne velky a nudny. Kratky Gryvok (orientacia zl'ava doprava):
wo—5-4-3--2--1-0-1-2-3-4-5-..

Infimum a suprémum: xAy = min {x,y}, xvy = max {X,y}. Dana $truktura je zvéz.
Najmensi a najvacsi prvok nemame — za beznych okolnosti (v Standardnej topologii) plus a minus
nekonecno nie su Cisla / prvky mnoziny.

Priklad 1b
Je dana mnozina s relaciou (N, =). Co vieme o nej povedat™?

RieSenie:
Plati to, ¢o vyssie. NavySe vSak uz vieme najst’ najmensi prvok. Ak nulu nepovazujeme za prirodzené
&islo, potom (0) = 1.

1-2-3-4-5-..

Priklad 1c
Je dand mnozina s relaciou ({1,2,3,4,5} , =). Co vieme o nej povedat™?

Riesenie:
Plati to, ¢o vyssie. Navyse viak uz vieme najst’ najmensi a najvacsi prvok: (0) = 1, (1)=5.

Hasseho diagram: 1-2-3-4-5

Priklad 2
Je dané zobrazenie h: (R, =) — (Z , =), h(x) =, x ; (zaokruhlenie nadol, tj. odseknutie
desatinnej Casti). Je to zvdzovy homorfizmus?

Riesenie:

Predovsetkym treba konstatovat, Ze obe $truktary s zvizy (Fahko sa dokaze), hoci Hasseho diagram
pre (R, =) by som radsej nekreslil...

AK v R plati x=y, je nepochybné, ze cela Cast’ x nemdze byt’ vicsia ako cela Cast’ y, teda aj h(x)=h(y).
Overime respekt zobrazenia k infimam a suprémam. Infimum je min(x,y), suprémum je max (x,y).

h(min(x,y) je mensie z ¢isel x,y, ktorému zmazeme desatinni1 Cast’.
min(h(x),h(y)) st cisla x,y, ktorym zmaZeme desatinnu ¢ast’ a az nasledne vyberieme to
minimum z nich. Vysledok je rovnaky.

Podobne to bude s h(max(x,y) a max(h(x), h(y))

Zobrazenie je homomorfizmus.



Priklad 3
Je dané nasledujica CUM (Hasseho diagram nizgie, zdola nahor). Je to zviz?

RieSenie:

Infimum bodov 3,4 by mohlo byt’ 1 aj 2. Suprémum bodov 1,2 by mohlo byt’ 3 aj 4. Infimum a
suprémum nie st urcené jednoznacne, takze v zmysle doslednej zvazovej kultiry tu ani neexistuji.
Dana struktura nie je zviz.

Priklad 4a
Je dand mnozina D1g delitelov Cisla 18 a relacia | "deli" (je delitelom): (Das, |).
Co vieme o nej povedat? Aky je vztah medzi Dig a D12?

Riesenie:

Relacia "deli" je ¢iastocnym usporiadanim:
je reflexivna, lebo vzdy (trividlne) plati x|x
je antisymetricka, lebo ak x|y a zaroven y|X, potom x=y
je tranzitivna, lebo ak x|y, y|z, potom nepochybne x|z.

Infimum a suprémum: xAy = NSD(X,y), Xvy = NSN(X,y). Treba vSak zdoraznit’, Ze infimum a

suprémum takto "funguju" iba vtedy, ak je mnozina delitel'ov kompletna. Vynechanim nejakych ¢isel

sa to da pokazit’.

Dana $truktira je zviz. (0) =1, (1)=18

Hasseho diagram (zdola nahor, tak aj nad’alej): — obr. a

Rovnaky Hasseho diagram by sme dostali pre delitele 12 (obr. b). Nie je totiz podstatné, ktoré
konkrétne Cislice su v hre, ale kol'ko je rozlicnych prvocinitelov a aké st ich mocniny:

Obr. a b
18 12
[\ [\
6 9 6 4
[\ [\
2 3 3 2
\ \
1 1

O struktare (D12, |) teda vieme povedat’ presne to isté, o o (Ds , |). St navzajom izomorfné.
Izomorfizmus h: (Dis, [) — (D12, |) je iba jediny:
1—1, 253, 352, 656, 9—4, 18—12



Priklad 4b
{e dana mnozina D = {1,2,3,12,18,36} a relacia | "deli" (je delitelom): (D, |).
Co vieme o nej povedat™?

Riesenie:
Relécia "deli" je Ciastocnym usporiadanim, ako sme uz ukézali. Hasseho diagram je nasledovny.
36

Je zrejmé, Ze nekompletnost’ mnoziny delitel'ov 36 neumoziuje definovat’ infimum a suprémum ako
NSD a NSN. A nedaju sa definovat’ ani inak. (Cf. priklad 3)

Priklad 5
Je dana struktira (p(Z12),<€), kde p(Z12) je mnozina vsetkych podgrup cyklickej grupy (Zi2,+)
a relacia € tu znamena "je podgrupou”. Co vieme o nej povedat™?

Riesenie:
Najprv preskimame, aké prvky sa nachadzaji v p(Zi2). Budeme vypisovat’ len samotné mnoziny,
operacia + sa predpokladé pausalne:

0={0}, 6Z,={0,6}, 4Z:={0,4,8}, 3Z,={0,3,6,9}, 2Z:={0,2,4,6,8,10}, I=Zs

Hasseho diagram: I
[\
27¢ 374
I\
473 67Z,
\
O

Ako vidime z diagramu, ide o rovnaku Struktaru ako v priklade 4 . Je to teda zvéz (prevezmeme
poznatky). Izmorfizmus s D12 je nasledovny:

1—-0,k— (12/K)Z, 12 — |

Priklad 6
Je dand mnozina D3 delitelov ¢isla 30 a relacia | "deli" (je delitelom): (Dso, |).
Co vieme o nej povedat’?

Riesenie:
Ide o CUM, ukazali sme to uZ vyssie. Infimum a suprémum st opat’ NSD a NSN. Je to zviz.
(© =1, (W= 30. Hasseho diagram:



Priklad 7 5
Nech X={1,2,3}. Co vieme povedat o struktare (2%, ) ?

RieSenie:
Relacia C je ¢iastoénym usporiadanim:
je reflexivna, lebo vzdy (trividlne) plati ACA
je antisymetricka, lebo ak ACB a zaroven BCA, potom A=B
je tranzitivna, lebo ak ASB, BEC, potom nepochybne AcC.
Infimum a suprémum: AAB = AnNB, AvB = AUB. 0={}1=X

Poznamka: Podobnost’ znakov A a N, v a U nie je ndhodna.

Dana s$truktura je zvéz. Hasseho diagram:

Hasseho diagram je rovnaky ako v predoslom priklade. Ide teda o ti ist algebraicku Struktaru, len
s odlisnym ozna¢enim prvkov. Inymi slovami, (Dso , [) a (2{+2%, ©) st izomorfné.
Ak uz sme objavili izomorfnost’, skusme este urcit’ konkrétne mozné izomorfizmy. Je az 6 moznosti
(ubezpecte sa, Ze su vSetky spravne a dopliite chybajice hodnoty):
h: (D, |) — (2{1’2'3} , ©)

a) h(2)={1} h(3)={2} h(5)={3}

b) h(2)={1} h(3)={3} h(5)={2}

c) h(2)={2} h(3)={1} h(5)={3}

d) h(2)={2} h(3)={3} h(5)={1}

e) h(2)={3} h(3)={1} h(5)={2}

f) h(2)={3} h(3)={2} h(5)={1}

Vsetkych $est’ izomorfizmov sme definovali minimalisticky — iba na prvkoch prvej hladiny. Teda prvo€initele
sme zobrazili na jednoprvkové mnoziny. DalSie ¢isla a ich zobrazenia na prislu§né podmnoziny uz st tymto
jednoznaéne definované (musia byt, aby to bol izomorfizmus a nie "hocijaké" zobrazenie).

Ukazeme si "dokon¢enie" na prvom navrhnutom izomorfizme (ostatné zvladnete samostatne):
a) h(2)=1 h(3)=2 h(5)=3

h(1)=h(NSD(2,3))= h(2)nh(3)={1}n{2}={}

h(6)=h(NSN(2,3))= h(2)uh(3)={1}u{2}={1,2}

h(10)=h(NSN(2,5))= h(2)uh(5)={1}u{3}={1,3}

h(15)=h(NSN(3,5))= h(3)uh(5)={2}u{3}={2,3}

h(30)=h(NSN(10,15))= h(10)uh(15)={1,3}u{2,3}={1,2,3}

Priklad 8
Preskumajte Struktaru (p(Zao),<).

RieSenie:
Miesto riesenia, ktoré je opakovanim napisaného (s inym oznac¢enim prvkov), iba skonstatujeme, ze
ide o Struktiru izomorfnu s tymi v prikladoch 6-7.



Priklad 9

N4jdite vsetky n-prvkové zvizy (pre n=1,2,3,4,5,6, a kto si trifa, tak aj 7, 8, ...). Hl'adajte len
Cisth Struktiru vyjadreni Hasseho diagramom — na oznaceni vrcholov nezaleZzi, ani na tom,
ako by vyzeral predpis relacie. (Ale najst’ potom pre kazdu $truktaru aj nejaka konkrétnu realizaciu
moze byt uzito¢né)

Riesenie:

.....

prvkom, a overit’ "fungovanie" (najmé jednoznac¢nost) supréma a infima.

n=1 ° n=2 ° n=3 ° n=4 °
| | | °
[e] [e] [e] / \
| | [¢] [¢]
[¢] o \ /

Pre n=5 a 6 skuste najprv samostatne, az dodatocne si to skontrolujte s rieSenim tu uvedenym. Fakt, je
to zabavné, nepripravte sa o zazitok.

n=5
a (had) b (3arkan vzlieta) C (3arkanpadd) d (N5 = pentagon) e (M5 = diamant)
| ¢ ° 1
° / \ |
| o o o C
° \ / / \ a
| o o o b
° | \ /
| ° ° 0

Je jedno, ¢i N5 kreslime takto alebo lavo-pravo otocené, Struktura je to ta ista.

Nazvy N5 = pentagon, M5 = diamant st "oficialne zauzivané”, ostatné (a,b,c) st len folklorom, ktory
sa pocas rokov spontanne zrodil na cvi¢eniach AS. To isté plati o ndzvoch pre n=6.



n=6

a (had) b (Sarkan vzlieta)  C (Sarkan padd) d (Sarkan vaha) e (diamant vzlieta)  f (diamant pada)
| o o o o o
o I\ | | I\ |
| o o Ie) (o] (o] ] [¢] [¢]
° \ / | / \ \ I ]\
| [} o [} [} ] [e] o] [e]
° | I\ Vo | Vo
| o o o o o o
° | Vo |
| [e] Ie) [e]
g (pentagon vzlieta)  h (pentagon pada) i (hexagon) | (hexagon 1:3) K (hexagon s prieckou)
/ \ | / \ / \ \
o o o o o o o o \ o
\ | / \ | |\ | |\
\ o o o o [e] \ o] o \ o
\ / \ | \ \ | \
o \ o o \ o o
| \/ \ /
| (diamant 1:1:2) m (diamant +1) n (2 v 1 hore) 0 (2 v 1dole)
I Il o\ /] I\
© o o o o o o o o o / o
Vol \ L Vo I\
\ | o o \ o o o
\|/ \ \ ]

Dodatocné otazky.

1. Nasli ste d’al$i zvéz, ktory nie je uvedeny vo vyssie uvedenom zozname? Potom sa ubezpecte, Ze to,
¢o ste nasli, bud’ nie je zvéz (napr. lakavy hexagon s dvoma prieckami), alebo v skuto¢nosti uz v tom
zozname je (len inak nakresleny).

2. N4jdite dvojice navzajom dualnych zvédzov (ak zvdz nechate padnat’ na hlavu, dostanete dualny
zvéaz). Pomocka — vicsinou su v zozname uvedené vedl’a seba.

3. Ktoré z vyssie uvedenych zvazov st samodualne (postavite ho na hlavu a on je stale ten isty)

Kto si trafa, méze pokracovat’ pre n=7. Aspon skusit’ aplikovat’ tie postupy, ktorymi sme z 5-
prvkovych vyrabali niektoré 6-prvkové.



Neriesené priklady

1. Nech X su vsetky mozné rozklady mnoziny M = {1, 2, 3, 4} na triedy ekvivalencie (tj. na
disjunktné podmnoziny, ktorych zjednotenie je M) a relacia CU je na X dana tak, ze D1€ D2
prave vtedy, ak kazda trieda z D1 je podmnozinou niektorej z tried D2.

Overte, ¢i je (X, ©) zviz, urte operacie supréma a infima, O, I, a nakreslite Hasseho diagram.

2. Nakreslite pekné Hasseho diagramy pre zvizy ({delitele 180}, | ), ({delitele 210}, | ).
Urcte operacie supréma a infima, O, 1.

3. Nakreslite Hasseho diagram pre zviz (X,<), kde X je mnozina vsetkych podgrup cyklickej
grupy a) radu 12, b) radu 72. Urcte operacie supréma a infima, O, L.

4. Nakreslite Hasseho diagram pre zviz (X,<), kde X je mnozina vsetkych podgrip grupy
(ZaxZe, +) . Urcte operacie supréma a infima, O, 1.

5. Nakreslite Hasseho diagram pre zviz (X,<), kde X je mnozina vsetkych podgrip grupy
(Z2xZ3xZe, +) . Urlte operacie supréma a infima, O, 1.

6. Na obrazku je dana CUM. Overte, ¢i je to zvdz. Nahrad’te oznacenia a,b, ..., i, 0, 1,
vhodnymi ¢islami tak, aby ste s relaciou “deli” dostali rovnaky Hasseho diagram.

Poznémka: Obrazok je prevzaty z ... (uvedieme neskor, teraz by to prezradilo viac nez je ziaduce).



