Volna grupa

Uvod a riesené priklady

V poslednej kapitole o grupach si predstavime grupovu ,,teériu vSetkého*. Nepojdeme zdola,
teda nebudeme sa zaoberat’ konkrétnymi grupami ako doteraz, ale pozrieme sa na vec zhora.
Predstavime si ¢o najzovSeobecnenejSiu ideu grupy a rézne spdsoby, ako z tejto idey
vhodnymi podmienkami a zobrazeniami vydolovat’ jednotlivé zname grupové Struktury.

Vol’ny monoid

Je dana mnozina pismen X={0, a,b,c,d, ...} . X nazveme abeceda. Operaciou ° bude (z)ret’azenie
(concatenation). Pre prazdny znak 0 plati 0°x=x, x°0=x. Pre ostatné znaky zret'azenie znamena, ze
pismena alebo retazce pismen napiseme za sebou, napr.

abcd®efgh = abedefgh. Ret'azec pismen sa nazyva slovo nad abecedou.

Oznacime [X] mnozinu vSetkych slov, ktoré vieme vygenerovat. Budeme hovorit, Ze mnozina slov
[X] je generovana abecedou X.

Struktura ([X],°) je monoid, ked’Ze ° je asociativna operacia a 0 je neutralny prvok.

Tento monoid je sdm osebe nezaujimavy, ked’Ze je Gplne vSeobecny a je v iom dovolené skoro vsetko.
Zaujimavymi su az jeho rozne pod-monoidy, ktoré ziskame obmedzeniami na zdklade dodato¢nych
podmienok. Tieto podmonoidy sa nazyvaju jazyky.

V tomto bode tému monoidov ukonéime, jej pokracovanie najdete v predmete TZI.

Vol’'na grupa
Je dana abeceda X={a,b,c,d, ...} . Rozsirime X o inverzné prvky (nieckedy sa do rozsirenia

pridava aj neutralny prvok, oznacovany podrla situacie e, 0 alebo 1):
X ={abecd, .. atblctd? ..}
Operacia zretazenia ° je dana tak ako pri monoide. (Pozor, ° nie je komutativna!)

Mnozina generovana rozsirenou abecedou [X'] potrebuje hned’ od zaciatku poriadok — ak sa
v nejakom slove vyskytnl vedla seba pismeno a jeho inverzny znak, musime ich Skrtntt’.
Viacero rovnakych pismen za sebou v zaujme prehl'adnosti spojime do "mocniny".

Napr. slovo abcaac™d ocistime nasledovne:
abdca™ac™d = abdcc™d = abdd = abd?

Vysledku hovorime redukovany tvar. Aj ked’ niekedy je mozné slovo redukovat’ r6znymi
cestami, vysledok bude vzdy rovnaky (je jednoznaény). Dalej budeme d’alej pracovat’ iba so
slovami v redukovanom tvare, teda moznost’ redukcie bude zaroven aj nutnostou.

Mnozina vsetkych slov generovanych abecedou [X] v redukovanom tvare, spolu
S operaciou zret'azenia, teda ([X'],°), sa nazyva vol’nd grupa nad abecedou X, oznacuje sa
F(X) alebo Fx, pripadne FG(X) alebo FGx.

Poznamka 1. Ak je z kontextu zrejmé, Ze hovorime o vol'nej grupe, mdézeme zjednodusene
pisat’ tiez [X], pricom tomu rozumieme v zmysle [X]=[X] .

Poznamka 2. Neutralny prvok alebo prazdne slovo je pritomné v mnozine [X] aj vtedy, ak
sme ho na zaciatku do X nepridali. Napr. ako vysledok redukcie slova a™a.



Poznamka 3. Inverzny prvok vieme najst’ aj k celému slovu, napr.:
(abc)t =ctbtat
Pozor na zmenu poradia pismen!
abco(abc)1 =0
abcocbrat=abblat=aal=0
Priamo generovanim z rozsirenej abecedy tvar (abc)™ nedostaneme, moze viak byt
vysledkom inych postupov a tprav — ale vzdy je potrebné vykonat’ redukciu.

Naco su dobré vol'né grupy a aké je ich miesto v teorii grup? Odpovedi je viacero, tu
uvedieme dve najjednoduchsie. Predovsetkym, vol'na grupa predstavuje struktaru, v ktorej nie
su ziadne obmedzenia okrem uplne zékladnych charakteristik grupy. Je to "najslobodne;jsi
koncept" grupy.

Na druhej strane, tento neobmedzeny model grupy vieme cez nasledne dodané
obmedzenia (relacie) pretvorit’ na Struktiry izomorfné so vSetkymi moznymi (napr. nam
znamymi) konkrétnymi grupami. VoI'né grupy st nieco ako "pragrupy" skryvajuce v sebe
vSetky existujuce grupy, ktoré sa z nich vhodnou prezentdciou daji "vylusknut™.

Vypiseme si tri najjednoduchsie vol'né grupy:
0. X=0, X={e}, [X]={e}, Fo=FX)=({e},°)
1. X={a}, X ={ea,al}, [X]={e a a2 a3 a% ..ala?% a3 a%..},Fi=([X]°)
2. X ={ab}, X ={e,a,albb1}

[X] = {aklbk2ak3, .bkn , neN, k1,kneZ, ostatné kieZ\(0; }, F2 = ([X], °)
V poslednom vypise nie je uplne dosledne vyjadrena redukcia slov.

Podobnym spdsobom by sme vedeli definovat’ vol'né grupy Fn pre 'ubovol'né prirodzené n.

Zjednodusené oznacenie grupy indexom, tj. Fn namiesto plného F(X) alebo Fx vyjadruje fakt,
ze z hl'adiska Struktary st vol'né grupy generované akoukol'vek n-prvkovou mnozZinou
izomorfné, tj. nie je medzi nimi principalny rozdiel. Typologicky teda staci uvadzat’ pocet
prvkov bazy.

Niektoré dolezité vlastnosti:

— kazda podgrupa vol'nej grupy je vol'na grupa
—volné grupy FmaFn pre m#n nie st izomorfné

—vo vol'nej grupe Fn, N=2, vieme najst’ podgrupu izomorfnu s Fn pre kazdé n=1. Tj. napr. F2
obsahuje 0.i. aj podgrupu izomorfnu s F3 alebo Fs (skuste ich najst).

Posledna zo spomenutych vlastnosti znie vcelku Sialene, ale treba si uvedomit’, ze tu
pracujeme s nekone¢nymi mnozinami a pri nich sme si uz podobné paradoxy vsimli. Napriek
zdanlivej primitivnosti konceptu vol'nej grupy je potrebné si zachovat’ reSpekt. ..



VolI'na grupa a iné grupy — homomorfizmy

Vzt'ah medzi vol'nymi grupami a "Standardnymi" (tj. doteraz preberanymi) grupami vieme
vyjadrit’ a skimat’ cez homomorfizmy. Plati dolezita veta — ak f je zobrazenie generujlicej
mnoziny X do nejakej grupy G, tak sa vzdy da jednozna¢ne rozsirit’ na homomorfizmus
¢:Fx— G.

Priklad 1

Je dana vol'na grupa F1, grupa (R,+) a zobrazenie h(a) = 1. Rozsirte h na homomorfizmus F1
— (R, +). Aka podgrupa (R,+) bude obrazom F1 ?

RieSenie:

Pri operdcii + v cielovej Struktire je zrejmé, Ze obrazom prvkov a¥ budu &isla k, teda h(a¥) = k, KeZ.
Obraz vol'nej grupy : h(F1) = (Z,+).

Priklad 2

Je dana vol'na grupa F1, grupa (R,+) a zobrazenie h(a) = 3. Rozsirte h na homomorfizmus F1
— (R,+). Aka podgrupa bude obrazom F1 ?

Riesenie:

Pri operécii + v cielovej Struktire obrazom prvkov a* budu ¢&isla 3k, teda h(a¥) = 3k, keZ.

Obraz vol'nej grupy : h(F1) = ( 3Z,+).

Priklad 3

Je dana vol'na grupa F1, grupa (R\(0},*) a zobrazenie h(a) = 2. Rozsirte h na homomorfizmus
F1— (R\{0},*). Aka podgrupa bude obrazom F1 ?

Riesenie:

Pri operacii * v cielovej $truktire je zrejmé, Ze obrazom prvkov a budu &isla 2X, teda h(a¥) = 2, keZ.
Obraz vol'nej grupy : h(F1) = ({2, keZ},*).

Priklad 4

Je dana vol'na grupa Fz, grupa (R2,+) a zobrazenie h(a) = (1,0), h(b) = (0,1). Rozsirte h na
homomorfizmus F2 — (R2,+). Aka podgrupa bude obrazom F2 ?

Riesenie:

Pri komutativnej operacii + v ciel'ovej mnozine sa v kone¢nom vysledku s¢itaji "mocniny" prvkov a
aj b v slove. Tym sa do istej miery zuzi povodna rozmanitost’ vol'nej grupy.

Obrazom prvku akibkzaks, bkn bude usporiadana dvojica (k1+k3+..., k2+k4+...). Touto cestou
dostaneme vsetky dvojice hodnot (m,n), m,n € Z.

Obraz vol'nej grupy : h(F2) = (Z2,+).



Priklad 5

Je dana vol'na grupa Fz, grupa (C,+) a zobrazenie h(a) = 1, h(b) = i. Rozsirte h na
homomorfizmus F2 — (C,+). Aka podgrupa bude obrazom F2 ?

RieSenie:

Pri komutativnej operacii + v ciel'ovej grupe sa v kone¢nom vysledku s¢itaju "mocniny" prvkov a aj b
v slove. Obrazom prvku aklbk2ak3, bkn bude (k1+k3+...) + i(k2+k4+...). Touto cestou dostaneme
vSetky hodnoty m + in, m,n € Z, teda celo¢iselné komplexné ¢isla.

Obraz vol'nej grupy : h(F2) = (Z X iZ,+).

Priklad 6

Je dana vol'na grupa Fz, grupa (R\(0},*) a zobrazenie h(a) = 3, h(b) = 7. Rozsirte h na
homomorfizmus Fz — (R\(0},*). Aka podgrupa bude obrazom F2 ?

RieSenie:

Pri komutativnej operécii * v ciel'ovej Strukture sa v kone¢nom vysledku s¢itaju "mocniny" prvkov a
aj b v slove. Obrazom prvku aklbk2ak3, bkn bude 3"(k1+k3+...) * 7\(k2+k4+...). Touto cestou
dostaneme vSetky hodnoty 3™ * 7", m,n € Z.

Obraz vol'nej grupy : h(F2) =(3"* 7", m,ne€Z, *).

Priklad 7

Je dana vol'na grupa Fz, grupa (R,+) a zobrazenie h(a) = 3, h(b) = 7. Roz8irte h na
homomorfizmus F2 — (R,+). Aka podgrupa bude obrazom F2 ?

RieSenie:

Oproti predoslym prikladom sa tu bude este viac plytvat’ potencialom vol'nej grupy — dostaneme
vysledok, ktory by sa dal ziskat’ aj homomorfizmom z F;.

Obrazom prvku aktbkzaks, bkn pude 3*(k1+k3+... ) + 7*(k2+k4+...). Touto cestou dostaneme vsetky

hodnoty z € Z, lebo pre kazdé z ma rovnica 3m+7n=z nejaké celocislené riesenie.
Obraz vol'nej grupy : h(Fz) = (Z, +).

Priklad 8

Je dana vol'na grupa F2, grupa (Zi2,+) a zobrazenie h(a) = 2, h(b) = 3. Roz8irte h na
homomorfizmus F2 — (Z1,,+). Aka (pod)grupa bude obrazom F2 ?

Riesenie:

Obrazom prvku aklbkzak3, bkn pude 2*(k1+k3+... ) + 3*(k2+k4+...) | mod 12. Rychlo overime, Ze napr.
h(a?b®) = 1. To znamena, ze h(a?b®") =N | mod 12. Vieme teda zacielit’ zobrazenie na vSetky hodnoty
Za> (surjekcia) a zaroven mod 12 mimo tychto hodnét nepusti. Obraz vol'nej grupy : h(F2) = (Zi2, +).

Priklad 9

Je dana vol'na grupa F2, grupa (Zi2,+) a zobrazenie h(a) = 2, h(b) = 4. Rozsirte h na
homomorfizmus F2 — (Z1,,+). Aka podgrupa bude obrazom F2 ?

Riesenie:

Obrazom prvku aklbkzaks, bkn pude 2*(k1+k3+... ) + 4*(k2+k4+...) | mod 12. Je zrejmé, Ze budeme
dostavat’ iba parne Cisla, pricom vieme vyrobit’ vSetky parne hodnoty z cielovej grupy.

Obraz vol'nej grupy : h(F2) = (2Zs , +).



Prezentacia vol’nej grupy

Prezentacia vol'nej grupy znamena urcité riadené obmedzenie jej vol'nosti. Ak sme najprv
pojem grupy uvolnili zo vSetkych put, teraz tento vysledok budeme spitne obmedzovat’ tak,
aby sme vedeli vyrobit’ vSetky mozné grupové Struktiry.

Prezentacia vol'nej grupy vyzera tak, ze okrem generujtcej abecedy X (X) sa v definicii
uvedu slova, ktoré ur¢ime ako rovné neutrdlnemu prvku. Samozrejme, neutralnemu prvku sa
bude rovnat’ v§etko, ¢o pomocou uvedenych slov vieme vygenerovat’ (bude to celd normalna

podgrupa).

Volnu grupu generovanti mnozinou X pri obmedzeni mnozinou slov E ozna¢ime < X | E >..
Zapis vyjadruje, zZe ide o grupu generovanii mnozinou X (X) a faktorizovant podl'a podgrupy
generovanej mnozinou E.

Priklad 10
Volna grupu F1 mozeme obmedzit’ slovom a°, resp. mnozinou E = {a°}.

Zapis < X | E > skonkretizujeme takto: < {a} | {a°}>.

Mnozina E vyjadruje, ze a° = e, teda z kazdého slova vieme $krtnat alebo do neho pridat’
piticu a-¢ok. Prvky tejto volnej grupy vieme touto cestou ustalit’ ako {e, a, a2, a°, a*} — nie je
to jedina moznost,, je v8ak najprehl’adnejsia. Ide o cyklicka grupu izomorfna napr. so (Zs,+) .

Priklad 11
VorInu grupu F2 generovanti X={a,b} obmedzime mnozinou slov E = {a2, b3, aba'b}.
Najdite prezentaciu < X | E >.

Riesenie:
Grupa je generovana dvojicou generatorov a,b, priCom vSak prvok a mé rad 2 a prvok b mé rad 3.
Tretie zo slov koéduje komutativnost’:

aba'b=e

ab = ba

Komutativnost’ umoziuje v kazdom slove pozametat’ na jednu kopu vsetky a aj vSetky b. Pri
spomenutych radoch prvkov a, b tak dostdvame (vygenerujeme) nasledujici konecny pocet slov:

{e,a,b,ab,b? ab?}

Asi nie je tazké uvidiet, ze ide o grupu izomorfnl napr. so (Z2X Z3,*), ale tiez so (Zs,*) .
Tento vztah vieme v prvom pripade vyjadrit homomorfizmom, ktory bude rozsirenim zobrazenia

f(2)=(10), f(b)=(01)

V druhom pripade mozeme zalozit homomorfizmus na zakladoch f(a)=3, f(b)=4.



Priklad 12
N4jdite vhodnu prezentaciu vol'nej grupy F» tak, aby vysledok bol izomorfny so (ZeX Z3,*).

Riesenie:

Postupovat’ budeme analogicky (a na konci s podobnym homomorfizmom) ako v predoslom priklade.
Potrebujeme zabezpedit’ prvku a rad 6 a prvku b rad 3, a tiez ich komutativnost’. Tomu bude
zodpovedat’ mnozina E = {a®, b?, abalb}.

Hl'adana prezentécia teda bude < X | E > = < {a, b} | {a®, b, aba'b?} >

Priklad 13
N4ajdite vhodnt prezentaciu vol'nej grupy Fn (s ¢o najmensim n) tak, aby vysledok bol
izomorfny s S3.

RieSenie:
Pripomenieme si tabul’ku pre Sz :

| (12) [(13) [(23) | (123) ] (132)
| | (12) | (13) | (23) | (123) | (132)
12) |12 |1 (132) | (123) | (23) | (13)
13) [ (13) | (123) |1 (132) | (12) | (23)
(23) [ (23) [(132)| (123) | 1 13) [ (12)
(123) | (123) | (13) | (23) | (12) | (132) | |
(132) | (132) | (23) | (12) | (13) || (123)

Grupa nie je cyklicka, na jej generovanie treba aspoil dva generatory. Kratke skusanie ukazuje, ze
napr. dvojica a = (123) a b= (12) vyhovuju — ide o rotaciu trojuholnika a jeho zrkadlové preklopenie ,
¢im ziskame vSetky mozné symetrické obrazy.

Podra tabulky vidime, ze aa = (132), ab = (13), ba = (23), teda sme pohodlne vygenerovali vSetky

ostatné permutécie. NapiSeme si znovu tabul’ku grupy, kde jednotlivé permutacie nahradime ich
generujicim predpisom:

e ab|ba|a |aa

b | b aa|a |balab

b

e |e |b |ab|bala |aa
e
a

ab | ab e |aa|b |ba

ba|balaa|a |e |ab|b

a |a |ab|ba|b |aale

aa laa|ba|b |able |a

Teraz uz ostava len skontrolovat’ tychto 36 rovnic danych tabul’kou, aby sme vedeli, aké slova treba
zaradit’ do mnoziny E.

Predovsetkym neprekvapuji vysledky skladania s neutralnym prvkom.

Niektoré vysledky su jednoduchym zloZenim vstupnych hodndt bez Gprav.

Rovnako sa dalo ofakavat’, ze b’=bb=e a podobne a*=aaa=e. Na zéklade toho rozumieme viacerym
d’alsim vysledkom.

Ostalo niekol’ko vysledkov, ktoré overime podrobnejsie (nevypisujeme opakujice sa pripady. )

bab=aa, baba=e, baa=ab, baab=a, aba=b, abab=e, abaa=ba, aaba=ab, abab=e, aab=ba



Pozorna analyza ukazuje, Ze vSetky uvedené rovnosti su Si navzajom ekvivalentné. Vyberme ako ich
reprezentanta tvrdenie aba=b a ukazeme, ako z neho dostat’ tie ostatné nasobenim zl'ava a sprava
vhodnymi hodnotami.

aba=Db

b abaaa=bbaa - bab = aa
baba=bb — baba =€
aba aa=Dbaa - ab = baa

aba aab = b aab — a = baab

abab=Dbb - abab =e
abaa=ba — abaa = ba
aaba=ab - aaba = ab
abab=Dbb — abab =e
aaaba=aab - ba = aab

Do mnoziny E budeme teda musiet’ zaradit’ (okrem radu prvkov a,b) relaciu aba=b, ktorti bude
reprezentovat’ slovo abab™ = abab .

Zaver
Ako izomorfny predobraz S; mézeme vziat’ nasledujucu prezentaciu volnej grupy Fo:

<{a,b}, {a*, b?, (ab)?} >



Neriesené priklady

1. N§jdite redukovany tvar nasledujucich slov:

a) atabcctbtabeeddddtd
b) adc*bbatachdabbda
C) abcd(abcd)

d) abclc(adtdb)?

2. Je dana volI'na grupa F1, grupa (R,+) a zobrazenie h(a) = -2. Rozsirte h na homomorfizmus
F1— (R,+). Aka podgrupa bude obrazom F1 ?

3. Je dana volI'na grupa F1, grupa (R\(0},*) a zobrazenie h(a) = 1/2. Rozsirte h na
homomorfizmus F1 — (R\(0},*). Aka podgrupa bude obrazom F1 ?

4. Je dana vol'na grupa Fz, grupa (R?,+) a zobrazenie h(a) = (2,0), h(b) = (0,-3). Rozsirte h na
homomorfizmus Fz — (R2,+). Aka podgrupa bude obrazom F2 ?

5. Je dana vol'na grupa F2, grupa (C,+) a zobrazenie h(a) = 3, h(b) = 2i. Rozsirte h na
homomorfizmus F2 — (C,+). Aka podgrupa bude obrazom F2 ?

6. Je dana vol'na grupa F2, grupa (R\{0},*) a zobrazenie h(a) = 5, h(b) = 11. Rozsirte h na
homomorfizmus F2 — (R\(03,*). Aka podgrupa bude obrazom F2 ?

7. Je dana vol'na grupa F2, grupa (Zis,+) a zobrazenie h(a) = 3, h(b) = 7. Rozsirte h na
homomorfizmus F2 — (Z1s,+). Aka (pod)grupa bude obrazom F2 ?

8. Je dana volI'na grupa F2, grupa (Zis,+) a zobrazenie h(a) = 5, h(b) = 10. Rozsirte h na
homomorfizmus F2 — (Zis,+). Aka podgrupa bude obrazom F2 ?

9. N4jdite vhodnu prezentaciu vol'nej grupy, ktora bude izomorfna s grupou G

a) G=(Z7,+)

a)  G=(Z7\oop, )

C) G = (Z2xZ7, +)

d) G = (Z2xZ3xZs, +)

10.* N4jdite prezentaciu vol'nej grupy s co najmensim poctom generatorov, ktora bude
izomorfna s As.

11.*%* Najdite prezentaciu vol'nej grupy s ¢o najmensim poctom generatorov, ktora bude
izomorfna s Ss.

12.* Najdite prezentaciu vol'nej grupy s co najmensim poctom generatorov, ktora bude
izomorfna s De (grupa symetrii pravidelného Sest'uholnika).



