Rozklad grupy podla podgrupy

Uvod

Ak mé grupa G netrividlnu podgrupu H, tak si ju vieme predstavit’ ako viacrozmernu
Struktaru. Ak je zakladnou H, v smere d’alSej dimenzie vrstvime triedy "akoby paralelné” s H.

T2
T1

“H=TO

Takéto rozkrajanie grupy G na vrstvy podla podgrupy H sa nazyva rozklad G podla H alebo
stru¢ne G/H.

— Pokial’ operacia nie je komutativna, rozklad zl'ava nemusi byt’ rovnaky ako rozklad sprava.

— Ak su rozklady podl'a H zl'ava a sprava rovnaké (aj napriek pripadnej nekomutativnosti
operacie), potom sa H nazyva normalna. Samozrejme, pri komutativnej operacii je kazda
podgrupa normélna.

— Rozklad na triedy podl'a normadlnej podgrupy umoziiuje "preniest™ operaciu z prvkov na
triedy ako celky (kongruencia). A aj ked’ bola pévodna operacia nekomutativna, po jej
prenose na triedy sa stane komutativnou! Podgrupa H bude potom neutralnym prvkom.



Riesené priklady | (komutativna operdcia)

Priklad 1
Je dana grupa G = (Z, +) a jej podgrupa H = (4Z, +) , tj. nasobky ¢isla 4. Najdite rozklad
grupy G podl'a podgrupy H.

Riesenie:

Budeme postupne brat’ jednotlivé prvky/Cisla x zo Z a pozrieme sa, ako budil vyzerat’ "posunuté"
mnoziny x + 47. Pripoéitanie ¢isla x ku mnozine znamena, ze ku kazdému prvku z mnoziny
pripocitame x. Zacneme napr. od 0 (lebo niekde zacat’ treba):

0+4Z = {...-8,-4,0,4,8,12, ... }
1+47Z={1+4k, keZ}= {.-7,-3,1,5,9,13,...}
2+47Z = {2+4k, keZ}= {...-6,-2,2,6,10,14, ...}
3+4Z = {3+4k,keZ}= {..-5-1,3,7,11,15, ...}
4+ 47 =47

5+4Z=1+4%Z

Vidime, Ze originalne vysledky sme dostali pre $tyri po sebe iduce ¢isla (unas 0, 1, 2, 3). Pre d’alsie
¢isla sa uz vysledky opakuju (a pre zaporné by sa opakovali tiez). Ziskané "posunuté" mnoziny (kazda
berieme do avahy iba jedenkrat), tzv. triedy, st hladanym rozkladom grupy:

G/H: T0=4Z
T1=4Z+1
T2=47Z+72
T3 =47Z+3

Slovne opisané — rozklad mnoziny celych ¢isel podl'a ¢isel delitel'nych Stvorkou produkuje zvyskové
triedy po deleni 4-kou.

V 1ivode spominand viacrozmerna Struktira urcend podgrupou potom vyzera nasledovne (uz to bolo
napisané vyssie, tu to len zvyraznime):

Z= -8, -4, 0, 4, 8, 12,
-7, -3, 1, 5, 9, 13,
-6, -2, 2, 6, 10, 14,
-5, -1, 3 7, 11, 15,

Pokrac¢ujme v tivahach. Pozrieme sa na ziskané triedy ako na prvky nejakej grupy:
({T0,T1, T2, T3}, +)
Operaciu (v tomto priklade +) vieme aplikovat/preniest aj na triedy ako celky (v tabul’ke nizsie), tj.

mame kongruenciu. Akykol'vek prvok by sme vzali z nejakych tried Ti a z Tj, ich sucet padne vzdy do
rovnakej Tk. Mozeme teda hovorit’ o s¢itovani tried.



Aplikacia operacie + na triedy (sucet tried znamena sucet kazdého prvku z Ti s kazdym z Tj):

+ | TO | T1 | T2 | T3

TO|TO|T1|T2| T3

T1L|T1|T2 | T3] T0

T2 1 T2 |T3|T0|T1

T3|T3|TO|T1]|T2

Ak si odmyslime pismeno T, uvedena tabul’ka by ndim mohla nieco pripominat’. Prideme na to, ked’
spravime posledny krok — "oslobodime" jednotlivé triedy od toho, ¢o maji navzajom spoloéné,

a ponechame im len to, ¢im sa od seba liSia — a to su prave ¢isla 0,1,2,3. Inymi slovami, najdeme
ku "grupe tried" ¢o najjednoduchsi izomorfny ekvivalent:

({TO’ T11 T21 T3}1 +) - ({01 11 21 3}1 + /m0d4) = (Z4’ +)

Povodnu grupu (Z, +) si potom vieme predstavit’ ako 47 + Za.

Priklad 2
Najdite rozklad (Z12, +) podla (3Z4, + |mod 12)-

RieSenie:

Podobnym postupom ako v predoSlom priklade dostdvame:
TO = 3Z4 ={0, 3,6, 9}

T1=1+3Zs ={1,4,7,10}

T2=2+3Zs ={2,5,8,11}

!l VSimnime si, Ze pocet tried krat mohutnost’ podgrupy sa rovna mohutnosti pévodnej grupy.

Operécia +|moq 12 sa dé preniest’ na triedy (ubezpecte sa):

+ | TO | T1 | T2

TO|TO|T1|T2

T1IT1|T2|TO

T2 172 |T0|T1

Prejdeme k jednoduchej izomorfnej paralele:

{70, TL, T2}, + moa12) ~ ({0, 1, 2}, + |moda) = (Zs, +)

VAVERSY/W /A



Priklad 3
Na4jdite rozklad G = (Zs X Ze, +) podla H=[(22) ].

Poznémka 1:
Operacia + v grupe sa aplikuje modulo 4 na prvej zlozke a modulo 6 na druhe;.
Z uspornych dévodov pri zépise neoddel'ujeme zlozky medzerou ani ¢iarkou.
Poznamka 2:
Zapis [(22)] tu oznacuje podgrupu generovant prvkom (22). Ide 0 mnozinu
{(22), (04), (20), (02), (24), (00)} = 2Z, x 2Zs
Riesenie:

Postupnym skuSanim vsetkych prvkov sa urc¢ite vieme dopracovat’ k rozkladu na triedy (ak treba,
chod’te touto cestou). Skiisme vsak zapojit’ intuiciu a uSetrime Si Kus prace.

Predovsetkym si ozrejmime, Zze ak ma grupa 24 prvkov a podgrupa 6, tak musime dostat’ 4 triedy.
Dalej si viimnime, e podgrupu tvoria prvky s parnymi ¢islami na oboch zlozkach. Chybaju
kombinacie (neparne, neparne), (parne, neparne) a (neparne, parne). Dant podgrupu teda "posunieme"
postupne prvkami (11), (01) a (10). Potom uvidime, Ze sme dostali 4 disjunktné mnoziny, ktorych
zjednotenim je pdvodna grupa, a rozklad bude hotovy (bude jasné, Ze posuvanim o iné hodnoty uz ni¢
nové nedostaneme).

Too = (00) + 27 X 2Z5= {(22), (04), (20), (02), (24), (00)}
To = (01) + 22, x 2Z5= {(23), (05), (21), (03), (25), (01)}
Tuo = (10) + 2Z; x 2Z5= {(32), (14), (30), (12), (34), (10)}
Tu = (11) + 22, x 2Z5= {(33), (15), (31), (13), (35), (11)}

Operacia + (vo vysSie definovanom zmysle) sa tu opat’ da preniest’ na triedy.
(Overte, ze tabul’ka je zostavena spravne!)

+ TOO | TO1 | T10 | T11

T00 | TOO | TO1 | T10 | T11

T01 | TO1|TOO| T11 | T10

T10 | T10 | T11 | TOO | TO1

T11]T11|T10| TO1 | TOO

Oznacenie tried (indexy pri T) si sice mozeme zvolit’ ako len chceme, je vSak vyhodné pouzit’ také
oznacenie, ktoré o najlepsie charakterizuje triedu a pomoze nam v poslednom kroku — hl'adani
najjednoduchsej izomorfnej reprezentacie ziskaného rozkladu:

({Too Tor Tao Tuehs + /modas) ~ (ZaX Zz, +/mod22)

+/ modz2 | 00 | 01 [10 [ 11
00 oo|01(1011
01 01|/00(11]10
10 10 11|00 |01
11 1110|0100

(Zax Ze, +) = (Z2 X Lz, + 1 mod 2.2) + (2Z2 X 273, + [ mod 4.6)



Priklad 4
Niéjdite rozklad G = (R?, +) podla H = ({(2t,-t), tER}, +)

DU: ubezpeéte sa, ze H je naozaj podgrupou G.

RieSenie:
Na zaciatok je vel'mi prospesné si grupu aj podgrupu nakreslit’ (rovina a v nej priamka).

Ak budeme k priamke/podgrupe pripo¢itavat’ rozliéné hodnoty (X,y) z R2, bude sa priamka postvat’
tak, aby prechadzala cez bod (x,y). Vzhl'adom na nekone¢nost’ priamky je jasné, ze vieme prelozit’
priamku cez 'ubovolny bod (x,y) pomocou posuvania napr. iba v smere osi y. Inymi slovami, rovnica
(2t, -t) + (0, ¢) = (x,y) je vZdy riesite'na ( t=x/2 a c=y+x/2).

Z uvedeného dovodu, aby sme ziskali vSetky triedy rozkladu a neplytvali redundantnymi vysledkami,
sta¢i k priamke/podgrupe H pripocitavat’ len hodnoty (0,c). Tried je vel'a, priam nespocéitatel'ne,
vypiSeme ich teda vSetky naraz jednym predpisom:

T.=H+(0,c), cCER
Nakoniec este najdeme jednoduchsiu grupu izomorfna s najdenou grupou tried — je to grupa vsetkych

moznych hodnot c:

({Tc, c€R}, +) ~ (R, +)



Priklad 5
N4jdite rozklad G = (C\{0}, *) podl'a H = (R\{0}, *) .

RieSenie:
KTlacom k tispechu pri tomto priklade je vhodny zapis komplexnych Cisel — v exponencialnom tvare.
Uvedené mnoziny potom zapiSeme takto:
G = ({r*eikm, reR\{0}, ke [0,1) }, *), H=(R\{0}, *).
Sucin H a prvkov z G (pri hl'adani rozkladu) vyzera takto:
r * eikm * R\{O} = R\{O} * pikn
Hodnota r sa tu "strati" v nekonecnosti realnej osi. Vplyvna bude iba hodnota &7z, ktora sposobi
otoCenie realnej osi, teda podgrupy H, o uhol k. Jednotlivé triedy budu teda uréené len ¢islom k a

budu predstavovat’ otocenia H okolo pociatku:

Te= R*eikr, k € [0,1)

V poslednom kroku este najdeme jednoduchsi izomorfny ekvivalent grupy rozkladu:

({ Te, ke [0'1)}' *) ~ ([0:1) ) +/frac)

Poznamka 1: Oznacenie + jpqc (poziC¢ané z Pascalu) predstavuje operaciu + a ponechanie iba desatinnej
Casti vysledku.

Poznamka 2: Preco sa zmenilo * na + ?



RieSené priklady Il (nekomutativna operdcia)

Priklad 1

N4jdite pravy a l'avy rozklad S3 (permutacie trojice prvkov, oznacenych 1,2,3)

podla Hi, ={l, (12)}. Zistite, ¢i je Hi» normalna.

Riesenie:

Rozklady najdeme "od podlahy" tak, ze prvky podgrupy Hi, zloZzime zl'ava aj sprava so vSetkymi

ostatnymi prvkami S;. Vysledky zhrnieme pod ¢iarou.

Lavy rozklad p°{l, (12)} :

Pravy rozklad {I,12)}°p :

I1°1 = Il =
1°(12) =(12) (12)°1 = (12)
(12)° =(12) 1°(12) = (12)
(12)°(12) = (12)°(12) =
(13)°I = (13) 1°(13) = (13)
(13)°(12) = (123) (12)°(13) = (132)
(123)° = (123) 1°(132) = (132)
(123)°(12) = (13) (12)°(132) = (13)
(23)°1 = (23) 1°(123) = (123)
(23)°(12) = (132) (12)°(123) = (23)
(132)°1 = (132) 1°(23) = (23)
(132)°(12) = (23) (12)°(23) = (123)
To={l, (12)} To=A{l, (12)}

T1={(13), (123)}
T>={(23), (132)}

T.={(13), (132)}
T>={(23), (123)}

Lavy a pravy rozklad nie st rovnaké. To znamena, ze podgrupa Hi, nie je normalna.

Kto chece, moze sa presvedCit’ o tom, Ze v danom priklade nie je mozné operaciu (skladanie
permutacii) preniest’ na celé triedy (sktste zlozit’ vSetky prvky z T, s prvkami T, vysledky padnt do
viacerych tried). Normalnost’ podgrupy a kongruencia drzia pevne spolu.



Priklad 2
N4jdite pravy a l'avy rozklad S3 podla Az = {l, (123),(132)}.

Poznamka: Overte, Ze As je podgrupou Ss.

Riesenie:

Kto si chee precvicit’ skladanie permutacii alebo si chee vsetky suvislosti ohmatat’ "od zakladov",
moze postupovat’ rovnako ako v predoslom priklade. Priklad sa vSak da vyriesit aj rychlejsie.
Podgrupa parnych permutacii Az z hl'adiska poctu prvkov predstavuje presne polovicu Ss. Pri rozklade
Sz podla Aj teda vzniknt dve triedy — prvou je Az a v druhej bude vSetko to, ¢o nie je v As. Ina
moznost’ nie je a to sme sa eSte nestihli opytat, ¢i ide o l'avy alebo pravy rozklad (tj. vysledok nie je od
toho zavisly).

Rozklad (lavy aj pravy): To={l, (123),(132)}
T:={(12),(13),(23)}

Podgrupa As je v tomto pripade normalna. Ubezpeéme sa este, Ze rozklad na triedy bude kongruencia.

L’ahko overime, Ze zloZenie dvoch prvkov z Tq dava vzdy vysledok z To, podobne dva prvky z T, daju
vysledok z To. Jeden prvok z Ty a druhy z T, (v akomkol'vek poradi) daja vzdy vysledok z T;. Je to
teda kongruencia, presnejSie — relacia ekvivalencie ur¢ena triedami rozkladu respektuje operaciu.

To znamena, ze operacia skladania permutacii sa da "preniest™ na celé triedy rozkladu.

° | To | Ty
To|To | T,
T Ty | To

Vidime, ze ide o Struktiru izomorfnu S0 (Zz, +) .



Priklad 3
Je dana mnozina permutacii H = { I, (12)(34), (13)(24), (14)(23) } .

a) Dokézte, ze (H,°) je grupa a teda tiez podgrupa grap A4 (= parne permutacie 1,2,3,4)
a S4 (= vSetky permutacie 1,2,3,4).

b) Ktord znama grupa je izomorfna s H ?

c¢) Najdite rozklad A4 podl'a H. Je H normalna?

RieSenie:
a) H je kone¢nou podmnozinou koneénej grupy S, aj A4. Staci preto len overit’, Ze H je uzavreta
vzhl'adom na operaciu, teda overime zloZenie kazdej permutécie s kazdou.

— skladanie identity s inou permutaciou je trividlnym spésobom v poriadku
— skladanie permutacie z H so sebou samou dava identitu
— ostava este overit’ 6 dvojic :

(12)(34)°(13)(24)=(14)(23)
(12)(34)°(14)(23)=(13)(24)
(13)(24)°(14)(23)=(12)(34)
(13)(24)°(12)(34)=(14)(23)
(14)(23)°(13)(24)=(12)(34)
(14)(23)°(12)(34)=(13)(24)

Vsetky vysledky sa "vracaji" do H, tj. H je uzavreta vzh'adom na operaciu ° a je podgrupou S, aj As.

Poznamka. Dokaz, Ze H je grupa, moZeme urobit’ aj jednoduchsie (geometrickou cestou), ak si
uvedomime, aky typ symetrie Stvorca predstavuje kazda z permutacii v H:

1 2

3 4

(12)(34) znamena symetriu podl'a osi y
(13)(24) znamena symetriu podl'a osi x
(14)(23) znamena symetriu podl'a stredu

Pri vSetkych tychto symetriach ostavaju dvojice 1,2 a 3,4 v jednom riadku, dvojice 1,3 a 2,4 v jednom

stlpci. Z tohto ramca nevybocime, neda sa. V tomto ramci su mozné len uvedené tri moznosti +
povodny stav.

b) Napisme si Cayleyho tabul’ku pre (H,°):

° | (12)(34) (13)(24) (14)(23)

| | (12)(34) (13)(24) (14)(23)
(12)(34) (12)(34) | (14)(23) (13)(24)
(13)(24) (13)(24) (14)(23) | (12)(34)
(14)(23) (14)(23) (13)(24) (12)(34) |

Hoci skladanie permutacii vo vS§eobecnosti nie je komutativne, v ramci H komutativnost’ plati.
Vzhl'adom na to, Ze z hl'adiska Struktary existuju iba dva typy Stvorprvkovej grupy, nie je tazké prist

na to, ze (H,°) je izomorfna so (Z2XZ, +), ked’Ze so (Z4, +) evidentne nie je.




¢) Najdeme rozklad A, podl'a H. Grupa parnych permutéacii A4 ma 12 prvkov, rozkladat’ sa teda bude
na tri triedy po 4 prvky.

Ay = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (124), (134), (234), (132), (142), (143), (243) }

Trieda Ty je jasna. Najdeme triedu T; (rozumnym hl'adanim, zl'ava aj sprava) a ako sme uz
v predoslych prikladoch videli, T, hl'adat’ nemusime — v T, bude to, ¢o ostane.

Lavy rozklad:

(123)°(12)(34)=(134)
(123)°(13)(24)=(243)
(123)°(14)(23)=(142)

(134)°(12)(34)=(123)
(134)°(13)(24)=(142)
(134)°(14)(23)=(243)

(243)°(12)(34)=(142)
(243)°(13)(24)=(123)
(243)°(14)(23)=(134)

(142)°(12)(34)=(243)
(142)°(13)(24)=(134)
(142)°(14)(23)=(123)

Pravy rozklad:

(12)(34)°(123)=(243)
(13)(24)°(123)=(142)
(14)(23)°(123)=(134)

(12)(34)°(134)=(142)
(13)(24)°(134)=(243)
(14)(23)°(134)=(123)

(12)(34)°(243)=(123)
(13)(24)°(243)=(134)
(14)(23)°(243)=(142)

(12)(34)°(142)=(134)
(13)(24)°(142)=(123)
(14)(23)°(142)=(243)

To={1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} To={1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}
T, ={(123), (134), (142), (243)} T, ={(123), (134), (142), (243)}
T, = {(124), (234), (132), (143)} T, = {(124), (234), (132), (143)}

Porovnajme l'avl a pravu stranu vypoc¢tov — vSimnime si, ze operacia skladania permutacii nie je
komutativna a pri zmene poradia vychadzaju odlisné vysledky. Napriek tomu rozklad zl'ava aj sprava
vychadza rovnako (!), teda H ako podgrupa A, je normalna (z toho este nevyplyva automaticky, ze H
je normalnou podgrupou S;— to treba overit’). Odlisné vysledky na urovni permutacii sa tu zrovnaju na
urovni tried.

Vieme teda napisat’ Cayleyho tabul’ku operacie skladania prenesenej na triedy rozkladu. Ked’ze triedy
st tri, vysledok bude izomorfny so (Zs, +).

Poznamka. VSimnime si (v l'avom aj pravom rozklade), Ze uz prvé tri rovnice nam presne ur€ili triedu
T1. ZvySnymi 9 rovnicami sa len ubezpecujeme, Ze naozaj ,,nam to nevysko¢i von®, av§ak s trochou
skuisenosti a porozumenia veci mozeme v budicnosti tito ¢ast’ vypoctov vynechat’ — budeme totiz
vediet’, ze to musi vyjst.



Dodatok k prikladu 3
Je dany pravidelny Stvorsten s vrcholmi 1,2,3,4. Najdite grupu vSetkych jeho rotécii.

Rotaciou sa rozumie to, Ze polozime Stvorsten na papier, obkreslime jeho podstavu, potom ho nejak
pootacame a opit’ polozime (rovnakou alebo inou stenou) do nakreslenych obrysov podstavy. Pri
rotacii nie su mozné zrkadlové preklopenia.

Riesenie:

Najprv si ozrejmime, kol’ko rotacii Stvorstena existuje. Treba si pritom uvedomit’, ze ak
napr.rozhodnem, kde budu vrcholy 1,2, tak pozicia vrcholov 3,4 uz je urCena. Staci sa teda pytat,
kolkymi spdsobmi vieme umiestnit’ vrcholy 1,2 na 4 mozné pozicie. Odpoved’ je

(4 nad 2) = 12. Hl'adame teda 12-prvkovu grupu.

Teraz uz treba len pozorne vymenovat’ vSetky mozné rotacie.

Jednoduché rotécie okolo vrchola — jeden vybrany vrchol "stoji" a ostatné 3 sa pretocia doprava alebo
dolava:

(123), (132), (134), (143), (124), (142), (234), (243)
Otocenia okolo priamky pretinajucej stredy protilahlych stran (3 moznosti oznacené /, //, ///):

(12)(34), (13)(24), (14)(23)

Mame 11 rotécii, spolu s identitou je to 12. Dalej hladat’ netreba, mame vietky.

Ako vidno, grupa rotacii Stvorstena je stara znama A,4. Podgrupa H skimana vyssie, to st oto¢enia o
180 stuptiov okolo stredov protilahlych stran a eSte identita.



Neriesené priklady

1. Rozlozte G podl'a H. N4jdite najjednoduchsiu izomorfnt paralelu k najdenému rozkladu.
* Uloha je za 4 bezné priklady.
a) G=(Z,+), H=(5Z, +)
b) G=(Z12, +), H= (6Z>, +)
c) G=(Z21, +), H=(7Z3, +)
d) G=(R,+),H=(Z, +)
e) G=(Q,+),H=(Z,+)
f) G=(C +),H=(R, +)
9) G= (RxR, +), H= (Zx2Z, +)
h)y  G=(Cyop, *), H=(R*,¥)
i) G= (Cjfop, *), H= ({c€eC, cteR}, *)
J) G= ({ceC, c12=1}, *), H= ({ceC, c*=1}, %)
K)  G=({ceCjoy, c?ER}, *), H= (R*, )
1) G= (Cy0}, *), H= ({c€C, |c|=1}, %)

2. Je dand mnozina permutacii H = { I, (12)(34), (13)(24), (14)(23) } .
N4jdite l'avy a pravy rozklad S, podl'a H. Je H normalna?

3. N4jdite l'avé a pravé rozklady S4 podla S;. Je Sz normalna podgrupa?

4. Najdite grupu H vsetkych zobrazeni §tvorca s vrcholmi 1,2,3,4 do seba. Urcte 'avy a pravy
rozklad S4 podl'a H. Je H normalnou podgrupou S4?

5.* Najdite vSetky netriv. podgrupy A . Ktoré z nich st normalne?
6.* N4jdite vSetky netriv. cyklické podgrupy S, . Ktoré z nich st normalne?

7.* N4jdite grupu K vSetkych rotacii kocky (zobrazeni do seba bez zrkadlovych obrazov).
Zistite, €1 je izomorfna s Sy.

8. Su dané matice 3x3 (zapis v Matlabovskej konvencii — bodko¢iarka oznacuje novy riadok):

= [100;010;001]
Ar= [100;001;010]
A;= [010;100;001]
As= [010;001;100]
As= [001;010;100]
As= [001;100;010]

a) Prepiste matice na papier Standardnym spdsobom.

b) Dokazte, ze (M,*) = ({I, A1, Az, As, Ay, As}, *), kde * je bezné maticové nasobenie, je
grupa. Napiste jej Cayleyho tabul'ku.

c¢) Ngjdite vsetky podgrupy M.

d) N4jdite rozklad M, pravy aj I'avy, podl'a jednej dvojprvkovej a jednej trojprvkovej
podgrupy. Vyjadrite sa k normalnosti tychto podgrup.

e) M je izomorfna s grupou, ktorej sme sa uz venovali. Ktora to je?



